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PREDHOVOR

Matematika je univerzélny jazyk pre fyzikdlne a technické vedy. Preto je nutné
aby studenti FEI STU Bratislava rozumeli zdkladnym matematickym pojmom z
matematickej analyzy funkcii jednej aj viacerych redlnych premennych. Tento
ucebny text z matematickej analyzy som vytvoril po novej akreditacii pre studi-
jné odbory AM, ENE, ET, JF pocas letného semestra $kolského roku 2017/2018.
Nemozno ho povazovat’ za kone¢ni verziu. Pretoze predmet "Matematika 2E" sa
vyucuje prvy krat, budem text dopiﬁat’ a adaptovat’ v priebehu letného semestra
skolského roku 2017/18. L. Marko






Part 1

Matematicka analyza 1.






Mnohé fyzikdlne a elektrotechnické aplikdcie si vyzaduji, aby studenti rozumeli
zédkladnym pojmom z matematickej analyzy, integralneho poc¢tu, integracnych metéd,
diferencidlneho aj integralneho poc¢tu funkcii viacerych premennych. Tieto poz-
natky nutne patria k "povinnej vybave" kazdého studenta FEI STU.
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Chapter 1 INTEGRALNY POCET
FUNKCIi JEDNEJ REALNEJ
PREMENNEJ.

Mnohé fyzikdlne a technické aplikdcie si vyzaduji, aby sme vedeli vypocitat’ naprik-
lad pracu premennej sily po urcitej dréhe, dizky kriviek v rovine, plo§né obsahy
roznych rovinnych ttvarov, objemy priestorovych telies. Vhodnym apardtom vo
vietkych predoslych pripadoch je znalost’ integralneho poctu. V tejto casti aj v
d’alsich ¢astiach sa budeme venovat’ integralnemu poctu.

Urcity integral.

Predpokladajme, Zze chceme ndjst’ plosny obsah obrazca R ohrani¢eného osou o,
priamkami r = a, z = b a grafom spojitej funkcie f : (a,b) — R, (f (z) > 0).
Naga snaha bude néjst obsah pomocou obdiznikov opfsanych a vpisanych grafu
funkcie.

Delenie intervalu.
Definition 1 Delenim intervalu (a,b) budeme nazgvat koneéni mnoZinu bodov
P ={zg,x1,29,...,2,}, takych, 2e a = x9g < 11 < 23 < ... < T, = b.

Delenie P deli interval (a, b) na podintervaly (zo, 1) , (z1,x2), (To, X3}, ..., (Tpn_1, Tp).
Ak dizku podintervalu (xp_1,x) oznacime Axy = xy — 1, k = 1,2,...,n, potom
dizka intervalu (a,b) je rovnd b — a = (x1 — x0) + (¥2 — 1) + . + (T — Tp_y) =
Az + Azg + ... + Ax,,.

Definition 2 Nech P je delenie intervalu (a,b) a nech f : (a,b) — R je ohrani¢end
funkcia. Sumu

P) =) mAzy, H(f,P) =) MAx
k=1 k=1

nazyvame dolnym, respektive hornym integrdlnym suctom ohranicenej funkcie f
pre delenie P, kde my, = infyc(p, | 20 f(2), My = SUDye (2 1.00) | (x).

Example 3 Ndjdime D (f,P), H(f,P),D(f,T), H(f,T) ak f : (0,2) —
R, f(zx)=2>aP={0,31232} aT = {0 I3l 3,2}

)99 ) 9

Solution 4 Pre delenie P mame

9 1 9
m1:0,mgzz,m 1m4 ZM1217M2:1>M3217M4:4H
1
A{El Axg A.’L‘g A{]j4 = 5
Potom D (f,P) = % a H(f,P) = ‘2. Podobne dostaneme D (f,T) = 2 a

H(f,T)=2L Okr@m toho plati : D

—~

LP)<SD(f,T)<H(f,T)<H(fP) O
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Z definicie delenia uzavretého intervalu je jasné, ze VP plati: D (f, P) <
H (f,P). Okrem toho, ak f(z) > 0,Vx € (a,b) pre plochu obrazca R medzi
grafom funkcie f osou o, a priamkami x = a, x = b mdme:

D(f,P)<R<H(f,P).

Definition 5 Delenie P intervalu (a,b), ktoré vznikne z delenia P pridanim konetného
poctu bodov sa nazyva zjemnenie delenia P.

Example 6 Delenie T' v predchddzajicom priklade je zjemnenim delenia P inter-
valu (0,2).

Theorem 7 Ak T je zjemnenim delenia P intervalu (a,b), potom D (f,P) <
D(f,T) a H(f,T)<H(f,P).

Theorem 8 Nech P a Q) su dve lubovolné rézne delenia intervalu {(a,b). Potom
pre kazdi ohranicend funkciu f : (a,b) — R plati D (f, P) < H (f, Q).

Definition 9 Ohranicend funkcia f : (a,b) — R sa nazgva (riemannovsky) inte-
grovatelnd ak ku kazdému e > 0 existuge delenie P. také, 2e H (f, P.)— D (f, P.) <
e. Definicia je ekvivalentnd s podmienkou, Ze existuje cislo I, také Ze

I =sup{D(f,P): P je delenie {(a,b)} =inf{H (f,T) :T je delenie {(a,b)}.

Hodnota I, ktord vyhovuje podmienke sa nazgva urcity integrdl z funkcie f na {(a, b)

a oznacujeme jJu
b
[ @i

¢itame integrdl od a po b z funkcie f.

Tak fab f (x) dz je jediné reélne ¢islo I takeé, ze

D(f,P)<I<H(f,P), VP delenie (a,b).

Majme dand spojiti funkciu f : (a,b) — R, pre ktori pozndme
hodnotu f; f (z) dxz. Plosny obsah obrazca ohrani¢eného osou o,, pri-
amkami x = a, © = b a grafom spojitej funkcie f : (a,b) — R
vytvara geometricki interpretdciu urcitého integralu. Urcity integréal
f: f () dx je ¢islo, ktoré zavisi iba od f, a, b. Premennd z, ktord sa
objavuje v integréle je ,nema”, mozeme ju zamenit’ za ini. Tak naprik-

lad [ f(z)de = [V f(t)dt = [’ [ (u)du.

Remark 10 Symbol [ je oznatenim integralu, ¢islo a nazyvame dolnou hranicou
urcitého integralu, cislo b nazyjvame hornou hranicou urcitého integralu.

Example 11 Ukdzeme, Ze funkcia f : {(a,b) — R, f(x) = k je integrovatelnd
funkcia.

Solution 12 Plati D (f,P) =k (b—a) = H (f, P), VP. Odkial dostdvame fabf (x)dx =
k(b—a).O0
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Example 13 Ukdzeme, Ze funkcia f : (a,b) — R, f(x) = x je riemannovsky
integrovatelnd funkcia a plat?
b 2 _ 2
p2 —

Solution 14 Nech P = {a = xq, x1, T3, ..., x, = b}, je delenie intervalu {(a,b). Po-
Tp—1+Tk

tom my, = Tp_1, My = a1 a plati: vy < =% < xp. Potom D (f,P) =

> The1 (T — 1) <D py mk*lgﬂk (Tr — Th—1) < Dopoq T (0 — 231) = H (f, P),

2k xk712+xk (zh — wpa) = %ZZ:I (l’i - J’%fl) = % (b* —a?) ,t.j.

D(f,P) <%(b2—a2) < H(f P),VP,

b
/ f(x)de = bz_aQ.D

odkial mame

2

Example 15 Ukdzeme, e funkcia f : (a,b) — R, f(z) = 2%, a > 0 je rieman-
novsky integrovatelnd funkcia a plati

b B — g3
/Qf(x)dx— T

Solution 16 Nech P je ako v predchddzagicom priklade, potom my, = x2_,, My =
72 a Vg1, 7x € R plati:

) R S A

Potom pouZitim postupu z predchddzajiceho prikladu dostaneme visledok. ]

Vlastnosti a existencia urcitého integralu.
Theorem 17 (Veta o vlastnostiach urcitého integrdlu) Nech f, g su integrovatelné
funkcie na {a,b) a nech k € R. Potom plati

1) kf + g je integrovatelnd a plati

b b b
/ (kf+9)(x)de = k‘/ f(z)dx +/ g (x)dx (linedrnost).
2) Ak f(z) > 0, pre kazdé x € (a,b), potom fabf (z)dz > 0; ak f(z) > g(x),

pre kazdé x € (a,b), potom fabf (x)dx > fabg (x)dx.
3) Ak m < f(x) < M, pre kazdé x € {(a,b), potom

b
m(b—a)g/ f(z)de < M(b—a).

4) Ak f je integrovatelnd, potom aj | f| je integrovatelnd a plati

/abf(x)dx

< [Nwe.




14

Example 18 Ukdzme, %e plati 2 < f_ll V1+aide < 3§
Solution 19 Plati nerovnica
1<1+2* <1+22% +2* = (14272,

teda

1 <V14z4 <1422

s vyuzitim vety 17 a prikladov 11 a 15 dostdvame

1 1 1 13_(_1)3 ]
2=/ 1da:§/ \/1+:c4da:§/ (1+x2)dx:2+T:§,D
-1 -1 -1

Doteraz sme predpokladali, ze funkcia f je ohrani¢end a integrovatelna. Teraz
sa budeme zaujimat’ o podmienky za akych je funkcia integrovatelna. Nie kazdd
ohranicend funkcia musi byt’ integrovatelna ako ukazuje nasledujici priklad.

Example 20 Dand je funkcia

1 pre x traciondlne
0 pre x raciondlne -

f:<0,1>—>R,f(.CL‘>:{

Ukdzme, Ze [ nie je riemannovsky integrovatelnd.

Solution 21 Kazdy horny sicet H (f, P) = 1 a kazdy dolny sucet D (f, P) = 0, pre
lubovolné delenie P intervalu (0,1), pretoZe kazdy jeho podinterval vidy obsahuje
raciondlne aj iraciondlne ¢islo. Mdame:

sup{D (f, P) : P je delenie (0,1)} =0, inf{H (f,T) : T je delenie (0,1)} =1,
neexistuje teda c¢islo I, také aby
I =sup{D (f,P): P je delenie {(a,b)} =inf{H (f,T) : T je delenie {(a,b)},

funkcia f nie je riemannovsky integrovatelnd. Okrem toho nie je spojitd v kaidom
bode z (0,1) .0

D4 sa dokdzat’ veta: kazdd spojitd funkcia definovand na uzavretom intervale
je rovnomerne spojitd. Teraz modzeme sformulovat’ postacujicu podmienku inte-
grovatelnosti.

Postacujiica podmienka integrovatelnosti funkcie.
Theorem 22 (Postacujica podmienka integrovatelnosti funkcie) Ak f : (a,b) —
R je spojitd funkcia, potom je na {(a,b) riemannovsky integrovatelnd.

Theorem 23 (Veta o aditivnosti urcitého integrdlu) Nech f : (a,b) — R je
spojitd funkcia a nech ¢ € (a,b). Potom

/abf(x)dx:/acf(x)der/cbf(x)dx.
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Example 24 Vypocitajte f_21 || dx.

Solution 25 Funkcia f (z) = |z| je spojitd na intervale (—1,2), ked vyuZijeme
vetu o aditivnosti urcitého integrdlu a vysledok prikladu dostaneme:

2 0 2 0 2
/ ]a:|d3::/ \x]dx—ir/ \x!d:ﬁ:/ (—x)dm+/ xdr =
-1 -1 0 -1 0

0 2 2 2 2 2
02— (-1 22-0% 1
/1x$ /owx 2 * 2 2

O

N | Ot

Veta o strednej hodnote pre integraly.
Theorem 26 (Veta o strednej hodnote pre integrdly). Nech f : (a,b) — R je
spojitd funkcia. Potom existuje bod ¢ € (a,b) taky, Ze

/f [ (b-a).

Hodnota f (c f f (z)dz sa nazyva strednd hodnota funkcie f
na intervale ( b).

Example 27 Ndjdime stredni hodnotu funkcie f: (1,3) — R, f (z) =

Solution 28 Mdme fl zdr = 222 = 4. Podla vety o strednej hodnote existuje

2
c € (1,3) taky, Ze f1 zdr = f(c)(3—1).V naSom pripade strednou hodnotou
funkcie f (x) = x na intervale (1,3) je hodnota
f(2)=2
pretoze

Pomocné definicie.

V definicii fab f (z) dx sme explicitne predpokladali, ze a < b. Ale pre teoretické
dovody v d’alsich aplikdcidch je vhodné definovat’

Definition 29 Nech f: (a,b) — R,a < b je spojitd funkcia. Potom definujeme

/aaf(x)dxzo, /baf(x)dx:—/abf(:z:)dx

Hlavnd veta integrdlneho poctu.

V tejto casti rozvinieme metédy pre vypocet fba f (z) dx bez pocitania hornych a
dolnych integrélnych sictov.
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Urcity integrdl ako funkcia hornej hranice a primitivna funkcia.

Nech f : (a,b) — R je spojitd funkcia a ¢ € (a, b) je 'ubovol'né pevné ¢islo, potom
pre kazdé = € (a,b) je funkcia f spojita na intervale (c,z), alebo (x,c). Teda Vx
existuje integrdl [T f (t)dt. Takto dostaneme funkciu G : (a,b) — R, G (z) =
ff f(t)dt, pre a <z <b. Ak napriklad f : (0,10) — R, f (z) = x, ¢ = 1, potom

G(O):/ tdt:—/ tdt = —= (1* = 0%) = —<,
1 0 2 2

G(l):/lltdt:O

a pre kazdé = € (0,10) méme

G(x):/lxtdt:%(ﬁ—l).

Vsimnime si, ze G = f na (0, 10). Skutoc¢ne, pre kazdi spojitu funkciu na intervale
(a,b), ak G(z) = [T f (t) dt, potom G'(z) = f(z).

Theorem 30 (O diferencovatelnosti urcitého integralu ako funkcie hornej hranice)
Nech f : {(a,b) — R je spojitd funkcia a nech ¢ € {(a,b). Definujeme funkciu
G:(a,b) — R, G (z) = [ f (t)dt. Potom G je diferencovatelnd na (a,b) a plati
G'(x) = f(x) pre x € {(a,b).

My sme predpokladali, ze f je definovand na (a,b). Ale jediny fakt o (a,b),
ktory sme pouzili v predchadzajicej vete bol, ze interval (z,y) (alebo (y,z)) lezi
v {(a,b). Tvrdenie vety vSak zostane v platnosti, ak interval (a,b) zamenime za
nejaky iny l'ubovolny interval I (napriklad aj neohranic¢eny). Tak sme vlastne
dokdzali vetu:

Theorem 31 Nech f: I — R je spojitd funkcia (I je interval) a nech ¢ € I je
lubovolny bod. Definujeme G : I — R, G (x) = fff(t) dt, x € I. Potom G je
diferencovatelnd na I a plati G'(z) = f(z), Va € I.

Definition 32 Nech I je interval a f : I — R, F' : I — R su také funkcie,
ze F'(z) = f(z), Yo € 1. Potom hovorime, Ze funkcia F je primitivna funkcia k
funkcii f na I.

Example 33 Zistite, ¢i funkcie 2%, x*> +1, 2> —m, 22+ 1000 st primitivne funkcie
k funkcii 2z na lubovolhom intervale I.

Solution 34 Ak C je lubovolnd konstanta, potom x> + C je primitivna funkcia k
funkcii 2x na I, pretoze (% + C) = 2z, Vo € 1.0

Theorem 35 (Veta o primitivnej funkcii) a) Nech G : I — R je primitivna
funkcia k funkcii f : I — R. Potom funkcia F : I — R, F (z) = G (z)+ C, kde
C je lubovolnd konstanta, je tiez primitivna funkcia k funkcii f.

b) Ak F (x) a G (x) si dve rozne primitivne funkcie k
funkcii f, potom F (z) = G (x) + C.
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Hlavna veta integrdlneho poctu.
Theorem 36 (Hlavnd veta integrdlneho pottu) Nech f : (a,b) — R je spojitd
funkcia.

a) Potom f md primitivnu funkciu na (a,b).
b) Ak F je nejakd primitivna funkcia k funkcii f na {(a,b), potom

/f<a:>d:c — F(O)-F(a)=[F@).

Posledny vztah sa nazijva Newtonov - Leibnizov vzorec.
Example 37 Vypocitajte f02 2?dx.

Solution 38 V tomto pripade primitivnou funkciou ku f (x) = x? je napriklad
funkcia F(x) = I—; Potom

/02x2dx:F(2)—F(0): {%3]2:%(8—0)225

Example 39 Vypocitajte f14 z3dz.

Solution 40 Primitivnou funkciou ku f(x) = r7 je napriklad funkcia F(x) =
2

Zx

3

3. Potom
4, 2
/ r2dx = l—a:g} = 1—4.D
1 3 1 3

Example 41 Vypocitajte fog cos xdx.

Solution 42 f0§ cos zdx = [sin x]g =1-0=10

Theorem 43 Nech f : {(a,b) — R je spojitd funkcia. Potom pre kaZdu prim-
itivnu funkciu F k funkcii f plati

| 1@ =rF@-F o) = F @],

Diferencovanie a integrovanie ako inverzné procesy.
Mozeme pisat: ak f: I — R je spojitd a a € I, potom

([ roa) s

7 druhej strany ak F': I — R ma4 spojitui derivaciu, dostaneme

/IF’(t)dt:F(a:)—F(a),

t.j. derivovanie a integrovanie sui inverzné procesy.
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Neurcity integral a integracné pravidla.

Ak pocitame urcity integral fab f (z) dx pomocou hlavnej vety integralneho poctu,
potom zdkladnym problémom je ndjst’ primitivnu funkciu k funkcii f. V tejto
casti ukdzeme niektoré elementdrne pravidld, ktoré ndm pomozu pri hl'adani prim-
ittvnych funkcif.

Definition 44 Nech f : I — R je spojita (I je interval). Lubovolnd primitivna
funkcia ku f na I sa tiez nazgva neurcitym integralom k f na I a oznacuje sa

[ f (@) da.

Samozrejme, ak F' je neurcity integral funkcie f, potom pre kazdi konstantu
C € R, funkcia F'+C je tiez neur¢itym integrdlom, pretoze (F'+C) = F'+C" = f.
Preto napriklad pre neurcity integrél z funkcie f (z) = 2% piSeme

3
/x%xz%%—ﬂ

Theorem 45 (Veta o ndsobku neurcitého integrilu a sicte neurcityjch integralov)
Nech f,g: 1 — R su spojité funkcie a c € R je lubovolnd konstanta. Potom

[en@is=c [ 1@ [(r+9@do= [fans [gi)dn
Example 46 Vypocitajte integral [ (2z — 3 cosz) dx.
Solution 47 [ (2z —3cosz)dx =2 [xdx — 3 [ coszdr = 2* — 3sinx + C.O

Example 48 Vypocitajte integral fol (422 + 523 dx.
1 1
Solution 49 fol (42% + 5a3) dx = 4]01 r2dr+5 fol r3dx = 4 [2—3}0—1-5 [%]0 =30
Pre polyném dostaneme:
n+1 " 2

+ ¥t e+ C
ci—+...+cp1— +tcux .
+1 Ty 9

/ (cox” +eox" 4o+ cn) dr = cg
n

Pripomenieme niektoré neurcité integraly, ktoré uz pozname z diferencidlneho
poctu:

Ia—&-l
“dr = C -1
/x z a—|—1+ ,a F# ,
1
/—dx:1n|x|+0,
T

/exdac ="+ C,

/amdx: a4 +C
Ina




[
[
[

xdr = —cosx + C,

sxdr = sinx + C,|

1

s—dr =tgx +C,
s?x

1
/.2 dr = —cotgx + C,
sin® x

1
d
/1+x2 .

B arctgr + C'
| —arccotgx +C

1 dr — arcsinz + C
VI—22 | —arccosz+C’

/ 1
1— 22

1
—d
/ Va2 + a?

1

1
dr = —-1In T
2

1l—=x

+C,

x:ln)x—l—\/xQ—I—a?‘—I—C,

P
/f(x)dx_l (@) +C

19
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Cvicenia.
Pomocou priameho integrovania, vyuzivajic len vzorce integralov elementdrnych
funkcif, vypocitajme:
L [(32%+ 22 —4)dx. [32* + 27 — 4x].

S (5-5) a5 -5]
f(@—\%) dz. [@—2x%}.

[\

@

4. f% dzx. [sz + ZL‘2 - 21‘%] )

x2 5

5. [ —W dz.  [Inlz] — 2].

S

(Y5 ¥5) g [ 12 Va7 | 12 ”fgg].

Vs 25

Tfijm.[§+§+4.

*

[ e*a” dx. [ efa® ] .

1+Ina

9. f(5cos:v—2:v + ) dz. [5sinx—%6+3arctga:].

1+:c2
10. [ (10‘“” + izii’) dx. [—— + x + 2arctg x] :
11. [(2sinz —3cosx) dr. [—2cosz — 3sina].
12, [ ol do. [l

3.2¢—2.3% 3
13. [22-28 dx. [31‘ - m] )

1. [ s do. [%+3].

15. [ € cos20) _ gz, [—cotgr — tg x].

052.’17)8111 x
16. [*tgxde. [tgx — ).
17. [cotg’r dx. [—cotgx —x].

18. f m dz. [tg I] .

sz
19. [ % dz. [-1+arctg z].
20. [ “;fzg dr. [In|z|+ 2arctg x].
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Metody integralneho poctu.

V tejto casti sa obozndmime s roznymi metédami vypoctu urcitych aj neurcitych
integralov.

Integraénd metdda per partes.
Theorem 50 Nech f,g: I — R su spojite diferencovatelné funkcie. Potom plati

/f@MW@M=f@M@ﬂ—/f%wM@¢p

Theorem 51 Nech f,g: (a,b) — R si spojite diferencovatelné funkcie. Potom
platt

b b
[ 1@d @i = @g@l- [ 1 @)@

Vyber funkcii f (z) a ¢’ (z) sa na prvy pohl'ad moze zdat ndroény. Vécsinou je
vyber prirodzeny, ¢o znamend, Ze ani iny nie je mozny. Po prepocitani niekol’kych
prikladov uz oby¢ajne nerobi tazkosti. Dobrou zdasadou vol'by je, aby sa integrél
po aplikdcii metédy per partes zjednodusil a nie skomplikoval.

Example 52 Ndjdime [ xcoszdx.

Solution 53 Zvolme f, f', g, ¢’ nasledovne: [ xcosxzdr =

zsine — [sinazdr = xsinx + cosz + C.

Ak by sme zvolili f(x) = cosx, ¢'(z) = x, potom f'(x) = —sinzx, g(x) = % a
dostaneme vztah [ x cosxdx = —%2 cosz + [ % sin xdx,

ktory nevedie bezprostredne k ndjdeniu integrdlu.[]

Example 54 Ndjdime [ xlnzdz.

Solution 55 V tomto priklade volime f(x) =1Inz, ¢'(z) = z.
| fle)=Inz g(z)=2
fxlnxdx—‘ e

2 2

=Zlnz— [12dr =

2 2

)= gw)=%
:%Zlnx—%fxdm:§lnx—%—l—0.m

Example 56 Vypocitajme ff z1n? zdx.

Solution 57 V tomto priklade volime f(z) = In’z, ¢'(z) = . f12a:1n2 xdr =
fle) =’z  g(2)=2 22 S 22
‘ () 2 | = [71n2x}1—f1 2Inziidr =

x :21nx% g(z) =%
:21n22—f12xlnxdx:2ln22—2ln2+%.|:|
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Example 58 Ukdzeme, ze pren € N, n > 2 platia nasledujiice rekurentné vztahy:

[sin" zde = —Lsin" ' wcosx + 2L [sin"? ade,
[ cos™ xdx = % cos" txsinx + "T’I [ cos™? zdx.
n—2 n—2

Akn —2=0, potom sin" “x = cos" “x = 1.

Solution 59 Vysledok ukdzeme pre funkciu sinus. Odporicame Vam prepocitat’
rekurentny vztah pre funkciu kosinus. Zvolime f(x) = sin" ', ¢'(x) = sinx. Ind
volba ani nie je moznd, pretoze nepozndme primitivnu funkciu k funkcii sin™ ! x.

Potom

son—1 / :
[sin" zdx = [sin" ! rsinadr = , _f(x) - n_f g (x)__ SInE
f'(z)=(n—1)sin" *zcosx g¢g(r)=—cosz
= —sin" 'zcosx + (n— 1) [sin"? xcos® zdr =
= —sin" 'zcosz+ (n—1) [sin"?z (1 —sin’z) dz =
= —sin" 'xcosx + (n—1) [sin" ?xdr — (n — 1) [ sin" zdx.
Tak sme dostali rovnicu: [ sin" zdx = —sin" ' zcosz + (n—1) [sin" ? zdx —
(n—1) [sin” zdz,
z ktorej dostaneme: n [sin" xdr = —sin" ' xcosz + (n — 1) [ sin" % zdx,

1

odkial vyjadrime hladanid nezndmu [ sin™ zdz: [ sin™ xdr = - sin" ! 2 cos x+

2L [sin"? zdz.0)
n
Substitué¢nd metdda.

Zacneme s prikladom. Derivovanim zloZenej funkcie napriklad ' : R — R, F'(z) =
sin? x dostaneme:
) ! .
(sm $) = 2sinx cosx.

Teda funkcia sin® z je primitivna funkcia k funkcii 2sin x cos z, to znamend, ze
/ 2sin z cos xdr = sin® x + C.
Theorem 60 Nech I, J siu intervaly, g : I — J je spojite diferencovatelnd

funkcia a f : J — R je spojitd funkcia.
a) Ak F : J — R je primitivna funkcia ku f na intervale J, potom

[ Fa@)g @do=Fga)+c

b) ak a,b € I, tak
b g(b)
[ 6@y @a= [
a g(a)

Example 61 Vypocitajte [ 3 sin? x cos zdz.

u=sinx
du = coszdzx

Solution 62 Nech je u = sinx, potom f3sin2xcos xdr = '

3 [uldu =u?+ C =sin®x + C.0
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Example 63 Vypocitajte | =——dx.

5+1

u=a"+1
du = bx*dx

. $4
Solution 64 Nechu = (2°+1), potom [ & 5+1 =1 [ Fde = ‘
=

=Infu|+C=iln|z° + 1|+ C.
Tento vijpocet podla definicie prirodzeného logaritmu platf, ak funkcia x5+1 > 0,
alebo x° +1 < 0.0

Example 65 Vypocitajte f:; x;”—jrldx a ij %dm

Solution 66 V prvom integrile je funkcia x® + 1 < 0, teda integrdl existuje a
platz
-3 z5+1d$ = [§Inf2® + 1” =53
V druhom integrile viak funkcm x° —|— 1 =0 prex = —1, teda neplati 2°+1 > 0,

ani x° +1 <0 na (=2,1) preto f ) 5+1dx nemd zmysel. [

Example 67 Vypocitajte [ x+/2x + 1dx.
Solution 68 Nech u = 2x + 1, potom mdme

[ a2z + 1dx = u=2r+l =1 [ (u—1)Vudu =

de:dx—%d
40 =

=1 [uy/udu — 3 f\/_dU——m — tu
_ V@1 \/(2x+1 Lo

- 10

Lemma 69 Nech I, J su intervaly, g : I — J je spojite diferencovatelnd bijekcia
a f:J— R je spojitd funkcia. Nech G : I — R je primitivna funkcia k funkcii
(fog)g : I — R. Potom Gog™':J — R je primitivna funkcia k funkcii
f:J— R.

Theorem 70 Nech I, J su intervaly, g : I — J je spojite diferencovatelnd
bijekcia a f : J — R je spojitd funkcia. Potom pre kazdé a, b € J plati

b g7 (b)
[ r@a= [ Creengwa

VB2
Example 71 Vypocitajte integrdl f1 0 —de .

Solution 72 dr= [ g [ g
olution 72 %" ot = [ e = ¥ e -
t=3x—1 dt—3dx:>dx:ldt 1 e 1
2 2 =3
V3
:%[arcsmt]% :%[arcsm <‘/7§> arcsm( )] =3 [2-Z]

Example 73 Nech F (x) je primitivna funkcia k funkcii f (z) . Ndjdime [ f (ax + b) dz,
kde a, b€ R, a # 0.

Solution 74 PouZijeme substiticiu u = ax + b, potom du = adr — dx = %du.
[flaz+b)de=2[f(u)du=2L(F(u)+C)=2LF(az+b)+ KO
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Cvicenia.
Pomocou vety o substitiicii poc¢itajme integraly:

L [ 575 du. [ﬁgarctg \2/—9%} .

T 1
/ @2 ay AT |:_6(:c2+5)3] :

[ e“tge” de.  [—1In|cose”]].

w

or

[ 252 de. [3In(a? + 4 4 5) — darctg (z + 2)] .

&

[ 25 de. [In(2® + 22 + 5) — jarctg £

=~

[ 25— dr. [g In(2? + 2z + 3) — Jsarctg (I\g)] :

2.’1)
8. [ @eray 4 |:_61n2(;1+3)6:| '
9. f\/ﬁ dx. [%arcsin 2—%} )
10. [t do.  [—3V3—4a?].

In5
1. [ £525 do. [%(11142 —In15) — 7 <arCtg Vs arctg %ﬂ '

In2

12, [ —ptme gy [Lip|issnz|]

sin? z+5sinx—6 6+sinx

cos? x+1
cos? z+cos3 x

13. sinz dzx. [% 4+ 21n %} .

XS

/2

14. f S 1 A—,) [ln ‘—l] )

cos2z—5cos z+6

2 [lnz—2] N -
15. [ (o 2)(In’ 7 2l si2) dx. {ln VY=o arctg (Inx 1)]
f+1
16. [ 5 |- |||

1 [2z+1 | 11 /2241
17. fz2 z+1 dz. [ (hl t+1 t+1 t71)7t_ 41 | -

64
18.1f f+f dz. [12In3].

3z+2 In|1-2t
19. [ 755 [%_ 5 |_4(133’2t)’t:_x+\/m}'

Va24r+3

20. [ Va2 +4x+ 3 du. [—%—2+ln|t+2|+ z,t:x—\/x2—|—4x—|—3].

8(t+2)
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22, [ ALYy, [-8,345].

Vitzr—22

o

23. fcosz |:lIl ::g—i ] :

2. [ sty do [ Larctgl (3tg(3) +1)].
tg L4112

25. fsmx cos T : |:\/L§1n ti%—i—Tﬁ :| )

26.

o

__tgx 11
7 attg vl 9T [W (4 3\/§>} :

27, [ g2 gy [1].

cost z+sin? z

XS

28. [ —2eos2r gy [1,246].

cost z+sin? z

XS

29.

TS

— D

cosx—2sinz+3

30. [ =2 gz [0,152].

54+2cosx

TS

31. [cos(Inz) dz. [%(cos(Inz)+sin(Inz))].
Vypocitajme integraly

32. [22eV® dx.
[(2 (V7)? — 1022 + 40 (Vz)* — 1202 + 240/7 — 240) e\/ﬂ [ (32% + 22 — 4) da.
[2a* + 22 — 4a] .
3. [ (5-2) de. |5 -%]
3. [ (Vat— &) e [l -2ad].

35. f—w de.  [Inlz] - 2.

s6. J ) gy (g 2]

Yz 25

37. [ ==L da. [%3+%2+x]

38. fexax dz. [ efa® } )

1+Ilna
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.
47.
48.

49.

50.

o1l.

52.

53.

54.

95.

96.

o7.
98.
59.

60.

61.

J(

) da. [5 sinz — %6 + 3arctg :v] :

i (10*“ + ﬁ;ﬂ’) dx. [—— + x + 2arctg x] :
J (2sinx — 3cosz) dx. [—2cosz — 3sinz].
j‘ 1 dr [arcsinx]

V3—3z2 V3o

3.20-2.37 3"

5 di. [Sx - 2$_1(ln371n2):| :

Ty dv. 5 +3].
i (COCS(;Z)QSH —dr.  [—cotgr —tg x].
[*tg?e de.  [tgx—a].

[ cotg’z dx.  [—cotg x —x].
f cos(2x)1+sin2x dz. [tg LIZ‘] .

S (14222) dx.

22(14a?) [—% + arctg x] .

/ (1;;22 dr. [In|z|+ 2arctg z|.

Pocitajte metédou per partes:

[asinz de. [sinz — xzcosz].

[ xe* du. [M} :
J(2? =2+ 1)e** du. [e%x(.r?’—%qL%—I—%)}.

(222 + 3) cos2x dzx. [r].

O —x

JInzde. [rlnz—a].
[ xlogy, 2z du. [% (log10 2r — —21510)] )
esinx dz. E(sinz — cosz)] .
2

J <%= dx. [wtg +In|coszl].

[arccotgx dz.  [zarccotgz + §In(a? + 1)] .

[ xIn(2*+32—10) dz. [%2 In(z? + 3z — 10) — % + 3% _2In|z —2| -

[ In(z? — 4z + 6) dx. [(1’ —2)In(x? — 4z + 6) — 2z + farctg( f)

Lnlz+5||.



62. [ warctg(z + 3) dx. [(IQTfs)arctg(x +3) — 2+ 2In(2? + 62 + 10)] :

63. [zlnx du. [‘%2 (lnx — %)} .

64. [xe ®dr. [—we ™ —e77].

65. feh sinz dx. [(lzi)} .
0

66. [arctgzr dv. [zarctgz — 1ln(1+ 2?)].
67. [ 223" dx. {% <x2 -2+ —(1n23)2>] .

68. fxarccotg x dx. [%arccotg x + %} .

69. [y a?sinz dz. [r? —4].

1

70. [ zarccotg x dz. [3].
0

71. f arccotg x dx. [a:arccosx —V1-— x2] .

v [5_7r _ (\/5—1)]

72. [ zarctge dx. e e
1
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Specialne integratné metody.
Integrovanie raciondlnych funkcii.

Zo znalost{ z linedrnej algebry vieme, ze

a) kazdui nerydzo raciondlnu funkciu mozno vyjadrit’ ako sucet polynému a
rydzo raciondlnej funkcie,

b) kazdu rydzo raciondlnu funkciu mozno napisat’ ako kone¢ny sicet nasledu-
jucich elementarnych zlomkov:

A Mx+ N
na‘ m
(x—a)" (22 +pr+q)

kde A, M,N,p,q € R, m,n € N a p*—4q < 0. Integrovat’ raciondlnu funkciu teda
znamend integrovat’ vyrazy predchddzajiceho typu.

—A
/de: G bre n#l
(x—a)

T —a Aln|z —a|] pre n=1"

Druhy vyraz nemozno vo vSeobecnom pripade integrovat’ priamo, je potrebné ho
najskor upravit:

Mz + N M 2z+30 M 2r +p <N Mp) 1
=5 _

(@ tpr+q)” 2 (@@ +prtq) (22 +px+q)™ 2 ) (2 +pr+q"™

Prvy vyraz po substitticii u = 22 + px + ¢, vieme integrovat’ a dostaneme

-1
(22 + pr +q) s e me

Druhy vyraz je integral, ktory upravime na tvar

/ L dx—/ L dx
(22 +pz+q)" <($+§)z+#>m ,

4q—p?

1 transformujeme na integral

a pomocou substiticie z = =5 +1¢

4q—p?

4q—p?
V1o 1
- / _dt.
< > (t2+1)
4
a integrél, ktory oznacime I, = | Wdt integrujeme nasledovne:
1. =] ﬁdt = arctgt.
2. Pomocou rekurentného vztahu I,,,, = %Im + m, m &€ N.

Dokaz rekurentného vztahu: Aplikujeme metédu per partes na integral I,,,, kde
zvolime f(t) = (2 + 1), ¢'(t) = 1.

1 t t? t
I, = —dt = m+2m/ ——dt = ———+2ml,,—2ml,,,, 1
/ (£ +1) (t*+1) @2+1)" (P +1) !
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Example 75 Vypocitajme f 2”3 >dx.

Solutlon 76 Mdame f 2”3 zdz = [ 3dw — I & 3 ~dw — fﬁdw =3In|%| +

z+1)
Example 77 Vypocitajme f 2+1)2d:z:
Solution 78 Dostdvame: f 2+1) e f Ldr — [ i IQH f( ey dr =

:1n|x|—%ln(m2—l—1)+2(z2+1) +C.O

2x—1
Example 79 Vypocitajme f ol

Solution 80 Dostdvame:
2z — 1 2x + 2 3
—dz= | ———————dx— | ————dx =
/??+2x+21: /?ﬁ+2x+2ib /?ﬁ+2x+2x

:1n|x2+2x—|—2}—3/ dz =In|z® + 2z + 2| — Barctg (v 4+ 1) + C.0

(z+1)°+1



30

Integrovanie iraciondlnych funkcii.

Nech a,b,c,d € R anech ad —bc # 0. Nech ky, ks, ..., ks s prirodzené ¢isla. Nech
f+ A— R je funkcia, ktord vznikne z funkcif

h:A— R, h(z) =c,

g:A— R g(x)=n=x,

g1 - A— R7 9 (I‘) = (Zzig)ﬁ )

ceey

1
gs: A— R, g, (z) = (M) ks pomocou kone¢ného poctu raciondlnych op-

cx+d
eracii, t.j. s¢itovania, od¢itovania, ndsobenia a delenia funkcii. Nech £ je spolo¢ny
nasobok c¢isel &y, ko, ..., ks. To znamend, ze ﬁ, k—";, e kis su prirodzené ¢isla. Po-
tom neurcity integral
[ tia)as
pocitame pomocou substitiicie
1
axr +b\* b — dtF ad — bc
t= r=——,dr= —thk_ldt,
cx +d cth —a (ctk — a)

podmienka ad — bc # 0 zarucuje, ze ku x existuje inverznd funkcia, pricom

t%: ar +b R t&: ar +b é
cr +d T cr +d

Po tejto substiticii dostaneme integral z raciondlnej funkcie.

Example 81 Vypocitajte [ @ +2)%3w - 2 du.

Solution 82 PouZijeme substiticiu

¢ x4+ 2
“Vaorry

potom
_2-3t?
22— 1
a
y —2tdt
r=-———->.
(22 — 1)

Integrovanim dostaneme

1 T+ 2 1
Ny dr = —2 dt = —2arctgt + C =
/(m+2)(3x+5) 2 +3 /1+t2 arctgt -+

T+ 2
2¢ + 3

+C.0O

= —2arctg
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Integrovanie trigonometrickych funkcii.

Pri integrovani trigonometrickych funkcif sa pouzivajui spravidla substiticie: u =
sinz, u = cosx a substiticie, ktoré zdvisia od tvaru integralu, alebo tzv. uni-
verzalna trigonometrickd substiticia ¢ = tg 3. Ak pouzijeme univerzalnu trigono-
metrickid substiticiu, potom vyuzivame vztahy: sinz = sin23 = 2singcos§ =

2 2
2sin £ cos £ 2tg £ ot . cos? £ —sin? £
2 2 2 _ r __ 2x _ 2z __ 2 2
ST Irco? I T TrgiT — Ti@v COST = 0823 = cos"g —sin' g = Coiand =
1—tg? % 142
I+tg2Z — 1+
Y P sinz cos
Example 83 Vypocitajte [ . 1)gdzzc.
t=tgl
. 2
Solution 84 Polozmet = tg £. Potom dostaneme: [ T pde =] v =2 arctgt =
dr = 5 +t2 —==dt
2 )
— 1~4»t2 i+§§ dt — lfj‘,i i+z§ dt —
f( 1)2 1+t2 f( 2t 71%271)2 1+t2
1+t2 1+t2 1462 1442
2t(1 t ) t(1—t)( 1+t) 2 1 t(+t)
_f (2t—2)2 1+t2 2f (t—1)2 1+t2dt_ _'f 1) 1+t2dt

— [ Adt - Htht_ —ln|t—1| —arctgt + C =
= —1n’tg5 — 1’ — arctg (tgi) +C.0O
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Trigonometrické substitiicie pre vyrazy va? — 22, Va2 + 22, V22 — a2, V+a? £ b2x2

Vyraz Substiticia Zjednodusenie
a? — x? T = asint, t€< bR §> \/&2 a?sin?t = acost
Va? + a2 z=atgt te (-%,%) Va?+a’tg?t =2
\/“2 —a’=atgt, 0 <t <3

cos? t

1'2_&2 ‘/L‘:coast’OStSﬂ-’t?ég 2
s —a? = —atgt, F<t<m
V+a? £ 222 t =bx VEa? + 12
Example 85 Vypocitajte fi) \/9 — sa?du.
Solution 86 Ak poloZime v = gx, potom dx = gdv, rT=-H=—=v=-3 x=
5 = v = 3 a po dalsej substiticii v = 3sinu, t.j. dv = 3cosudu, v = —3 =

u-—— v=23 :)>U—g dostaneme

/\/9—%33%[3:— /\/ 9 —v2dv = = / V9 — 9sin? u.3 cos udu =

15 sn2ul2 15
b
{u—i— 7 } 27T

us

2
15 [

cos udu——/ (14 cos2u)du 5
3

[VE]

INE]
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Integraly typu [ sin™ zcos” zdz.

m,n € N Substiticia Vhodn4d identita
7 - neparne u=sinx cos’r =1—sin’z
m - neparne U = COST sinz =1—cos’z

. , ” . sin”z = 1 (1 — cos 2z)
n a m - parne | redukovat’ na mensie mocniny n a m 9 3
cos® x = 5 (1 4 cos 2x)

Example 87 Vypotitajte [ sin®x cos® zdz.

Solution 88 V tomto pripade je n = 3 - nepdrne, tak polozime u = sinx, t.j. du =
cosxzdz. Potom [ sin®x cos® zdx = [ sin® x cos? z coszdr = [sin’z (1 — gin? x) cos xdr =
3

=2 -udu=% - § +O'= 85w 00

Example 89 Vypocitajte [ sin’® x cos? zdzx.

Solution 90 V tomto pripade je m,n pdrne. Podintegrdlny vyraz zredukujeme na
tvar mocniny funkcie kosinus a potom pouZijeme rekurentné vztahy: [ sin? z cos® xdx =
1/ (1 —cos2x) (1 +cos2x)de = 1 [ (1 — cos® 2z) da =

=1 [1dz — 5 [cos?2zdx = 3 — 13 [ (1 + cosda) dv =

1. 1. 11.; —1,._ 14
= 7T — g7 8481n4x+0—8x 3281n4x+C.D



34

Integraly typu [ sinax cosbzdz, [ sinazsinbrdz, [ cosax cosbrdz.
V tomto pripade pouzijeme jednu z trigonometrickych identit

1
sinx cosy = 3 [sin (z — y) + sin (z 4+ y)],

1
sinzsiny = 3 [cos (x — y) — cos (z + y)],

1
cosTCosy = 5 [cos (x — y) + cos (x + y)].

Example 91 Vypocitajte [ sin 5z sin3zdz.

Solution 92 [ sin 5z sin3zdx = % | cos 2xdm—% [ cos8xdx = isin 21‘—% sin 8x+
C. Pouzili sme vysledok predchddzajiceho prikladu.
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Eulerove substitticie.

Nech g: A — B, g(x) =+Var’+br+ca f:C — R, H(g) CC=D(f)je

raciondlna funkcia. Potom
/(fog)(:c)da::/f(\/ax2—|—bx—|—c>dx

pocitame pomocou Eulerovych substiticii.

var? +br+c = Jaxr £t ak a>0
Vaz? +br +c=xt +./c ak c>0

t:\/ag, a, 3 st korene rovnice az? +bx +c=0|ak |a<0Ac<0

Po aplikdcii tychto substiticii dostaneme integraly z raciondlnych funkcif.
Example 93 Vypocitajte [ md

Solution 94 Pretoze a > 0 uvaiujme Eulerovu substiticiu: a2+ x+1=x —t,
2
potom 1 =15L=t q dp=22F220 [ {1 l=g—t= M Potom

2t+1 (2t+1)2 2+1
fﬁm mdt 11’1‘2754-1’4—0:—ln}2$—2\/1‘2+$+1+1‘—|—

Example 95 Vypotitajte | \/ﬁduﬂc

Solution 96 V tomto pripade je ¢ > 0 wvazujme Eulerovu substiticiu: /4 — 2z — ba? =
xt + \/4_1, potom x = =222 ¢

245
4(t*+t—-5) —2(t*+t—5)
= ——————dt,V4 4— 20— b2 =at+V4= .
(12 +5)° (t245)
Potom | igt—str = 2 [ gyt =~ aretg () 40 = = L arctg (V22 )

c.0

V—z2+62—8 dl‘

Example 97 Vypocitajte f (1—4)(22—3)

Solution 98 V tomto pripade je a < 0 A c < 0, korene rovnice —x% + 6x —
8 =0 suxz = 2,4. Pre x € (2,4) modzeme upravit’ vyraz /—x%+ 6x — 8 =

V-(@=2)(z—4)=(z-4)/(-1) .

Uvazujme Eulerovu substiticiu: t = \/(—1) 2= =, /22X potom z = it;jf
dx = (t2+1) sdt, /=22 + 65 —8=+/(2—x)(z —4) = (z — 4) ,/ﬁ,

9y — 3 = b+l

241 "
2216w (x—4),/2=2
Potom ‘/‘%d f (z—4) Qd = f (5t2 4t2t2+1 dt =
- f 5t2+1 + f t2+1 = arctg (\/_t) + arctgt + C =

:_TEarCtg <\/527I> + arctg (\/7) +Ccd
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Cvicenia.
Pocitajte integrédly z raciondlnych funkcif:

1. [ 52°492% 2208 (jp.  [52 + 2In|z| + 3In|z — 2| + 4In |z + 2|].

T 234z

—2z+19 |lz—2[3
2. f 2+: 5 dx. [ln \$+3I5] .
3. [ £tk dv. [2nfa|+ 1 —2In|z +1]] .
4. [ 5t gy [2In |z — 3| + 21n (2% + 22 + 2) — Barctg(x +1)] .
5. % dx. [2In|x + 5| — 3arctg (2x + 1)] .

6. [ o =1 d. [% In |z +1] - %hﬂ (2 —x+1)+ farctg*:{ (2z — 1)}

7. [Tty g, {ﬁ—xnt%lnlx(w—?)@-

z3+a2—6z 3
— bo—13 o m¥2 2t

9. [tat=s gy [ +2 4 dy 4+ In Tl 2"”]

x3—4x [z+2]

10. [ (m“”g_fg“l)g dx. [2 In|lz —3|—In|z— 1|+ ﬁ}

11. [ s 33”2_11”7 dz. [2In]z — 2|+ In|z — 3| — 5]

(—3) (22 —4dz+4)

12. f"ﬁ;rg’—ﬁﬂda: [%2+2:1:—|—1n]$\—31n]9:+1]]

13. [ 8o’ o 14 _ .. [In |z + 3|+ 2In |z — 1| + 5]

23 +22—51+3
4. [ (x+2x ?_fg;rg) dx. [ln |2+ 1]+ 1 In|2? + 2z + 3| — arctg w}l]

‘,EZ
15 f A=) aray) 4 [$In[1+ 2] — $In|l — 2| — jarctg 2]

1
42 1 8 s 1 1
16. [ sriegs do- [3Ing + 5 — jarcteg]

4
17, [ 22280 gy [in 4]

23 —T224+10x

2
18, [ £ gy (3]
1

3

2242 17

19. sz J:3—3a:2—:—3z—1 dz. |:1I12 + §j|
Pocitajme metédou per partes.

20. [In(2?* — 22 —3)dr. [vln(2? —22—3)—2z+In|z+ 1| —3In|z — 3.



21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.
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JIn(z* — 62+ 9) dr. [zrln(z* —62+9) -2z —61n|z — 3|].

[ 1In(z? + 2z + 3) dx. [(x + 1) In(z?® + 2x + 3) — 2z + \[arctg(x\ﬁ)] .

[ z*arctg (z—1) du. [% <(x3 + 2)arctg(x — 1) — %2 — 2z — In(2? — 22 + 2))] .

Pomocou vety o substitiicii poc¢itajme integraly:

f\/ﬁdﬂf [—%\/2—51’2] .

T

| e de [Faretg (3(e" - 1))].

%—;Illoodx [z —2In|e” — 2| + 31ln|e” — 5|].

[ 22— dx.  [—In(cos®z + 2cosx + 5) + arctg (=EH)] .

cos? x+2cos +5

[ Snrcoss gy, [% In|sinz — 1|+ 2 In(sinz + 2)] .

sin2 z+sinz—2

2 cosx 1 §]
0 sinZz+sinz—6 dx. [5 l:(18 :

w/2

f sin x cos « dr. [l In m] ]
0

cos2z+cosx—6

f&%dw. [2x—ln(e2x—2ex+5)+%
J

Y da. [6(%5—%+1n(%+1))].

T+
= =
— +1‘—%—2arctg( 1+x):| .

1+x

f 1+:p 5 dz. [In

[ e, 2VT+az+hn|VI+z—1-n[l+vVI+2]].

f\/ﬁﬂ de. ,[—%—4t—91n]t—3\+1n\f+1\> t:\/2w~|—3}.

V2x+3—z

O —n

lfx dx. [In9].

J e Az [5 (avesin (2 + 5)) ]

1 1 5+2v5
Jo T v [ln B42v5 } .

f—m—\/w;—T—H de. [2Inft|+iln|2t+ 1|+ 3. 2t+1’t:‘/352—$+1—1‘}-

f% 3+COS$ dx. [*/75 (arctg*/?i - arctg%gﬂ .
J et dvo [tg 5 —In(te? (5) +1)].

“—o

L dz. [% ln2} )

4—5sinx

[NIE]



44. | ﬁosg e do. [%amtg (\/gtg m)] .

Vel dr. [4—7).

In
45. Vypocitajme f o

27
46. Vypocitajme [ cos3zcosdx dv. [0].
0

47. Vypocitajme [ x2eV® dx. [(2 (VZ)" — 1022 + 40 (y7)® — 120z + 240/7 — 240) e\/ﬂ :
Pocitajme integrély

L [ i du. [ﬁgarctg%] .

2. [ g de.  [LIn(4+322)].

w

T 1

s de. [SIn(a® + 22 +2) — Garctg (2 + 1)) .

W

ot

[ 2 da [% In(z? + 4z +7) — farctg “””}2}

&

[ e*cotg € dr. [In]sine]].

2 1 |3z—1|
[ o dw. [3 In |3:c+1|:| :

=~

8. f;r12:-x$ dv. [n|z|—2nfz+1].
0. [ SR de. [§ — o+ 3hfe -2~ 2lfr +1]].
10, [ gy de [§inle 11— gty —finfe 2]

1. [ 2tetl2 gy 2Infe +5) —Injo + 1| —

34722411245 x+1} :

12. fWmeq dzx. [%ln|x — 1= ZIn(a®+22+7)+ ‘[arctg (%)} :

T 22—z—2

13. [ 5ed—5u’—11ut5 . [% +Injz—2|—-2In|z + 1|] )

1. [ s . [1 n Al o+ Larctg (ﬂ»‘T—l)] .
15. [ 224t do [FIn[(a® — 22 +2) (27 + 22+ 2)] — 2arctg(e +1)]

16. [zarctgr dv. [Sz*arctgr — iz + larctgz] .



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

[ a?e’* d [%(93:2 — 6z + 2)} .

fog exp (2z) sinz dv.  [2e™ + 1]

[ xIna? de. [%Q(In x? — 1)} :

[In(z*> 4+ 1) de.  [zln(z® 4+ 1) — 22 + 2arctgz] .

jan xdr. [(e—2)]

TS

e cos(3z) dz. [ (" + 2)].

—

zln(z? — 22 + 5) dx.

[% 22 + 3) In(a? —2m+5)———m+4arctg( 2)

[In(z? + 2 — 2) d.
[zIn(2? + 2 —2) — 2z —In|z — 1| + 2In |z + 2] .
[ 2?In(2? + 4z + 4) da.

[%—3111(:62—{—4x—|—4)—§<”—;—x2+4x—8ln]x+2]>].

[ z*arctg? dz. [%arctg + & — tln(a® + 1)} :
(

[ev®da.  [2eV7(\/z —1)].

H

[arctg—ts dz.  [zarctg—l: + L1n|a? — 22 + 2| + arctg (z — 1)] .

g
f arclsilxx diL’ |: / / \[ 4:|

0

| @y de. 20 —Infe? — 2e” + 5] + Sarctg (S51)]

J ez(zir_ll) dz.  [$In(e* + 1) — arctg (e”)] .

In5

J s de [n]

In3
In2 N
b[ Zegt et dr. [In2 + arctg 3 — arctg 2] .

f sin z cos x d T

sin? z+sin z+3

[% In (sin®z + sinz + 3) — ‘ﬁarctg (*ﬁ (2sinz + 1))}

39
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

5—cosx)sinx dr. [_3 In 2] '

cos? x—cos T—2

O —uwla

COS T
. 3 . 2 . l‘-
sin® z-+sin“ r+sin x

[ln|sinx| — tIn|sin’z +sinz + 1| — \/Lgarctg <\% (2 —I—sinx)ﬂ :

Jederide. 32y -3/ +2)0).

| s de. [6In(1 + a)]

1— YaF1
f 41+ 3/ (z4+1)* du
[In |z + 1] = 3In |V + 1+ 1| — 6arctg (Vz +1)] .

fﬁ\/lhi_ldx. [21n(m+\/2x—1)—|—1+\/#—_1].

xr— 4
fﬁ%dm‘. [2\/1’— —ln(1+\/a:—1) _—1+\3ﬁ]'

27
Va2 T
1f3+wda7. [8+%].
i —ﬁé—%ﬁ dz. [? (arcsin (32 — %))] .
[ N ]
zVz2+r+1 ’ 1—z—Vz2+x+1 ’

2

[ VA—a?de.  [27].

—2

f \/37#77332 dx. [—Zarctgt, t = @] '

4

[ e e (4],

J-Lode [bln|ese=l]].

sinx cosz+1

[+ dx. [%iarctg (V2tg %)] .

3—coszx

1 2T VT(2te(5)+1)
3+cos z+sinx dz. |:T (arCtg 7 : :




s
B 1
53. fg cos z—2sin z+3 dx.

54. f 14sinz+4cosx dx.

l—sinz—cosx

Litg?a g [

B — )y

56. f 2713 0032 427

sin

/2
57. [ sinbzcosz dz.
0

[2(In|t — 1| — In|t| — arctgt), ¢

2

s ()]

2—\/3] .

[t (5 te2)]

[

o=
i

41
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Integrovatelnost po Castiach spojitych funkcii.

V casti ,Integralny pocet - Urcity integrdl” sme zaviedli dolné a horné integrélne
sucty, definovali sme uréity integrdl ako hodnotu fab f (z)dx taku, ze D (f, P) <
f: f(x)dx < H(f, P), VP delenie intervalu (a,b). Aj ked pre vypocet integrélov
existuje mnozstvo metéd je casto tazké ba dokonca nemozné vyjadrit’ neurcity
integrdl pomocou zndamych funkcif a tak vypocitat’ presni numericki hodnotu
odpovedajiceho urcitého integralu. Napriklad integral

1
/ V1+ z4dz.
1

Niektoré urcité integrdly vieme néjst’ napriklad

2
1

/ —dr =1In2,
LT

ale pre praktické pouzitie je vhodné vediet’ numericki hodnotu In 2 s urcitou pres-
nostou. Preto definujeme Riemannove integrilne sticty, ktoré ndm ako jedna z
aproximac¢nych metéd pomoédzu néjst’ hodnotu urcitych integralov.

Definition 99 Nech P je delenie intervalu {(a,b) a nech f : (a,b) — R je
ohranicend funkcia. Pre kazdé k € {1,2,...,n} nech ty, € (xp_1,x%) je lubovolny
bod. Sumu R (f,P)=>1_, f (tx) Az nazgvame Riemannovym integralnym suc-
tom ohranicenej funkcie f.

Akokol'vek vyberieme body t; € (zy_1,2x) vzdy plati D (f, P) < R(f,P) <
H (f,P), VP delenie intervalu (a,b). Pretoze pre riemannovsky integrovatelni
funkciu f tak D (f, P) ako aj H (f, P) aproximuju f; f (z) dx, tak aj riemannove
integrédlne sucty aproximuju tito hodnotu. Teda mozme pisat:

/ f(z)dr ~ Zf(tk) Azy,.

Tento vzorec slizi ako zdklad pre priblizny vypocet urcitych integrdlov. Nutnd
podmienka integrovatel'nosti funkcie hovori, ze kazda spojitd funkcia na uzavretom
intervale je riemannovsky integrovatelna. Najdolezitejsou vlastnostou Rieman-
novych integralnych sictov je, ze aproximujui numericki hodnotu urcitého inte-
gralu. Nasledujica veta, ktori uvddzame bez dokazu je presnou matematickou
formuldciou tohto tvrdenia.

Theorem 100 Nech f : (a,b) — R je spojitd na (a,b) . K lubovolnému e > 0 ex-
istuje 6 > 0 také, ze plati: Ak P = {xg,x1,...,x,} je nejaké delenie intervalu (a,b) ,
ktorého kaZzdy podinterval md dlzku mengiu ako & a ak Trpo1 <t < xp pre kazdé
k=1,2,...,n, potom pre odpovedajici Riemannov integralny sucet >, _, f (tx) Awxy,

je splneny odhad ‘f;f (x)dx — >, f(tr) Amk) <e.

Thito vlastnost’ casto zapisujeme v tvare:

| Pl|l—0

b n
[ r@de= Jim 3 (0) A
a k=1
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kde || P| oznacuje dizku najviicsieho podintervalu delenia P a nazgyva sa norma
delenia P. Riemannove integrilne sicty v8ak majui zmysel aj pre funkcie, ktoré nie
st nutne spojité na intervale (a,b) .

Definition 101 Nech f : (a,b) — R je spojita na {(a,b) s vgnimkou koneéného
poctu bodov, v ktorgch ma vlastné limity sprava aj zlava (okrem bodu a, v ktorom
ma iba limitu sprava a bodu b, v ktorom md iba limitu zlava). Potom f nazgvame
po castiach spojitd funkcia na {(a,b).

Nech funkcia f : (a,b) — R je po ¢astiach spojitd funkcia. Ozna¢me jej body
nespojitosti ¢y, co, ..., ¢, a < 1 < ¢ < ... < ¢, < b. Potom je funkcia f spojitd
na kazdom z intervalov (a, c1), (c1,¢2), .oy (Ca—1, Cn) , (¢n, b) . Pri vypocte integralu
fck _f(z) dz nahradime funkciu f funkcmu spojitou na intervale (cx_1, ¢x) , ktord
je totozna s funkciou f na intervale (cy_1,c;). Potom je f integrovatelna na
kazdom z intervalov (a,c1), (c1,¢2), ..., (¢n_1,Cn), {(cn,b) a plati

1 pre z €0,
x pre x € (2

Example 102 Vypocitajte fo x)dz, pricom f(z) = { gi :
Solution 103 Plati f(2—) =lim, .o f(x) =1, a f(2+) = lim,__o+ [ (z) = 2,
vidime, Ze funkcia f je spojitd s vynimkou bodu xr=2tj. ]e po castiach spoyzta
a teda mtegrovatelhd Potom f03 r)dr = fo x)dr + f2 r)dr = fo ldr +
f rdr = 2 + D
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Aplikdcie integrdlneho poctu.
Plosny obsah rovinnych tutvarov.

Definition 104 Nech f,g : {(a,b) — R su spojité funkcie. Nech R je rovinny
dtvar ohraniceny zhora a zdola grafmi f a g a zlava a sprava priamkami v = a
ax =b. Potom R nazgvame rovinngm tutvarom medzi grafmi f a g na intervale

(a,b) a jeho plocha A je definovand vztahom A = fab If () — g (z)] dx.

Example 105 Nech f,g: (-1,1) — R, f(z) = 23+ 22+ 1,g(z) = 2> + o +
1.Najdite plochu vtvaru medzi grafmi f a g na (—1,1).

Solution 106 Podla definicie mdame

1 1
AZ/ If(fv)—g(a:)ldxz/ 7% +2? +1-2® — 2 — 1] dov =

1 -1

:/_1 }xz—w’da::/o (1‘2—1’)d$—|—/01($—332)d$:1.m

1 -1

Niekedy mozeme namiesto ditvaru medzi grafmi funkcii f, g zdvislych od pre-
mennej x skimat’ aj plochu tdtvaru medzi grafmi funkcii zavislych od premennej y:

[f @) — g (v)] dy.

Objem priestorovych tutvarov.

Uvazujme trojrozmerné teleso D, ktoré mozme popisat’ nasledujiicim spoésobom:
pre kazdé = € (a, b) priesecnikom roviny kolmej na os o, v bode z s telesom D je
rovinny tdtvar s plosnym obsahom vyjadrenym funkciou A (z) .

Definition 107 Nech teleso D md plochu kolmého rezu definovani funkciou A :
(a,b) — R a predpokladdme, ze A(x) je spojitd na (a,b). Potom objem V telesa
D definujeme: V = fabA(:c) dr.

Example 108 Ukdzte, ze objem rotacného kuzela s vyskou h a polomerom zdk-
ladne r je dany vztahom V = iwrh.

Solution 109 Najskor ndjdeme plochu kolmého rezu rotacného kuzela. Je zrejmé,
ze kolmym rezom bude kruh s polomerom r(x), ak projekciu kuZela umiestnime
do kartézskeho siuradnicového systému [0,x,y] tak, Ze jeho wvrchol je v zaciatku
a os rotacného kuzela je totoZnd s kladnym smerom osi o,, potom z podobnosti
trojuholnikov dostaneme: @ =;=r(r)=712

a plocha kolmého rezu je

A(z) = 7r¥(z) = ﬂZ—iﬁ,

potom

V= thWZ—iIde = W;—z foh 2?dx = gmr?h.0

Ak graf spojitej nezépornej funkcie f : (a,b) — R rotuje okolo osi o,, vytvara
teleso s plochou kolmého rezu

Alx) = mf%(x).
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Potom z predchddzajicej definicie plynie, ze

V:/abA(x)dx:ﬂ/abe(l")dx

Definition 110 Nech f,g : (a,b) — R su spojité funkcie a 0 < g(z) < f(x), = €
(a,b) . Nech R je obrazec medzi grafmi f a g na (a,b). Potom objem V telesa, ktoré
vznikne rotdciou obrazca R okolo osi o, definujeme V =1 ff [f2 (z) — ¢* (x)] du.

Dizka krivky.

Definition 111 Nech f : (a,b) — R je spojite diferencovatelndg funkcia. Po-
tom dlZku krivky [, ktord vytvara graf funkcie f medzi bodmi (a, f (a)) a (b, f (b))

definujeme | = fab 1+ (f 7 (2))%de.

Example 112 Vypocitajte dlzku krivky danej grafom funkcie f(x) = Inz, z €

(V3.VE).

Solution 113 Funkcia f(:v) = Inx je na intervale <\/§, \/§> spojite diferenco-
vatelnd a plati f'(x) = =. Potom dlzka krivky, ktord Uytvcim graf funkcie f

na mtemale <\/_ \/_> je deﬁnovana | = fffw/l—i— \/\/1+x du
1+x
f\[ +12 dl’ =

_ :\/1+x2:>dt:\/%7dx:>dt I dr .
r=V3=t=21=V8=1t=3 2 -
- 1
f 1dt+f2 (t—1) t+1)dt 1+ [1 t+1” 1+ ln 0
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Cvicenia.
2 pre x€(0,2)

1. Vypocitajte integral f04 f(z)dz, ak f(x) = 3 pre z € (2,3) . [%}
4—1x pre x€(3,4)
W sin x pre x € (0, %)
2. Vypocitajte integral f01+5 f(z)dx, ak f(x) = x pre ze (T 1) . [S—Qx/i
cos(z—1) pre xe€(l,1+7)

3. Vypocitajte plosny obsah rovinnej oblasti ohrani¢enej krivkami:

() y=alnz, z=50=2y=0 [-F+2n2].

(b) parabolou y = z* — 6z + 8 a jej doty¢nicami v bodoch A = [1,3], B =
[4,0].  [§].
(c) parabolami y = 2%,y = z. [3].

4. Vypocitajte plosny obsah rovinnej oblasti ohrani¢enej krivkami:

22

(b) y=Inz, y=In*2. [3—¢].
5. Vypocitajme plosny obsah rovinnej oblasti ohranicenej krivkami:

(a) y=o—1,y*=220+1. [Y].
(b) y=2® y=1s2 y=2. [%(2—\/5)]

6. Kruh 22 + 3? = 8 je rozdeleny parabolou y = 2 na dve casti. Vypocitajme

2
plosny obsah meng$ej z nich. [27r + ‘ﬂ .

7. Vypocitajte plosny obsah rovinnej oblasti ohranicenej ¢iarami yz = 4, z+y =
5. Nagrtnite obrazok! [% —2In 8}

8. Vypocitajte plosny obsah rovinnej oblasti ohranic¢enej ¢iarami y = 0, y =

ze™?" na (0, 1). Nacrtnite obrazok![; — 5-]

9. Vypocitajte objem zrezaného kuzel'a, ktory vznikne rotdciou elementdrnej
oblasti okolo osi o0,. Polomery jeho podstav sir =1, R =2 a vyska v = 3.
[T7] .

10. Vypocitajme objem telesa, ktoré vznikne rotéaciou oblasti okolo osi 0,. Oblast’
je urCend Ciarami y = 2?"”, y=sinz, z > 0. [7{—;] .
11. Vypocitajme objem telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti okolo osi 0,. Oblast’

. - P : ol _ 2z w2
Je urcena Claraml y = Sz, y = —-. K

12. Zistite plochu kolmého rezu a vypocitajte objem gule s polomerom r. |A(z) = 7r?(z) = 7(



13.

14.

15.

16.
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Zistite plochu kolmého rezu a vypocitajte objem pravidelného stvorbokého ih-

a2z2 h 2.2

lana so zdkladiiou dizky a a vyskou h. |A(z) = a?(z) = S5 .PotomV = [' “=dz = La?h.

Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou rovinnej oblasti ohranicenej

¢iarami y = 1 — 22, y = 22 okolo osi o,. [@}

Vypoéitajte dizku krivky y = 2yzr, 1<z <2 [\/6 —V2+ %hl ggig}

Vypoéitajte dizku krivky y = In &+ z € (In2,In5). [In 9]

er—1?
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Chapter 2 DIFERENCIALNY A
INTEGRALNY POCET FUNKCIi VIAC
PREMENNYCH.

Priestory R™ a mnoZiny.
V tejto casti sa budeme zaoberat’ funkciami viacerych premennych. Budeme pra-
covat’ s priestorom (mnozinou bodov)

R" = {a: = (x1, z9, ...,xn)T ;€ R, Vi=1,2, ,n} .
Priestor R"™ mozme uvazovat’ ako
e vektorovy (linedrny) priestor, ked’ prvky z R" povazujeme za vektory
e bodovy priestor, ked’ jeho prvky povazujeme za body.
Pre prvky z R™ mdme:
T=yYy & r, =y, Vi=1,2,...,n.

V mnozine R" definujeme operécie s¢itania dvoch prvkov a ndsobenia prvku skaldrom
po zlozkach, t.j. ak =,y € R", a €R, tak
z+y=(v1+y, 22+ Y2 T+ ya) €R

ax = (axy, axs, ..., az,)” € R,

pre rozdiel
r—y=x+(-1)y,

potom R" s operéciou s¢itania dvoch prvkov a ndsobenia prvku skaldrom je linedrny
(vektorovy) priestor nad R.

Pretoze matematicka analyza sa zaoberd pojmami spojitosti a diferencovatelnosti
funkcif, dolezity je pojem limity. V R" pojem limity definujeme pomocou vzdi-
alenosti dvoch prvkov z R" a vzdialenost’ definujeme pomocou skaldrneho sucinu.

Definition 114 Skaldrny sucin prvkov &,y € R" je zobrazenie

S R"XR"— R

r-Yy= Zl“iyi
1=1

s vlastnostamsi
x - x >0, kde rovnost’ nastane vtedy a len vtedy ak = 0,

(

(x+y)-z=xz-2+y-z, ((ii
(ax)-y=ax -y, YVa € R, ((iii
T-Y=9Y-T. ((iv
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Definition 115 Normou (absolitnou hodnotou) prvku x € R" nazgvame nezd-
porné redlne ¢islo

2] = va -z =

Ak n = 1, normou prvku z = ¢ € Rje ||z|| = vz -z = /22 = |7|, tj.
vzdialenost’ bodu od zaciatku stradnicovej sistavy. Podobne v priestoroch R?
a R® norma prvku znamend jeho vzdialenost od zaciatku suradnicovej sistavy
(podla Pytagorovej vety). Taku istu interpretdciu normy budeme mat’ na mysli aj
pre priestory R" a dani normu budeme volat’ euklidovskou normou prvku . Nech
pre ¢, y € R" plati « - y = 0, vtedy hovorime, Ze prvky « a y su ortogondlne. Pre
I'ubovol'né ortogondlne vektory x,y € R" 'ahko mozno overit’ platnost’ rovnosti:

lz +ylI* = llz|* + |yl
znamej pod ndzvom Pytagorova veta, pre kazdé x, y € R" plat{
lz + ylI* + |z — ylI* = 2[||* + 2[|y||*
zndma pod ndzvom rovnobeznikovd rovnost.

Theorem 116 (Schwarzova nerovnost’ ) Pre kaidé x,y € R" plati ||z - y| <
lz[[llyll

Theorem 117 Pre kazdé x,y € R" a o € R plati

llz|]| > 0 a rovnost nastdva < ak € =0 ((a))
loz| = [ofl|| (b))

Iz —yll = lly — = ((¢))

lz+ yll <|lz|]| + ||lyll — trojuholnikovd nerovnost ((d))
izl =Nyl < llz — yll- ((e))

Definition 118 Nech x,y € R" si lubovolné. Vzdialenostou prvkov x,y nazy-
vame ¢islod : X x X — R, d(z,y) = ||z — y|| = \/2?21 (z: — yi)z.

Zakladnym geometrickym pojmom, na ktorom spociva topolégia (,nduka o
polohe a usporiadani geometrickych utvarov v priestore“) je pojem ,blizkosti*
bodov priestoru.

Definition 119 Necha € R", § € R, € > 0. Potom O. (a) ={y € R"; ||ly—al <
e} nazgvame otvorenym e-okolim bodu a.

Definition 120 Sférou so stredom v bode a a polomerom e budeme nazgvat' mnoZzinu

S:(a) ={y € R"; ||y — a|| = ¢}.
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Definition 121 Bod a nazyvame vnitorngm bodom mnoziny A, ak existuje § > 0
také, ze O.(a) C A. MnoZinu véetkych vnitorngch bodov mnoZiny A nazgvame
vnitrom mnoZiny A a oznacujeme int(A). MnoZinu A nazgvame otvorend, ak
kazdy bod z mnoziny A je vnitorny bod, t.j. A = int(A).

Example 122 Mnoziny R", () si otvorené mnoZiny.
Example 123 Nech r > 0. Ukdzeme, Ze O,(0) je otvorend mnoZina.

Solution 124 Nech x € O,(0) je lubovolny, potom ||z| < r. Nech § =r — ||z||.
Nech y € Os (z) je lubovolng prvok. Potom

lyll = lly — = + 2| < [ly — | +[|=] <d+ |z] =rD

Definition 125 Nech A C R", potom komplementom mnoZiny A nazgvame mnoZinu
AY ={x € R";x ¢ A}. Plati

R'=AUA® ANA“ =0, (A9 =4, A=B= A° = B“.

Vmiitro mnoziny AC nazjvame vonkajskom A, ¢o oznatujeme ext(A). (ewt(A) =
int(A%))

Definition 126 Mnozina A C R" sa nazjva uzavretd, ak jej komplement A je
otvorend mnozina.

Remark 127 Pozor, ak mnoZina nie je uzavretd neznamend to, Ze je otvorend! V
R" nie si iba otvorené alebo uzavreté mnoZiny.

Pretoze (R")¢ =0, (0)° = R" obe mnoziny st zdroveii uzavreté aj otvorené.

Example 128 Uzavretd gula O,(0) je uzavretd mnoZina.

—F—C

Solution 129 Mame ukdzat, 2e A = 0,(0) = {x € R";|z| > r} je otvorend
mnoZina. Nech x je pevny prvok, pricom ||z| > r a nech 6 = ||z| — r. Potom
Vy; ||ly — x| < § mdme

lyll = llz—(z -yl =z -lz-yl>lz]|-0=r0

Definition 130 Howorime, Ze mnozina A C R" je ohranicend, ak existuje M > 0
takeé, ze ||a|| < M, Va € A. (Alebo Ze existuje Op(0) tak, Ze ak a € A = a €
OM(O) ), teda A C OM<0)

Definition 131 Bod x sa nazijva hranicny bod mnoziny A, ak kazdé jeho okolie
obsahuje body z A aj z A®. MnoZinu vietkijch hranic¢nych bodov mnoZiny A nazy-
vame hranicou A a oznacujeme OA.

Example 132 Nechr > 0 a A; = 0,(0), Ay = O,(0). Ukdzte, zZe 0A; = 0A; =
ST(O), Znt(AQ) = Al-
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Solution 133 Budeme sa zaoberat’s mnoZinou Ay. Ak x € R";| x| < r, potom
podla predchddzagiceho prikladu existuje Os,(x) C Ay. To znamend, e x nemoze
byt’ hranicngm bodom A,. Ak x € R";||x| > r, potom podla prikladu 128 ezistuje
Os,(x) C (A1)°. To znamend, e  nemoze byt hranitngm bodom (A1)¢. Teda
jeding moznost’ aby bol bod x hranicnym bodom je, aby ||x| = r. Pre takiyto bod
mdme ukdzat, ze ¥ § > 0 plati Os (x) N Ay # 0, Os(x) N (A)C # 0. To vsak
lahko vidiet, pretoZze ak vezmeme body z priamky spdjajice;j bod 0 s bodom x, ktoré
st tvaru ax, a > 0, potom ak 0 < 1 —a < ¢ mdme |laz| = |a||z| < 7 a
|z —az| = (1 — a)||z]| <, ¢o implikuje ax € Os (x) N Ay. Podobne pre fx s
0 < B—1<? dostaneme Bz € Os (z) N (A;)°. O

Definition 134 Uzdverom mnoziny A budeme rozumiet' mnozinu AUOA a zapiso-
vat’ v tvare A = AU JA.

Ak = € A, potom bud’ € A, alebo £ € 0A, t.j. kazdé okolie bodu = m4 s
mnozinou A neprazdny prienik. Teda A pozostéva zo vsetkych bodov, ktoré nie su
vonkajsimi bodmi A, (alebo nie si vnttornymi bodmi A¢ ) t.j. (A)¢ = int(A°).
Thito vlastnost’ vyuzijeme pri dokaze nasledujicej vety:

Theorem 135 Mnozina A je uzavretd vtedy a len vtedy ak A = A.

Remark 136 Mnozina nemus? byt ani otvorend ani uzavretd. Napriklad (0,1) C
R nie je otvorend, pretoze bod 1 nie je jej vnitornym bodom a nie je uzavretd,
pretoze bod 0 nie je jej hraniengm bodom. Podobne v R? je to napriklad mnoZina

A=(0,1)x(0,1)={(z,y) e R 0<2<1, 0<y <1},

pre ktori

int(A) = (0,1) x (0,1), A= (0,1) x (0,1).

Definition 137 Prstencovym e-okolim bodu a € R" nazjvame mnoZinu O2 (a) =
{x e R"; 0<||x—al| <¢e}, teda O2 (a) = O (a) \ {a}.

Definition 138 Bod a € R" nazijvame hromadny bod mnoZiny A C R", ak kazdé
jeho prstencové okolie obsahuje aspon jeden bod z A.

Definition 139 Bod a € A nazijvame izolovany bod mnoziny A C R", ak existuje
O. (a) také, 2¢ O. (a) N A = {a}.

Theorem 140 MnoZzina A je uzavretd vtedy a len vtedy ak obsahuje vsetky svoje
hromadné body.

Definition 141 MnoZinu K C R" nazyvame kompaktd vtedy a len vtedy ak je
uzavretd a ohranicend.
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Funkcie.
V tejto casti sa budeme zaoberat’ funkciami, ktoré zobrazujui euklidovské piestory
alebo ich casti na seba.

Definition 142 Funkcia f definovand na mnoZine A (C R") (definitny obor funkcie
f)do R™, jepravidlo, ktoré kazdému prvku x € A priradi jeding prvok y € R™, ¢o
zapisujeme f : A — R™, y = f(x) a hovorime, Ze f (x) je obrazom prvku x
funkciou f. MnoZinu obrazov vsetkijch prvkov z defini¢ného oboru funkcie budeme
nazyvat oborom hodnét funkcie a zapisovat’ v tvare

f(A)={f(z);zc A}.

Pre funkciu f : A — R™ mame f(xz) = y = (yl,y2,...,ym)T. Kompo-
nenty y;, ktoré si jednoznacne uréené bodom x a funkciou f definuji tak funkcie
fi : A — R,i = 1,2,...,m, podla pravidla, ze f;(x) = y;. Tieto funkcie sa
volajui komponenty funkcie f. Mozeme pisat’ f (x) = (f1(x), fo(x), ..., fm(x)) alebo
jednoducho f = (f1, fas ooy frn)" .

Example 143 Ndjdite defini¢ny obor a komponenty funkcie f(z,y) = (z,y,x +

y)".

Solution 144 Plati: f : R* — R?, kde

fl . R2—>R7 fl(m):fl(m?y):xa
f2 : R2—>R7 f2($):f2(x7y):y7
fs © R* — R, fy(z) = fs(z,y) =z +y.0

Example 145 Ndjdite definiényj obor a komponenty funkcie f(z) = (z,z,/x).
Solution 146 Plati: f : (0,00) — R?, kde

fi + (0,00) — R, fi(x) =z,
fo @ (0,00) — R, fo(x) =z,
fa + (0,00) — R, fa(x) = V.0

Example 147 Ndjdite definicnyg obor a komponenty funkcie f(x,y,z) = xyz.
Solution 148 Plati: f: R® — R, kde f(z,y,2) = zyz.0

Example 149 Ndjdite definicny obor a komponenty funkcie f(x1,x2,x3,74) =
(1 + @2, T3 + @4, 1129, T324) "

Solution 150 Plati: f : R* — R*, kde

fi R4—>R7 filz) = fi(zr, x, 3, 24) = 1 + 22,
fo + R*— R, fo(z) = fi(21, 22,23, 74) = 23 + 24,

fs + R*— R, fs(z) = f3(z1, 22,23, 14) = 2129,

fi + R'— R, fu(z) = fi(x) = fa21, 22,23, 24) = 23240
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V tychto prikladoch boli funkcie definované pomocou funkéného predpisu. Ale
keby sme chceli tvrdit, ze funkcia moze byt dand iba pomocou predpisu - formuly,
nebola by to pravda. Napriklad funkciu f : R — R mo6zme definovat’ podla
pravidla: f(x) je riegenie rovnice (y? + 1)e? = x. Definicia tejto funkcie je tiez v
poriadku, pretoze (y>+1)e? je rastiica funkcia premennej y, teda rovnica mé naozaj
jediné riesenie pre vhodné x, ale neexistuje predpis - formula pre f(z). Je teda
namieste otdzka, ¢i je predchadzajica definicia funkcie v poriadku. Presnu definiciu
funkcie dostaneme pouzitim pojmu grafu funkcie. Ak f : A(C R") — R™ je
funkcia, jej graf G' je mnozina vsetkych usporiadanych dvojic

G={(z,f(z);x € A} CR" x R™.

Usporiadand dvojica (z,y) € R" x R™ patri do G <= x € AN y = f(x). Tak
dostavame tito definiciu funkcie

Definition 151 Funkcia f je mnoZina usporiadanych dvojic G C R"™ x R™ s
vlastnostou, ze ok (xz,y) € G a (x,2z) € G = y = z. Definicngm oborom f je

D(f)={x € R"; (z,y) € G pre nejaké y e R}

a piseme y = f(x) < (x,y) € G.

My vsak budeme pouzivat’ aj definiciu funkcie, ktori sme uviedli na zaciatku
kapitoly, lebo tato definicia je pochopitelnejsia. Ak f : A(C R") — R™ je
funkcia a ak A; C A, potom funkcia g : A; — R™ takd, ze g(x) = f(x), Ve € Ay
sa nazyva zizenim (restrikciou) funkcie f na A;, ¢o zapisujeme f|4,. Podobne ak
ak A C A, a funkcia h : Ay — R™ takd, ze h(z) = f(x), V& € A sa nazyva
rozsirenim funkcie f na Ay. (Poznamenajme, Ze rozsirenie nemusi byt jediné.)

Nech f : A(C R") — R™. Ak ) # o = f(z;) # f (x2), potom hovorime,
ze f je injektivna.

Nech f : A — S, ak S = f(A) hovorime, ze f je surjektivna. Ak f : A — S
je injektivna aj surjektivna, potom hovorime, ze f je bijektivna.

Ak je dand mnozina usporiadanych dvojic G = {(x, y) }, ktora je grafom funkcie
f : A(C R") — R™, potom mnozina usporiadanych dvojic G = {(y, )} moze
byt tiez grafom nejakej funkcie, ktord oznaéime h. Aby G bola grafom funkcie h je
treba, aby bola splnend podmienka: ak (y, z1) € G A (y, z3) € G, potom 1 = 5.
To znamenad, ze funkcia f musi byt injektivna. Definiénym oborom funkcie h je
mnozina

D(h)={y € R™; (y,z) € G pre nejaké € R"} = f (A),

teda funkcia f musi byt surjektivna, t.j. f musi byt bijektfvna. Funkciu h nazy-
vame inverznou k funkcii f a oznacujeme f 'a plati & = f '(y) <= y = f ().

Example 152 Nech f(t) = (cost,sint). Ndjdite definicny obor a komponenty
funkcie a ukdzte, ze obrazom funkcie f je kruZnica so stredom v zaciatku suradni-
cového systému a s polomerom 1, ktorej body sa s rasticim t vykreslugi proti smeru
pohybu hodinovych ruciciek.
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Solution 153 Predpis funkcie hovori, Ze f je wvektorovd funkcia. Plati: f :
R — R? kde f,: R — R, fi(t) = cost, f, : R — R, fy(t) = sint a
If (#)]] = Vcos?t +sin’t = 1, Vt € R. Teda oborom hodnét funkcie f je kruznica so
stredom v zaciatku suradnicového systému s polomerom 1. Nech hodnoty nezdvisle
premennej t rasti. Pre kazdé ti,ty € R : t1 < ty najskor nakreslime bod f (t1) , bod
f (t2) nakreslime ak prejdeme urciti vzdialenost na jednotkovej kruznici, tak, ze jej
vnitro bude po nasej lavej ruke, teda jednotlivé body oboru hodnét funkcie f sa
vykreslugu na jednotkovej kruznici proti smeru pohybu hodinovych ruciciek. [J

Limita funkcie.

Analogickym sposobom ako v matematickej analyze I zavedieme pojem limity
funkcie viacerych premennych v bode.

Definition 154 Nech f : A(C R") — R™. Ak a € R" je hromadnym bodom
mnoziny A, hovorime, Ze limita f(x), ak sa x bliZi ku a sa rovnd b € R™ a za-
pisujeme limg, .o f () = b vtedy a len vtedy ak VO, (b) 305 (a); f (05 (a) N A) C
O. (b).

Tuto definiciu mozme prepisat’ pomocou nerovnosti do nasledujiceho tvaru

Ve>030>0,z€c ANO<|z—al|<d=0<|f(z)—b|| <e.

Remark 155 V predchddzajice; definicii sme Ziadali, aby bod a bol hromadnym
bodom mnoZiny A, to znamend, %e bod a memusi byt bodom mnoZiny A.Definiciu
limity funkcie v bode budeme pouzivat’ oboch formuldcidch, pomocou okoli ako aj s
nou ekvivalentni definiciu pomocou nerovnosti.

Example 156 Nech f : R" — R, f(x) = ||z||. Potom lim, ., ||z| = | a] .
Solution 157 Plat?
If (@) = f(a)|| = |f (=) = f(a)] = [[|z]| - [[a]l| < |z — af,
teda ak v definicit limity funkcie zvolime € > 0 a 6 = &, potom ak
|z —all <0 = |llz]l = [lal]| = || f (x) — f (a)]| <&,
t.g. limg 4 ||z| = | a|.O

Example 158 Nech 7; : R" — R, m; (x) = x;, 1 = 1,2,...,n t.j. funkcia m; je
projekcia na i-tu komponentu proku . Potom limg, ., m; () = a;.

Solution 159 Plati ||m; (x) — 7 (a)|| = |7 (x) — 7 (a)| = |z, —a;| < ||z — af,
teda ak v definicii limity funkcie zvolime € > 0 a 6 = €, potom ak

|z — al| <0 = |z — ai| = [|mi (2) = m (a)]| <,

t.g. limg o m () = a;.0



58

Lemma 160 Nech f : A(C R") — R™, C C A. Nech a je hromadngym bodom
mnoziny A aj mnoZiny C.Nech g = fl|c. Potom ak lim, o f () = b, tak aj
limg, .o g(x) = balimitulim, ., g(x) = b nazgvame limitou funkcie f vzhladom
na mnozinu C' a piseme limg g zcc f () = b.

Remark 161 Ak existuje lim, .o f () = b, tak pre kaZdi podmnoZinu M C A
defini¢ného oboru funkcie f , ktorej hromadnygm bodom je bod a, plati limg——.q zcr f () =

b.

Podl’a predchddzajicej vety sa uvahy o limite funkcie f : A(C R") — R™
dajui redukovat’ na m pripadov limit funkcif f; : A(C R") — R, i=1,2,...,m.

Theorem 162 Nech f : A(C R") — R™ md komponenty f = (f1, fos s frm) T,
a a je hromadny bod mnoZinyA, potom lim, ., f () = b < aklim, ., fi () =
bi, Vi = ]_, 2, M.

Remark 163 Tento vysledok znamend, Ze preto aby sme nasli limitu funkcie
f:A(CR") — R"™
je nutné a stact, vypocitat limity funkcii f; : A(C R") — R,i=1,2,... ,m.

Theorem 164 Nechpref,g: A(C R") — R" jelimg, .o f () = b, lim, ., g (x) =
c a nech a € R, a je hromadny bod mnoZiny A. Potom

a)limg o (f +9g)(x) =lim, of () +1lim,_.,g9(x) =b+c,

b) limg 4 (af) (z) = lim,_q af () = ab,

c) akm =1, potom limg__.o (fg) (x) = (limg__4 f (x)) (limg__.4 g (€)) = be,

d) akm =1 ac#0, potom lim,__., é () =limg__., ﬁ = %
Remark 165 Niekedy k priestoru R", n > 2 priddvame jeden ,,bod“ oo a priestor
R" = R" U {oo} nazgvame jednobodové rozsirenie priestoru R™. Ak definujeme
okolie a prstencové okolie bodu co nasledujiicim spésobom: e-okolim bodu oo nazy-
vame mnoznu

0.(0c) = {o e R ] > 2},
a prstencovym e-okolim bodu oo nazyvame mnoZinu
02 (50) = 0. (),
potom tvrdenia vety zostdvaji v platnosti aj pre nevlastné limity

Example 166 Nech f : A(C R") — R, f(z,y) = zy. Potom ak x = (z,y) a
a = (a,b) tak lim ) (ap) f (7,y) = ab.

Solution 167 f(z,y) = m1(z,y)ma(x,y) = xy. Podla predchadzajicej vety - ¢asti
c) dostavame

lim f(z)= lim 2zy= lim m(x,y)m(z,y) = ab.ld
A ) = ™ T gy ™ 9T 0)
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Example 168 Nech f : R*\{(0,0)} — R, f (z,9) = % Vypotitajte lim g ). (—1,2) f (,y) .
Solution 169 Podla predchddzagicej vety - casti ¢), d) plati
1133 3 lim(x’y)_%_l,g) <23+y3

limy)—-12) f (29) = i@y —12) 20 = T o @) =
_ (D2 7
T

(=022

Existuje este jeden sposob kombindacie funkcii a to zlozend funkcia.

Ak f : A(CR") — R, g : B(CR?) — R™ a ak f(A) C B, potom
zlozend funkcia (zobrazenie) go f : A(C R") — R™ je definovand vztahom
(gof)(=)=g(f(z)), pre x € A.

Remark 170 Skladanie funkcii nie je komutativne.

Theorem 171 Nech f : A(CR") — R™ a g : B(C R’) — R™ pricom
f(A) C B. Nech limg,_ .o f () = ¢ a v nejakom Of (a) plati, ze f(x) # c
(a je hromadny bod A, c je hromadny bod B) . Ak lim, ..g(y) = b, potom
lim, .o (gof) (@) =lim; .q g(f (z)) = b.

Example 172 Nech f: A — R, f(z,y) = In %. Ndjdite definicny obor funkcie
[ a vypocitagte lim, yy ey f (2, ) .

Solution 173 Mdme
A=D(f) ={(z,y) € R*((x > 0) Ay >0)) V((x <0) A (y <0))},

x e
lim r,y)= lim In—=In-=1.01
(zy)—(e;1) f@y) (zy)—l(e1) Y 1

Remark 174 Pre f : A(C R") — R su platné vsetky vety o limitdch funkcie
jednej redlnej premennej. Uvedieme (bez dokazu) niektoré z nich: vetu o nerovnosti
medzi limitami a vetu o nevlastnijch limitach.

Theorem 175 Nech f,g,h: A(C R") — R.Nech
f(@) < g(z) < h(z), Vo € A

Ak limg . f () =limg_.o h () = L, potomlim,_., g (x) existuje alim, ., g (x) =
L.

Example 176 Nech f : R*\{(0,0)} — R, f (z,y) = DA Vypotitajme lim ) —0,0) f (2, 9) .

x2+y2
Solution 177 Plati

2 2
T <10< Y

0< 0< —2
_$2+y2

<1

)

odkial’ podla vety o nerovnostiach medzi limitami mame:

3 3 2 2
x° + . T
Yy y Y

= 0.0

lim f(z,y)= lim o]

_— = 1m X
(@,y)—(0,0) (@y)—00) 22 + Y2 () —00) | 22+ y?



60

Theorem 178 Nech f,g,h: A(C R") — R.
a) Ak existuje limg, o f (), tak limg, .o (—f) () = —lim,_.4 f (x),
b) Ak limg_.o f (z) =00 aVx € A je g(x) >k, taklimgy_o (f + g) (z) =
c) Aklim, o f(z) =00 a aVa € A jeg(x) > k>0, tak lim,_.4 (fg) (w)
m’

d) Ak limg_q |f| (z) = 00 a V& € A je f(z) #0, tak limg_q (;)( ) =0,
e) Aklimg .o f(x) =0 aVa € A je f(x) >0, tak lim, 4 ( > (z) = oo.

Example 179 Nech f : R®\{(0,0)} — R, [ (2,9) = Vypotitajte lim g )

1‘2+ 2

Solution 180 Plati

22 +y* >0, Ve € R*\ {(0,0)} a lim  2*+y* =0,

(z,y)—(0,0)
potom podla ctasti e) predchdadzajicej vety:
li flz,y)= i L O
im x, im —— =o0.
(2.y)—(0,0) V00 2 + ¢

Theorem 181 Nech f : A(CR") — R™ aa € int(A). Aklim, .o f (z) =
tak limy_o f (a + tu) = b pre kazdy smer u.

Remark 182 Opacné turdenie neplati.

Example 183 Nech f : R®\{(0,0)} — R, f (2,9) =

neezxistuje.

xQ +y . Ukdzte, zelim(, ),

oo)f(ﬂf y) .

oo)f(x y)

Solution 184 Podla kazdej priamky M = {z(t) =0 + tu = (0,0) + ¢ (u,v) = (tu,tv), t € R},

kde u # 0 alebo v # 0 mdme

t3uv? uv?

lim ——— = lim ¢ =
t—0 1202 4+ thud  t—0 u2 4 2l ’

ale ak sa blizime k bodu a = (0, 0) napriklad po krivke L = {z(t) = {(t,Vt), t € (0,00)},

mame
x> 1

t2
(29)—00) T +y*  (tvi)—0) [P+ ] 2

. 2 L
to znamend, Ze lim ) (0,0) % neexistuje. [

Remark 185 Z pozndmky plynie, Ze ak pre dve podmnoZziny L, M C A defini¢ného
oboru funkcie f, ktorgch hromadnym bodom je bod a, plati limg g zcr f (x) #

limg —azem f (), potom lim,_, f () neexistuje.
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Spojité funkcie.

Definition 186 Hovorime, Ze funkcia f : A(C R") — R™ je spojitd v bode
a € A, ak pre lubovolné okolie O, (f (a)) bodu f (a) ezistuje také Os(a), Ze
f(Os(a)NA) C O (f (a)). Teda :

VO: (f (a)) 305 (a) ; f(Os(a) N A) C O:(f (a)).

Hovorime, Ze f je spojitd na S C A, ak je spojitd v katdom bode a € S.

Tito definiciu mozeme prepisat’ pomocou nerovnosti do nasledujiceho tvaru
Ve>030 >0V € A; [z —al| <0 = |f (&) — f (a)]] <e.

Uvedend definicia sa podobd na definiciu limity funkcie v bode. Rozdiel je v
tom, ze v definicii spojitosti funkcie v bode nepredpokladdme, ze bod a € A je
hromadny bod mnoziny A. Ak bod a € A je aj hromadny bod mnoziny A, potom
z definicie spojitosti funkcie v bode ihned’ dostdvame tvrdenie:

Theorem 187 (Veta o spojitosti funkcie v bode) Dand je funkcia f : A(C R") —
R™. Nech a € A je hromadny bod mnoZiny A. Potom f je spojitd v bode a vtedy
a len vtedy ak lim,__.o f (x) existuje a platilim, .o f () = f (a).

Remark 188 Ak je funkcia f definovand v bode a € A, ktory nie je hromadnym
bodom (taky bod nazgvame izolovanym bodom) jej defini¢ného oboru (mnoZiny A ),
vtedy mozeme zvolit' O; (a) tak, 2e Os (a)NA = {a}. Teda pre kazdé x € Os (a)NA
(je to len jediné x a to * = a) plati

f(Os(a)NA)=f(a) € O:(f (a)),

pre kazdé ¢ > 0. Teda f je v takom bode spojitd.

Remark 189 Treba si wvedomit, Ze v e — & podmienke moze § zdvisiet’ od a aj od
e, ako aj to, Ze spojitost’ je lokdlna vlastnost zdvisiaca iba od chovania funkcie f v
malom okoli bodu a.

Example 190 Funkcie f: R" — R, f(x) =|z| a 7 : R" — R, 7; (x) =
xi, 0 =1,2,....n 2z prikladov v predchddzajicej ¢casti si spojité funkcie.

Solution 191 Z prikladu 156 vieme, Ze lim,_., f () = ||a|]| = f(a), Va € R"
teda funkcia f je spojitd v kaidom bode R". Z prikladu 158 podobngm spésobom
dostdvame

lim 7; () =a; =7 (a),Yae R",Vi=1,2,...n

r—a

t.7. kazda projekcia je spojitd v kaidom bode z priestoru R".

Pre spojitost’ mozeme vyuzit’ vietky vety o limitdach, ktoré uz nebudeme doka-
zovat.
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Theorem 192 Nech f : A(C R") — R™.Potom si nasledujice tvrdenia ekvi-
valentné:
(i) f je spojitd v bode a € A,
(i) pre kazdu postupnost’{w(k)}iozl C A, taki zelimy_ o0 ¥ = @ = limy,__,o0 f (az(k)) =

f (a).

Theorem 193 Nech f : A(C R") — R™ md komponenty f = (f1, fo, .., fr) -
Potom f je spojitd v bode a € A <= ak je kazdd funkcia f;, i = 1,2,...,m spojitd
v bode a.

Theorem 194 Nech f,.g : A(C R") — R™, su spojité v bode a € A. Potom
f+g, af aprem=1qaj fg a ak g(a)#0, tak aj g st funkcie spojité v bode a.

Theorem 195 Nech f : A(CR") — RP a g : B(C R?) — R™ pricom
f(A) C B. Nech f je spojita v bode a € A a g je spojita v bode b = f (a).
Potom g o f je spojitd v bode a.

Spojitost a kompaktnost'.
Theorem 196 Nech K C R" je kompaktnd mnoZina a nech f : K — R™ je
funkcia spojitda na K. Potom f(K) je kompaktnd podmoZina priestoru R™.

Remark 197 Spojity obraz uzavretej mnoziny nemust byt’ uzavretd mnozina a ani
spojity obraz ohranicenej mnoZiny nemusi byt ohranicend mnoZina.

_z?
241"

Example 198 a) Nech f : R — R, f(z) =
ant uzavretd ant otvorend,

b) Ak f: (0,1) — R, f(x) = . Potom f((0,1)) = (1,00) nie je ohranitend.

Potom f(R) = (0,1) nie je

Definition 199 Funkcia f: A(C R") — R mad na mnozine A mazimum (min-
imum) v bode a € A,ak

f(x) < f(a), (f(®) = f(a)), V& € A,

Co zapisujeme
max f(z) = f(a), (min f(z) = f(a)).

xrEA xrcA

Definition 200 Hovorime, Ze f mda lokdlne maximum (minimum) v bode a, ak
existuje Os (a) také, e f(x) < f(a) (f(x) > f(a)), V& € Os(a), ¢o zapisujeme
MaXaco;(a) f(€) = fa) (Mingeoya) f(2) = f(a)).

Na stidium minfm a maxim ako je ndm uz zndme z diferencidlneho poctu
funkcie redlnej premennej pouzivame vyspelejsie techniky. Teraz sformulujeme
jednu existenéni vetu.

Theorem 201 Nech f : K (C R") — R je spojitd funkcia na kompaktnej mnoZine
K, potom f md na K mazimum aj minimum.
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Cvicenia.

N4jdite (aj nacrtnite) definicny obor funkcif :

1.

2.

3.
4.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

f(z,y) = /22 +y?>—r2 kder > 0jeredlnecislo. [D(f) = {(z,y) € R*; 2% +y> > r?}]
L ,kder > 0 jeredlneéislo. [D(g) = {(z,y) € R*; 2? + > < r?}]

g(x,y)zm
fley) =I(—x—y). [D(f)={(z,y) € R* 2 < —y}]
f(z,y,2)=In(1 — 2% —y*+2?). [D(f) = {(w,y,z) ER? 2?2+ y?— 2% < 1}}

f(x,y,2) =arccos 2z — 1) + /1 —y>+ \/y +In(4 — 2?).
[D(f)={(x,9,2) eER%0<2<1,0<y<1, -2 <z <2}]

Vypocitajte limity:

i,y —23) 355 (3]

- im ) (0,0 ziﬂ/ [neexistuje]

Cim ) -1 ﬁy [neexistuje

lim, ) —(0,0) xi;is [%]

lim s ) (2,3) xz;% . [neexistuje]

. 23 g3
i) (20 - 3]

: 3y2—3zy—6
) —02) =7 rs - [12]

. 4 TTSFL (1
lim ) —(3,4) 1573:7??{@/ : [ﬂ

: (2z+y)>—9
Wm e y)—(-21) 25y 7307765 5]
te(zy)

lim 5 ) —(4,0)

lim 5 ) —(0,0)

sin(z+y—z—1) . [1]

llm($7y7z)—>(17171) r+y—z—1

. 3 3
lim ;. ) —(0,0) % [0]

lim(zyy)*)(o’o) (332 + y2) sin = [0]

@.

r+yz—xry+1 [+OO]

lim e -
(m,y,z)—>(0,0,0) a:2+y2+z2+1—1
o1

lim(Ly)_)(o,o) m . [8]
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23

24.

25.

26.

27.
28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

lime ) —2.9) Ga gy 100

2xy
Ty+2r—y

lim(%y)_,(op) . [neexistuje]

. 2 . .
lim s y)—(0,0) % [neexistuje

1
1im(m7y)_>(070) (1 + :L’2y2)902y2 . [6]
1

1im(x,y)*>(0,0) (1 + x2y2)12+y2 . [1]

Dodefinujte funkciu f (x,y) = :%—f—gyﬁ tak, aby bola v bode (0,0) spojité.

Dodefinujte funkciu f(z,y) = ii:gz tak, aby bola v bode (2,2) spojité.
[/ (2,2) = {]

Dodefinujte funkciu f (z,y) = Y tak, aby bola v bode (0,0) spojité.

r2y2+r—y

[Funkcia sa nedd dodefinovat’ v bode (0,0) aby bola spojit4]

Dand je funkcia f : R?> — R predpisom
_ 2y z, 0,0
f(x’y):{ VA1 (z,y) # ( )
2 (x,y) = (0,0)
Zistite, ¢i je v bode (0,0) spojita. [Je spojitd]

Dané je funkcia f : A = {z € R?:qy +# 0} — R, f(z,y) = %' Dodefin-
ujte funkciu v bode (3,0) tak, aby bola v tomto bode spojitd. [f (3,0) = 18]

Dan4 je funkcia f : R — R predpisom

x;fyz (z,y) # (0,0)
ren={ 7" o

Zistite, ¢i je f spojitd. [Je spojitd vsade s vynimkou bodu (0, 0)]

Dan4 je funkcia f : R* — R predpisom

xy(xZ—y2)
)= —omp (3y) #(0,0)
[ (z,y) { 6 ( -

Zistite, ¢i je f spojitd. [Je spojitd.]

Dan4 je funkcia f : R* — R predpisom
sin(z24y?
o) = { ) ) £00)
1 -

Zistite, ¢i je f spojitd. [Je spojitd. |



36. Dand je funkcia f : R®> — R predpisom
1
iy
f(;(;’y):{ m <x7y)7é(070) .
1 (z,y)=(0,0)
Zistite, ¢i je f spojitd. [Je spojitd vsade s vynimkou bodu (0, 0)]

37. Dan4 je funkcia f : R*> — R predpisom

f(ﬂf,y)z{ %ﬁf (z,y) # (0,0)
0 —

Zistite, ¢i je f spojita. [Je spojita.]

65
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Diferencovatel né funkcie.

Derivéciou funkcie f : A(C R) — R v bode a rozumieme

) i L@ (@
T—a T —a

ak tdto limita existuje. Tato definicia sa vSak nedd pouzit’ pre funkcie definované
na R", n > 1, pretoze delenie prvkami z R" nie je definované. Hodnota f ' (a) ndm
dédva informéciu o lokdlnom chovan{ funkcie f v blizkosti bodu a. Derivicia definuje
smernicu doty¢nice ku grafu funkcie y = f(x) v bode (a, f(a)), ktorej rovnica je
y = f(a)+ f'(a)(x —a). Ak je funkcia f diferencovatelnd v bode a, potom chyba,
ktoru ziskame aproximéciou funkcie f(x) v bode a bude

f(x) = f(a)

Tr—a

R(z,a) = f(z) = [f(a) + [ "(a)(z — a)] = (x — a) — f'(a)

Podl'a definicie f '(a) vyraz v hranatych zatvorkdch m4 limitu rovni 0 pre z — a.

Teda
R(x,a)

r—a

— 0 ak |z —a] — 0,

¢o znamend hrubo povedané, ze R(z, a) konverguje k bodu 0 rychlejsie ako |z — a
ak © — a.Teda f(a) + f '(a)(z — a) je dobra aproximdcia f(z) pre |z — a| malé.
Tak vystihneme lokdlne chovanie f pomocou linedrnej funkcie. Tiito myslienku
zovseobecnime na priestor R". Samozrejme, Ze v naSom popise nemozeme pouZit’
aproximéciu pomocou doty¢nic, ale moézeme pouzit’ tedriu linedrnych operatorov.
Pretoze

L:R— R, Lz=f"(a)x

definuje linedrny operator a dobra aproximécia hodnoty f(x) v okoli bodu a ma

tvar f(a)+ f ' (a) (xr —a) = f(a) + L(z — a).

Spomenme niektoré zdkladné vlastnosti linedarnych operatorov:

Definition 202 Funkcia L : R — R™ sa nazyva linedrny operdtor ak pre kazdé
x,y € R" a lubovolné o, B € R plati

L(ax + fy) = aL(x) + SL(y).

Theorem 203 Funkcia L : R" — R je linedrna (linedrny funkciondl) vtedy a
len vtedy ak existuje prvok a € R" taky, Ze

L(x) =a- -z, Vx € R".

Theorem 204 Funkcia L : R — R™ je linedrny operdtor vtedy a len vtedy ak
existuje matica typu m X n,

A=(a;),1=12...m, j=12,..,n

takad, ze
n

L(z)=y <y = Zaikkai =1,2,...m
k=1
pricom a;; = L;(e;).
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Definition 205 Nech G C R" je otvorend mnoZina. Hovorime, Ze funkcia f :
G(C R") — R™ je diferencovatelnd v bode a € G, ak existuje taky linedrny
operdtor L : R — R™, Ze

f(z)=f(a)+ L(x—a)+ R(xz,a),z € G,

kde

z—a [lz—al z—a |z — al

=0.

Hovorime, 2e f je diferencovatelnd na G, ak je diferencovatelnd v ka:dom bode z
mnoZziny G.

Operdtor L zavisi od a aj od f. V definicii nehovorime, ze operdtor L je
rovnaky pre kazdy bod a, ale Ze pre pevné a nejaky operator L existuje.

Operdtor L nazyvame derivdcia funkcie f v bode a a piseme Df ,. Je jasné, ze
Df , je definiciou urc¢ené jednoznacne.

Vynéra sa otdzka, preco sme jednoducho nedefinovali Df , pomocou vhodnej
matice. Odpoved’ je, ze matica zavisi od vyberu bazy v danom priestore, ale op-
erdtor nie. Aj ked’ my budeme pouzivat’ standardni bézu, je niekedy vhodné bazu
zamenit’ (napriklad pri zdmene premennych) a preto je vhodné vediet, ze derivé-
cia je invariantnd, t.j. pojem derivicie nezavisi od bazy. Pravdaze pri pocitani
derivicie budeme hl'adat’ maticu, ktora operdtor reprezentuje.

Example 206 Nech f : R" — R™, f(x) = ¢, Y& € R". Potom Df , = 0.
Solution 207 Mdme overit, ze f(x) = f(a) + 0 + R(zx, a), kde

|f (x) — f(a) — O(z — a)|

lim = 0.
z—a |z — all
Mame lim,, o M@= @00l lezel —o ¢ R(z,a) = 0.0

Example 208 Nech L : R" — R™ je linedrny operdtor, potom DL, = L, Va €
R".

Solution 209 Pretoze plati L(x) = L(a) + L(z — a), tak R(x,a) = 0. Vidime,
ze prvy priklad je Specidlnym pripadom druhého prikladu.

Pre funkciu f : A (C R2) — R, A - otvorend je jej graf podmnozinou R?x
R, pretoze
G(f) ={(z, f(z));z € R*}.

Ak budeme pisat = (z,y) a z = f(x,y), potom

G(f) ={(z.y.2) € R z = f(a,y)}.

Toto je ,plocha“ v priestore R® takd, ze V(z,y) € R®> — (x,y,2) s vyskou
z = f(z,y) nad bodom (z,y,0). Predpokladajme, ze f : A(C R2) — R je
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diferencovatelna v bode a = (a,b) € A. Potom D f, je linedrny operdtor z R* —
R, teda je reprezentovany maticou 1 x 2, t.j. Df, = (dy,ds) . Potom

r—a

fla) = fla) + () (57

)+ e a)

teda hodnotu f(x) mozeme dobre aproximovat vyrazom f(a)+d;(x—a)+da(y—>b).
Inymi slovami body na grafe funkcie f st dobre aproximované bodmi z roviny

z=f(a)+di(z —a)+da(y — D).

Tuto rovinu nazyvame dotykova rovina ku G(f) v bode (a, f(a)). Tak sme pre
funkciu f : A (C R2) — R ukdzali zovseobecnenie pojmu doty¢nice ku grafu
funkcie y = f(x) z diferencidlneho poétu funkcii jednej redlnej premenne;j.

Diferencovatelnost’ funkcie f v bode a hovori, ze hodnota f(x) je dobre aproxi-
movand pomocou g(z) = f(a)+ L(x — a) ,blizko* bodu a, t.j. g(x) je typu L+C,
¢o nazyvame afinitou. Teda pojem derivicie vedie k dobrej afinnej aproximécii
funkcie f blizko bodu a.

Pretoze sme deriviciu definovali iba v bodoch otvorenych mnozin, odteraz
budeme predpokladat, ze defini¢ny obor funkcie G bude vzdy znamenat’ otvorenu
podmnozinu R".

Definition 210 Normou linedrnej funkcie L : R" — R™ rozumieme:

Lx
|L|| = sup | L]
zeRM 20 || Z||

Jednoduchy ale dolezity dosledok diferencovatelnosti je spojitost.

Theorem 211 Nech f : G(C R") — R™ je funkcia diferencovatelnd v bode
a € G. Potom f je spojitd v bode a.

V dokaze predchddzajicej vety je obsiahnuty aj nasledujiici vysledok:

Theorem 212 Nech f : G(C R") — R™ je diferencovatelnd v bode a € G.
Potom Ve > 030 > 0, (6 (a)); také ze

If () = £ (a)|| < (IDf oll + &) | — all; Va; |2 — af < 6.
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Derivacie.

Nech e € R", |le]| = 1, je smerovy vektor priamky, ktord prechddza bodom
a € R", ktorej parametrické rovnice si: € = a+te,t € R.Nech f : G(C R") —
R™, G otvorend je funkcia diferencovatelnd v bode a € G. Potom existuje 6 > 0
také, ze Cast' priamky t.j. mnozina vsetkych bodov tvaru M = {a + te,t € (—0,0)} C
G. Potom méme:

fla+te)—f(a)=Df  (te) + R(t) =tDf ,(e) + R(1),

kde
IRON  _ o IBOI_ (RO
P Tfat te—a] oo [l e
o Ifatte)~ fa) - tDf ()
t—0 t

Ak oznac¢ime L = Df ,, potom pre kazdi komponentu méme

lim fila+te) — fi(a)

t—0 t

= Li(e). (1)

Definition 213 Nech g : G(C R") — R. Derivdciou funkcie g v smere e
(smerovou deriviciou) v bode a € G rozumieme

99 (g) = 1im Y@t 1) ~9(a)
de t—0 t

ak ezistuje konetnd limita. Smerovii derivdciu oznatujeme Deg(a) alebo % (a).

Vztah (1) ukazuje, ze ak f je diferencovatelnd v bode a, potom kazda jej
komponenta f; ma smerovi deriviciu v kazdom smere e v bode a. (Pozor. Opacné
tvrdenie neplati!!!)

Vyberme teraz niektoré Specidlne smery e a to smery suradnicovych osi, t.j.
prvkov bazy e;, i = 1,...,n. Smerovu deriviciu funkcie g : G(C R") — R v
smere e; nazyvame parcidlna derivicia funkcie g podla premennej x; v bode a a
oznacuje g—i(a) alebo D;g(a).

Definition 214 Nech g : G (C R") — R. Parcidlnou deriviciou funkcie g podla

premennej x; v bode a € G rozumieme

dg . _ 9y
dei (a> N 8377,

(a) = Dig(a)
ak existuje konecnd limita.

Pre parcidlnu derivdciu mame:

dg (a) — lim glat, ...,a;i1,a; +t,ai41, ..., an) — g(ay, ..., Gi1, @i, Aiy1, -, Q)

¢o je vlastne obycajnd derivdcia funkcie g, ktorti povazujeme iba za funkciu pre-
mennej z; podl'a premennej x;, ostatné premenné povazujeme za konstanty.
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Pri vypocte parcidlnej derivdcie funkcie g podl'a premennej z; v bode a € R"
zafixujeme ostatné premenné t.j. uvazujeme funkciu g ako funkciu jednej premen-
nej z;,t.j. ako funkciu A definovanu

h(z) = g(ay,ag, ..., a; 1, T, ai41, ..., ay)

a pocitame h'(a;).
Iné oznacenia parcidlnej derivicie, ktoré mozno ngjst’ v literatiire okrem
st gi(a), Dig(a).

9g(a)
ox;

Theorem 215 Nech G C R" je otvorend mnoZina a nech f : G(C R") — R™
je diferencovatelnd v bode a € G. Potom Df , reprezentuje matica typu mxn, A =
(aij) . kde

dfi
a; = Djfi(a) = axf,
J

(@), 1<i<m,1<j<n.

Matica (reprezentécia linedrneho operdtora Df ,) v standardnej béze je dana:

dfi(a)  9Ofi(a) dfi(a)
ox ox ox
8}(;2(1a) ag Q) ag(&)
prg= | )
Ofm(a) 0fm(a) 0fm(a)
ox1 Oxo Oxn

Tato matica sa nazyva Jacobiho matica funkcie f v bode a.

Remark 216 Ak f : R" — R", potom Jacobiho matica je $tvorcovd a jej deter-
minant je definovanyy. Determinant Stvorcovej Jacobiho matice sa nazyjva Jacobidn
funkcie f v bode a a oznatuje J¢(a), t.j.

J¢(a) = det [Df ] = det B; (a)] .

Iné bezne pouZivané oznacenia Jacobiho matice su

Of1, for s fm) 9 (Y1, Y2, r Ym) _
B wnan ) 0 Br oz T Y =)

Remark 217 Jakobidn pre funkciu f : R" — R" ¢asto hrd taki isti ilohu ako
Lobycajnd “  derivdcia f ' pre funkciu f : R — R.

Remark 218 Pripomenme este raz: ak je funkcia f : G (C R") — R™ diferen-
covatelnd, potom vsetky parcidlne derivdcie existuju. Opacné tvrdenie neplati!!!

Natiska sa otdzka: Ak matica (2) existuje za akych predpokladov je funkcia f
diferencovatelnd v bode a? Ukdzeme, ze staci, ak si parcidlne derivicie spojité,
ale nie je to nutnd podmienka. Skor ako ukdzeme toto tvrdenie, uvedieme niekol’ko
prikladov, ktoré budu ilustrovat’ fakt, ze existencia parcidlnych derivicii nie je
dostatocné pre diferencovatelnost. Toto vsak nie je prekvapujtce.
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Uvazujme napriklad funkciu f : R* — R; jej grafom je nejakd plocha. Par-
cidlna derivacia % nam dava lokalnu informéciu o f v smere osi 2. Skutocne f(x, as)
je mozné dobre aproximovat’ doty¢nicou s tangentou % (a). Podobne f(aq,y) sa
dé dobre aproximovat’ doty¢nicou s tangentou % (a). Niet nijakého do vodu dom-
nievat’ sa, ze by sme mohli povedat’ nieco o lokdlnom chovani funkcie f v nejakom

inom smere.

Avsgak, ak su parcidlne derivacie spojité v okoli bodu a, tak %( b) je ,blizko*
% (a) ak b je ,blizko“ bodu a; tak % (a) déva lokdlnu informaciu o f(x,bs),
podobne to plati aj o g—g.Celkove teda dostdvame informdcie o f(x,y) v malom

obdlzniku okolo bodu (a1,as), teda na okoli bodu @ a toto ndm zarucuje diferen-
covatelnost.

Example 219 Nech f : R*> — R, f(x,y) = xy. UkdZte, %e f je diferencovatelnd
vo vietkyjch bodoch z R* a ndjdite rovnicu dotykovej roviny v bode (a,b).

Solution 220 Mdame % =y, g—i = x, teda kandiddt na Dfqyp je (b,a). Mdme
ukdzat, ze ak

T —a ) | R
R=xy— |ab+ (b,a , otom lim ——— = 0.
! [ ( )<y—b” P e Rl —

Tak
R =uay—[ab+ 2b—ab+ya — ab] = (v — a)(y — b).

Z nerovnosti 2uv < u? + v? dostaneme

(@-a)®+(y=b _ e —al

R| <
R < : —
teda R
M Iz—al o e o —a —o0
|z — af 2
teda f je diferencovatelnd v kaidom bode a = (a,b). Rovnica dotykovej roviny

potom bude
z= f(a) +di(x —a) +da(y —b), kde (di,d2) = Dfrp = (b,a).

t.j.
z=ab+b(x —a)+aly—0>), alebo z=br+ ay— ab.0

Vseobecne, ak je dand funkcia f : G (C R2) — R diferencovatel'nd v bode
a € G, pricom a = (a1, az), potom rovnica dotykovej roviny ku grafu funkcie f je
dand vztahom

df (a1, az) df (a1, az)

z = f(ay,a9) + pe (a:—al)—l—a—y(y—ag).

Z linedrnej algebry vieme, ze normélovy vektor ku dotykovej rovine v bode (a1, as, f(a1,as))

je vektor
df(ai,az)  Of(as,as)
= (- — 1].
" ( or By
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Example 221 Nech

| _ [ 2 dk (2,y) #(0,0)
f:R* — R, f(%y)—{ o ak (z,y) = (0,0)

Potom f nie je diferencovatelnd v bode (0,0). Ndjdite %, ak |l e|| = 1.

Solution 222 Pre (z,y) # (0,0) mdme
of -2ty Of 2 —uwxy?

Or (22 +y2)?2" 0y (22 +y2)?’

ale v bode (0,0) mdme

Ox h—s0 h h=—0
a podobne aj 9100 _ ¢, Keby bola f diferencovatelnd v bode (0,0), potom by podla

Jy
vety 215 bola D f(o ) reprezentovand maticou (0,0). Nech

Ra) = fa) = [70.0040.0) (3)] = 52 e @) 2 00)
Ukdzeme, Ze
DL o pre f(@,m) — 0.

| (2, )|l

Skutoéne pre priamku M = {(t,t); t € R} mdme
t2
Ryl _ | 1 A

= = — 00 ak t—0.

Izl vVeE+e  2/2]t

Toto dokazuje, Ze f mie je diferencovatelnd v bode (0,0) aj ked obe parcidlne de-
rivdcie existuju. Tento vysledok sme mohli dostat pouzitim vety 211, ktord priamo
ukazuje, Ze f nie je diferencovatelnd v bode (0, 0), pretoze nie je v bode (0,0) spojitd.
V tomto pripade funkcia f nemd derivdciu v smeroch réznych od smerov siuradni-
covijch osi. Ak oznacime e = ( cos@, sinf) lubovolny jednotkovy smerovy vektor,
pricom 6 € (0,2m), potom

Dof(0,0) = 1lim f((0,0) 4+t (cosf,sinf)) — f(0,0): lim f(t cos@,t sinf) — f£(0,0) _
cosfsin 0 . sin260
= iIIm ——— = lIm
t—0 t t—s0 2t

a tdto limita existuje vtedy a len vtedy ak sin260 = 0, teda iba v smeroch suradni-
covyjch osi. 1

Example 223 Nech

R B ak (x,y) #(0,0)
/R R, f(w,y)—{ 6?/ dk (o) -

Potom f ma v bode (0,0) smerové derivicie v kazdom smere, ale nie je diferenco-
vatelnd v bode (0,0).
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Solution 224 Pre t # 0 mdme

f(t cosf,tsinf) — f(0,0)
t

= cos? A sin b

teda pre kazdé pevné 0 derivicia v smere e =(cos 6,sin ) existuje a je rovnd vijrazu
cos?Osinf.Ak 0 = 0, alebo 6 = %, tak dostaneme

01(0,0) _, 9/(0.0)

Ox oy =0.

Nech ’
R = e o000 (2] = 22

A

Ukdzeme, Ze

R
’ (xay)‘ -0 (lk x2+y2 -0 (3)
(@, y)|
Skutotne ak x = r cosf, y = rsinf, potom
|R(z,y)|

T 20 — cos?fsind  pre kazdé r # 0.

1z, y)ll

Limita pre r — 0 existuje pre 6 pevné a zdvisi od 0, preto limita v (8) neexistuge.
Pritom f je funkcia spojitd vo vietkych bodoch z R*.0]

Theorem 225 Nech G C R" je otvorend mnozina o f : G(C R") — R™.
Predpokladajme, Ze vsetky parcidlne derivdcie % existuji v nejakom okoli bodu

J
a € G a su spojité v bode a. Potom f je diferencovatelnd v bode a.

Definition 226 Ak f : G(C R") — R™ md vsetky parcidlne derivicie %

J
spojité na G, hovorime, Ze f je spojite diferencovatelnd na G. Budeme pisat
f € CHG,R™), alebo ak m = 1 jednoducho f € CY(G) a hovorit, 2e f je triedy
C! na G.
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Cvicenia.
1. Vypocitajte rovnicu dotykovej roviny a normdly ku grafu funkcie f (z,y) =
22> +y* vbode T = (1,1,7).

T=(1,1,3),7:4x4+2y—2—-3=0n:x=1—4t,y=1—-2t, z =3 + t]
2. Napiste rovnicu dotykovej roviny ku grafu funkcie f (z,y) = z*+22%y—zy+x
v bode T'= (1,7,2).
7T =(1,0,2),7:bx+y—2—3=0n:0=1-5t,y=0—1t,2=2+1]
3. Vypocitajte rovnicu dotykovej roviny a normély ku grafu funkcie f (z,y) =
xy v bode T = (7,2,2).
T=(1,22),7:2r+y—2—-2=0n:x=1-2t,y=2—1t,2=2+1]

4. Napiste rovnicu dotykovej roviny ku ploche 22 + 2y? 4+ 322 =6 v bode T =
(L,-1,1). [r:x—2y+32—-6=0,n=(1,-2,3), n:x=1—t,y=—1+2t, 2=1— 3t]

5. Ukdzte, ze plochy 22 —xy —8xr + 2+ 5=0a4+x + 2y = Inz sa dotykaji
v bode T'= (2,-3,1).

[T:24+2y—2+5=0,0:04+2y—2+5=0].
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Diferencovanie funkcii.

Theorem 227 (Veta o diferencovani suctu funkcii a ndsobku funkcie) Nech f g :
A(C R") — R™ si diferencovatelné v bode a € G. Potom aj funkcie f + g, of
(a € R) st diferencovatelné v bode a a plati

D(f +g),=Df o+ Dg,,
D (af), = aDf,.

Teraz budeme skimat’ zlozené funkcie. Nech G C R" a E C RP su otvorené
mnoziny. Predpokladajme, ze f : E — R™, g: G — R? su takeé, ze g(G) C E.
Potom h: G — R™ h(xz )= (f og)(x) = f(g(x)) je zlozend funkcia z funkecif
f a g, ¢o zapisujeme h = f o g.

Theorem 228 (Veta o diferencovant zlozenej funkcie) Nech G C R" a E C R?
s otvorené mnoziny. Predpokladajme, 2e f : E — R™, g : G — R? s také,
ze g(G) C E. Nech funkcia h : G — R™, h(z) = (fog)(x) = f(g(x)) je
zlozend funkcia. Ak g je diferencovatelnd v bode x € G a f je diferencovatelnd v
bode y = g(x) € E, potom zlozend funkcia h = f o g je diferencovatelnd v bode
z € G a plati Dhy = Df ,Dg,,.

Remark 229 Df, Dg, mozme chdpat’ bud ako zloZeny linedrny operdtor, alebo
ako siucin matic.

Example 230 Nech g : R® — R?, f : R® — R s diferencovatelné funkcie a
nech h = fog:R®>— R. Potom Dhy = Dfg@)Dg, je matica typu 1 x 3, ktori
dostaneme ndsobenim matice 1 X 3 - D fgz) a matice 1 X 3 - Dg,. Vyjadrenim v
komponentdch, potom mdme

dgi(z) Jdgi(xz) Igi(x)

(af<y> of (y) 8f(y)> ools)  oole)  oute)
Oy~ Oya " Oy Doste)  Oosle) Danle)

ox1 (o2 Ox3

(10 80, 2

teda
Oh(z) = Of (y) g, (x)

8$Z‘ =1 Oyj 8:}02
kde y = g(x),i=1,2,3. Castejsie sa pouZiva alternativne oznatenie

Oh _ 0f g, 0 gs  0f Oy
8xi 8y1 8@ 8y2 aZEZ 8y3 al’i7

i=1,2,3 (1)

Vztoh (1) sa da lahSie zapamdtat v nepresnejsej forme. Ak napiseme u = h(y),
y = g(x), potom polozime u = f(y) a piSeme

ou ou % ou Oya  Ou Oyz

O = Dy O T Oys 0w, | Oy O’ 2)

Posledny vztah sa nazijva retazové pravidlo.
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Example 231 Nech g(z,y) = (2> —y* + 2y, v* — 1) a f(u,v) = (u + v, 2u, v?).
Ukdzte, ze g, f su diferencovatelné, f o g existuje a vypocitajte deriviciu funkcie
fogwvbode (1,1)

a) priamo,

b) pomocou retazového pravidla.

Solution 232 a) g(z,y) = (91(,y), 92(z,v)), g1(z,y) = 2* — y* + zy, ga(z,y) =
y? — 1. Potom

g1 g1 99> 092
N gy, S oy, SR —0, T2 gy,

Kazda parcidlna derivicia je evidentne spojitd, teda g € CI(R2,R2) a teda je
diferencovatelnd. Podobne f € C'(R* R?). Potom h : R®> — R?, h = f o g,
pretoze g(R?*) C R?. Potom

(f o g)(z,y) = f(q1(z, ), 92(2,9)) = (91 + 92, 201, 95) =

= (2 + ay — 1,20° — 25" + 2zy, y* — 24> + 1) = (hy, ha, h3).

Potom
Ohy (z, Ohi (z,
8};9(96 = 8hb(y 2 2v +y T
D(f © g) (o) = Dhisy) = o) Oalen) | — | 4z 42y —dy+20
8h3($7y) 8h3(x,y) O 4y3 — 4y
Oz y
a teda
3 1
Dh(171) - 6 —2
0 0

b) Teraz pouzijeme retazové pravidlo a dostaneme

/(1,00  9f1(1,0)

ou v 991(1,1)  9g1(L,1)
8f2(1,0)  9fa(1,0 =
D(fog)ay = Df 1.00Pga1) = 200) 272110 bty oelly | =

11 3 1
=120 (3_21): 6 —2 |,
0 O
teda sme dostali taky isty vysledok ako predtym. [J

Example 233 Nech w = f(x,y,2) a predpokladajme, e z = ®(x,y). Vypocitajte
ow ow

Oz (Ia—y.

Solution 234 Pretoze z = ®(z,y), w = f(x,y, ®(z,y)) = h(x,y) a my chceme
vypotitat 2 a 9% Ak budeme pisat g(x,y) = (z,y,®(z,y)), potom h(z,y) = (f o
9)(z,y) a podla retazového pravidla

Dh,) = Df(gl,gz,gs)Dg(ﬂﬁ,y)



7

odkial
Qa1 I 1 0
(O Of OFN | b am | _(2f Of OFN ([ o
(=3) ox’ Oy’ 0z ) ox’ dy’ 0z 9o 90 |
Bbr Oy ox Oy
odkial

of _of ofor - of _of  0fo%

dr  dx | 0201 8_y Jdy 0z Jy

Tento vysledok vsak mo Zme dostat’ jednoduchsie pouZitim verzie retazového pravidla
z prikladu. Skutotne, ak napiseme

w= f(r,y, ®(z,y))

0 _afa af dy 8f8<1>_ of of 0® __ Of
dostdvame % = G180 4 G100 4 G100 — G 1 4 S04 G100 — 5 4 &

P12
=
O
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Cvicenia.
1. Vypocitajme parcidlne derivicie funkcif:

2, f(:c,y)zln<tg (5)) {%ZW%Z_W}

3. f(x,y,2) = 23y*2+22—3y+2+5. [ﬂ = 32%y%2 + 2 8—5 = 22%yz — 3 8—’; = 23y? + 1]

T 0 0
5 f(a) —wong < 7. [E= s - 2]
2

6. f(x,y) = In (sin (zy)). {ﬂ = mlom), OF C?Sg’j%}
7. f(xy) = ey [a—f = "y cos (§> 1—1/, 8—£ = —e"mY cos (%) %} .

8. f(x,y) =az". [% =2y (lnz+1), 6—5 =™ (xln:v)} .

Inz x Jy

9. f(x,y) = (Inz)™". [% = (Inz)** (—sinzln (Inz) + coszp1) 9 = O}

% — e In(eos(2=1%)) (3,21 (cos (x — y?))

10. f (x’yjz) = zexgln(cos(xff))_ of _ Zex3 ln(cos(zfyz)) (ISCOS(;{?J?JQ)) 7
% — €x3 ln(cos(a:—y2)>

1
_y2 I

L 1 nx 1
L f@y)=otn [=ete (Bt k) % =02 =]

x? z2
sin(rQ—i-yQ) K
12. Nech  f(z,y)={ o=z T2~V ak (2,9)#(0,0)
1 ak (z,y) = (0, ())
Vypocitajme 200 %{;0) [Wé?c 0 _ g df(O 0 _ 1]

% ak (z,y) # (0,0)

1" ak (e.y) = (0,0) * Zstite @ je f diferencov-

13. Nech  f(z,y) = {
atelnd v bode (0 0)?

afa(;o =0= [;0) nie je spojitd v (0,0), teda nie je diferencovatelnd v (0,0).

w2z Ak (zy) #£(0,0)

14. Nech z,y) =< Y & ’ . Zistite, ¢i je [ diferencov-

e ={ % 000 o
atelnd v bode (0, 0)? [% =0= afézo) nie je spojitd v (0,0), teda nie je diferencovatelnd v

2y

15. Nech  f(z,y) =< «"+v* ak  (z,y) #(0,0) . Zistite, ¢i je f diferencov-

0 ak (z,9)=(0,0)

atelna v bode (0,0)? [% =0= %Z’O) nie je spojitd v (0,0), teda nie je diferencovatelnd v



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Nech  f(z,y) =

13+y3

12+y2

0

ak (z,y)
ak (z,y)
(
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. Zistite, ¢i je f diferencov-

#(0,0)
= (0,0)

atelnd v bode (0,0)? [% =1= 8fa_(;,0) je spojitd v (0,0), ale nie je diferencovatelnd v (0,0

Nech  f(z,y) = {

diferencovatel'na v bode (0,0)? [

2% + y?sin

0

= ak (2,9) #(0,0)

af(0,0) 0= 8f(0 0) -

Zistite. @ i
ak  (z,y) = (0,0) istite, ¢i je f

je spojita v (0,0), je diferencovatelna v ({

or

= a3 + y3. Zistite, ¢ je f diferencovatelna v bode (0,0)7

je spojitd v (0,0), nie je diferencovatelna v (0,0).

V2 + y?. Zistite, ¢ je f diferencovatelnd v bode (0,0)7

Nech  f(=z,
[Bf(OO) 1 — (00)
Nech  f(z,y) =
[af(o,()) 9£(0,0)
or ' Oy
Nech  f(z,y,2) =
(0,0,0)7 |21600) 21(0.00) 2100

Zistite, ¢ije funkcia f : R* — R, f (2,9) = { VP +y?+1-1

diferencovatelna v bode (0,0) .

[nie je

neexistujui, nie je diferencovatelnd v (0,0) }

1?2 4+ y? + 22. Zistite, ¢ je f diferencovatelnd v bode

neexistujud, nie je diferencovatelnd v (0,0,0).

ZE (2,y) #(0,0)
1 (z,y) = (0,0)

Zistite, ¢i je funkcia f : R*> — R, f (x,y) = \/|zy| diferencovatelns v bode

(0,0).
[nie je
Sty 2) £ (0,0,0
Dand je funkcia f : R®* — R, f(z,y,2) = { V=2+y*+z2 (z,2) #(0,0,0) Vypocitajte
0 (z,y,2) = (0,0,0)
(a) parcidlne derivdcie v bode (0,0,0),
(b) zistite, ¢i je funkcia v bode (0,0, 0) diferencovatelna.
% (0,0,0) = oo, g—i (0,0,0) = —oc0 % (0,0,0) neexistuje; nie je diferencovatelnd
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Vektor gradientu, vety o strednej hodnote.
Vektor gradientu.
Redlna funkcia f : A(C R") — R casto nazyvame skaldrne pole (skaldrna
funkcia), pretoze kazdému bodu z € R" priradi # +—— f(x) skaldr a funkcia
f : A(C R") — R™ nazyvame vektorové pole (vektorova funkcia), pretoze jej
hodnoty moézeme interpretovat’ ako vektor.

Nech f: A(C R") — R je diferencovatelna. Derivdcia funkcie f v bode ,
D f, je linedrny operétor, teda ju mozeme stotoznit’ s maticou typu 1 X n (prvkom
R™) t.j. s vektorom (za vektor povazujeme stipcovii maticu n x 1). Tento vektor sa
nazyva gradient f v bode x a oznacuje gradf (x) alebo V f(x ). Presnejsie V f(x )
je definovany ako prvok priestoru R":

Vf(z) h=Df,(h),Vh € R" (1)

Je prirodzené, ze tu pouzivame Euklidovsky skaldrny stcin, pretoze sme identifiko-
vali komponenty vektora D f, ako matice typu 1 X n s reprezentdciou linedrneho
operdtora na bazovych prvkoch.

Jedno z pouziti gradientu skaldrneho pola je urcenie smeru najvicsej zmeny
rastu skaldrneho pola f.

Theorem 235 Nech f : G(C R") — R je diferencovatelnd v bode a € G.Potom

pre kazdy smer e, % (a) existuje a plati
df
Y (@)= Dfale) = Vf(a) e @)
Smerova derivédcia j—]; (@) meria zmenu rastu funkcie f v smere e. Ktory smer e

je teda smer, v ktorom ma f najvicsi rast? Z vlastnosi skaldrneho stic¢inu dostdvame
odhad

IVf(a) e <|Vf(a)lle]

rovnost nastane iba ak e je skaldrnym ndsobkom V f (a) . Teda hodnota 4 (a) ma
maximélnu hodnotu ak
_ Vi(a)

IVf(a)ll’

ked’ |V f (a)|| # 0.Tak smer najrychlejsej zmeny rastu skaldrneho pola f v bode
a je Vf (a). Podobne smerom najrychlejsej zmeny poklesu je =V f (a).

Iné interpretécia gradientu V f (a) vznika ak skimame jeho chovanie na ekvipo-
tencidlnych hladindch funkcie f t.j. S ={x € R"; f(z) = a }, kde o = const.

Ak f: A (g RZ) — R, potom graf j je plocha definovand rovnicou z =
flzyy), G(f) = {(z,f (x)) : = € A}. Ekvipotencidlne hladiny su krivky, na
ktorych je vyska plochy konstantna (vrstevnice na mape). Ak si plochu predstavime
ako krajinu s horami a tidoliami, potom zdkladnd rovina je mapa (v mierke 1 : 1) a
ekvipotencidlne krivky su vrstevnice. Ak by sme sa chceli ,,po ploche f pohybovat «
v smere ¢o najvicsieho rastu, treba sa pohybovat’ v smere kolmom na vrstevnice.
Inymi slovami V f je ortogondlne na vrstevnicu ,, plochy f “. Vieme, ze dva vektory
u, v st ortogondlne, ak u - v = 0. Pretoze V f je ortogondlne na ekvipotencidlnu
krivku (hladinu) funkcie f, ¢o znamend, ze Vf - T = 0, VT, kde T je dotykovy
vektor ku ekvipotencidlnej hladine. Definujeme dotykovy smer ku ekvipotencidlnej
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ploche pomocou krivky, ktord v tejto ploche lezi. Krivkou budeme nazyvat’ obraz
spojitej funkcie ¢: (t1,%2) ( C R) — R", t.j. ¢({t1,t2)) je krivka v R".

Nech S = {z € R"; f(xz)= a} je ekvipotencidlna hladina funkcie f. Krivku
v mnozine S definujme pomocou diferencovatelnej funkcie ¢ : (t1,t5) — S. Vektor
T je dotykovy vektor ku S v bode z € S, ak existuje krivka v S takd, ze ¢(7) = z
pre nejaké T € (t1,ts) a plati dZ—(TT) = T. Pritom
de(r) _ <d01(7) dea(T) ' dcn(T)) _ De(r).

dr dr ' dr 77 dr

Skutocne T je dotykovy vektor, pretoze ak P je bod krivky, ktorého polohovy
vektor je ¢(t) a @ je bod krivky, ktorého polohovy vektor je ¢(t+h). Potom vektor
PQ = c(t+h)—c(t) ma taky isty smer ako vektor =€ pre b > () a aproximuje

3
C(Hh}z*c(t) = dfl(tt) je dotykovy vektor ku krivke v bode .

fl—?. Potom vektor limy,_,q+

Theorem 236 Nech f : A(C R") — R je diferencovatelnd a pre o € R nech
S={x € A(CR"): f(z)=a} je ekvipotencidlna hladina funkcie f. Potom pre
z € S je V f(z) ortogondlne ku S.

Vety o strednej hodnote.

Theorem 237 (Veta o strednej hodnote) Nech f : G(C R") — R je spojitd
na usecke {a + th; 0 < t < 1} a diferencovatelnd v katdom bode tusetky M =
{a+th; 0 <t < 1}. Potom existuje 0 také, ze 0 < 6 < 1, pricom f(a+h)— f(a) =
Dfa+gh(h) = Vf(a + Qh) - h.

Definition 238 Podmnozina C' C R" sa nazyva konvexnd ak pre kazdé x , y € C
aj usecka
{1-tx +ty;0<t <1}
lezi v C.
Theorem 239 Nech C C R" je uzavretd konvexnd podmnoZina s neprdzdnym

vnitrom a nech f : C — R je spojitd na C a diferencovatelnd na int(C). Pred-
pokladagme, ze | D fz|| < M,V € int(C). Potom

Ve,y € C5 |f(z) - f(y)] <Mz - y.

Ak napriklad D f, = 0,Vx € int(C), potom f = const na C.

Parcidlne derivacie vyssich radov.

Ak parcidlne derivacie funkcie f : G (C R") — R existujui na G, potom funkcie

of
8337;

G—R,i=12,...n
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mozu mat’ tiez parcidlne derivacie. Tieto derivdcie nazyvame parcidlne derivacie
druhého radu funkcie f a piseme

o (of 92f o *f
— 1 1 D:D;f. Ak i = i3 —.
oz, ( 8:15,-) alebo Da0m; alebo D;D,f 1 = 7j, piSeme 922

Ak v tomto procese modzeme pokracovat’ a dostaneme parcidlne derivécie tretieho,
gtvrtého, ... rddu.

Example 240 Nech f(z,y) = xy® + ye®. Urcte %, g—fyc, %, %, %, 3275.

. d &l o 02 9?
Solution 241 % = % + ye®, 8—5 = 2zy + €*, 8—30]2( = ye”, Tafx = 2y + €, Wafy =
82
2y + €*, B_yJ; = 2z.[]
V&imnime si, ze zmieSané parcidlne derivacie ggx a ;jgy su v tomto priklade

rovnaké.

Example 242 Nech

B %@2—;22) ak (x,y) # (0,0)
fz,y) = { E)L ak (z,y) = (0,0)

Potom f € C'(R%, R) ale 2400  2J00)

Solution 243

0 B B
a_i = (32%y — y*)(@® +y°) " = 20%y(a® — y?)(2® + 7))
af 3 2 2 2\—1 2 2 2 2 2\—2
a—yZ(w —3zy”) (2" +y7) T = 2wy (2 —y) (2" +y7)

pre (z,y) # (0,0). V bode (0,0) musime parcidlne derivicie pocitat z definicie.

f(h,O)—f(0,0) _ . af<070) _ f(O,k)—f(0,0) _ . af<070) _
W =0, 1. 0 0, r =0, t.J. —ay =0.

Pre parcidlne derivdcie prvého radu dostaneme nasledujice odhady:

2 2 2 2 2
of | _ 1yl Glal"+1yl) | 202yl (I + |yl")
ozl = 22 + 42 (22 + 42)?
odkial’ vidime, Ze
O 0 ak (1) — (0,0)
- — —
ax 7y ) )
¢o ukazuge, Ze % je spojitd funkcia v bode (0,0).Podobne pre 2—5. Spojitost’%, g—i

v bodoch (z,y) # (0,0) ihned vidiet. Pre (x,y) # (0,0) mdame

O2f (322 —=3y?) 2yt —122%% —22*  8x%y%(2? — y?)

ayax - (:1:2+y2) (;U2+y2)2 (932+y2)3
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Of (32 —3y?) N 2yt — 122%y% — 22t 8a?y?(2? — o?)
0xdy (22 +1?) (22 + y2)? (a2 + y2)?

ako vidime, tieto vyrazy sa rovnaji. Avsak v bode (0,0) mdme

af(0k) 90,0
Pr0.0) 0 (0 oo |20k 210 )]—lim Ee0
Oyox 0y Ox k0 k k=0 k7
ale
0f(h,0) 01(0,0)
92f (0,0) o 0.0) - 1 [ o~ g } Loh=0
Oxdy 8x dy i h T, T

Remark 244 V poslednom priklade sme ukdzali, 2e zmieSané parcidlne derivdcie
druhého radu pri réznom poradi derivovania su rozne. Tento priklad je vynimocnij
pripad.

Remark 245 Pre funkciu f : G(C R") — R, G— otvorend, budeme pisat’ f €
C*(G), ak vietky parcidlne derivdcie druhého rddu funkcie f si spojité na mnoZine
G a hovorit, 3e [ je funkcia triedy C? na G. Poznamenajme, e ak f € C*(G) =
f € CHQ), pretoze ak [ € C*(G), takVi=1,...,n, teda g_ai: st diferencovatelné,

co implikuje, Ze su spojité t.j. 8f e C1(@G).

Theorem 246 Nech f:G(C R") — R, f € C*(G).Potom pre kazdé a € G a
pre kazdé v,7; 1 < 1,7 <n plati
0*f O*f
axﬁxj (a) N 8$]@$1 (a)

Plati aj zoslabené tvrdenie, ktoré kvoli jednoduchosti uvedieme iba pre pripad
n=2.

Theorem 247 Nech f : G (C RQ) — R a nech gf, gf a aaaf existuji a su spojité

na otvorenej mnozine G obsahujicej bod a. Potom aa af existuje (v bode a) a plati

0 f _O*f
8y8x<a) N Gmay(a)‘
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Cvicenia.

1.

.Nechf:R2—>R,f(x,y):{

e 0,0
Zistite, ¢i je funkcia f : R — R, f (z,y) = { VA1 (z,y) # (0,0)
1 (z,y) = (0,0)

diferencovatelnd v bode (0,0).

[nie je

Zistite, ¢i je funkcia f : R* — R, f (z,y) = +/|zy| diferencovatelnd v bode
0,0).

[nie je]
2r—3y+22 ) 7£

0 (z,y,2) =(0,0,0

T,Y, 2 0,0,0
. Dand je funkcia f : R® — R, f (z,y,2) = { Vi tyi+2? Y ( ; .Vypocitajte

(a) parcidlne derivdcie v bode (0,0,0),

(b) zistite, ¢i je funkcia v bode (0,0, 0) diferencovatelna.

(c) [% (0,0,0) = oo, g—; (0,0,0) = —o0, % (0,0,0) neexistuje; nie je diferencovatelna
Pomocou definicie vypoéitajte parcidlne derivacie funkcie f (z,y) = (22 + y) sin (z + y)
v bode a = (0,7).

[% (0,7) = —m, g—?’; (0,7) = —7T:|

. Pomocou definicie vypocitajte parcidlne derivicie funkcie f (z,y) = 423 —

2y% + 3zy? + 5y v bode a = (1,2).
55(1,2) =24, 5 (1,2) = 9|

. Pomocou definicie vypocitajte parcidlne derivécie funkcie

x,y) = (2% +97) cos (ﬁ> (z,y) # (0,0) v bode a = (0,0).
f ) { 0 R 0,0)

[g_;; (0,0 =0, 2 (0,0) = 0}

23
- L 0,0)
Vypocitajte 0f () a 9 f(x.y) ked’ x, — 2242 (Z’,y) 7é ( )
ypocitajte “57 Dyde f(z,y) 5 ey) = (0.0)
of (x, 224 4+622y2  9f£(0,0 0% f(x, dxty—1222¢3  9%2£(0,0 . .

(7 42 sin by (5,9) £ (0,0)
o " (y=00 7

’£(0,0)  92£(0,0)

pocitajte g
oydx °’ Oxdy

21(00) _ (y 921(00) _ 0}
Oyox 7 OJxdy
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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u

. Vypocitajte maticu diferenciélu funkcie h = go f ak g (u,v) = (uv, 2, 1) a

f(x,y) = (Inx,cosy).

cosy Inx 1 4 —Inzsiny
_1 __Inz ( T 0 ) _ 1 Inzsiny
cosy cos?y 0 —si - Z cosy cos?y
0 0 Y 0 0
Vypocitajte parcidlne derivécie a gradient funkcie f (z,y) = [ 4y e bode
0
a= (_17 1) : |:8_£ (_17 1) = 32;3’ oy ( 1 1) 3437 grad f( ) = (%7 _%
23 (l’
) S y) # (0,0)
Vypocitajte (iy) a 1@y eq fz,y) = { w?+y?
o 0 (z,y)=(0,0)
3f (=, zt+622y%  0f(0,0 02 f(x 4aty—1222y3  9%f(0,0 s
[ f@y) 2( 2++6y S 100 _ o ay(L%Cw _ (;/2+1y22)3y 7 8@(390) _ neemtuje]

. @+ sings (ny) #(0,0)
Nech f : R> — R, f(z,y) = { 0 + () = (0.0) ° Vy-

82f(0,0) 9°£(0,0)

pocitajte Byor 0 Bzdy
2£(0,0) 9%2f(0,0) 0
8y8x Y dxoy

™

Vypocitajte derivaciu funkcie f (z,y) = €Y cos(x + y) v bode a = (5,0) v
1 f)
272 |-

(& (@)= fe(a)=—§ (1+ V3)]

Ngjdite derivdciu funkcie f (z,y) = 3z? — 6zy + y* v bode a = (_%, —%) v

smere I'ubovol'ného jednotkového vektora e. Zistite v akom smere je derivicia

(a) nulov4, [el = <—ﬁ ﬁ) ey = (g’_ﬁﬂ

27 2 2

smere vektora e = <

(b) najvicsia, [63 = (‘/757 \/75)]

_V2
2

[

)

N4jdite derivaciu funkcie f(z,y,2) = 32% — 4y3 + 22* v bode a = (2,2,
v smere jednotkového vektora e, ktory je uréeny bodmi A = (2,2,1), B

(5,4,6). | fe (2) = 2]

Nech f:R? — R, f(z,y,2) = 2y* + 23 — xyz. Néjdite derivéciu funkcie f
v bode a = (1,1,2) v smere vektora e, ktory zviera so siradnicovmi osami
uhly a =%, 3 =%, v="[fec(a) = 5]

N4jdite smer, v ktorom je smerovd derivécia funkcie f (z,y) = 3z* + Ty? —
4%y, v bode a = (1,0) maximélna a jej hodnotu.

o= (). fo@) =410

(c) najmensia. [64 = (

-

)
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18. Néjdite smer, v ktorom je smerova derivacia funkcie f (z,y) = In i—i’g, v bode
a = (3,0) maximélna a jej hodnotu.

[e: (071)7 fe(a) = %]

19. Néjdite derivédciu funkcie f (z,y) = 322 — 62y + y> v bode a = (_%7 _%) v

smere I'ubovolného jednotkového vektora e. Zistite v akom smere je derivéicia
(a) nulova, [el = <—ﬁ ﬁ) ey = (?7_%5)]
(b) najvicsia, [e3 — <ﬁ7 ﬁ)]

(c) najmengia. [e4 = (—727 _T2>]
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Extrémy.

Lokdlne extrémy a staciondrne body.

V tejto kapitole sa budeme zaoberat iba skaldrnymi polami, t.j. ak ) # A C R"
budeme sa zaoberat’ funkciami f : A(C R") — R. Pretoze prvkami oboru hodnot
f(A) si body z R, kde je mozné zaviest’ obvyklé usporiadanie, preto mé zmysel
hovorit’ o najviicsej aj najmensej hodnote. Samozrejme, zZe nemusi existovat’ ani
najvicsia ani najmensia hodnota.

Definition 248 Funkcia f : G (C R") — R nadobida na mnoZine A C G maz-
imum (minimum) v bode a € A,ak

f(x) < f(a) (f(=) = f(a)), Vo € A,

Co zapisujeme

max f(2) = f(a). (min f(z) = f(a)).
Definition 249 Hovorime, Ze f : G (C R") — R md lokdlne maximum (mini-
mum) v bode a € G,ak ezistuje O; (a) C G takeé, ze

f(x) < fla) (f(z) = f(a)), V& € Os(a),

Co zapisujeme

max _f(z) = f(a), ( min_f(z) = f(a)).

x€O0s(a) z€O0s(a)

Maximd a minimd, lokdlne maximd a minimd nazijvame extrémy funkcie f.

Pripomenime vetu 200: ak K C R" je kompaktnd a f : K — R je spojité,
potom f nadobtida na K maximum aj minimum. T&to veta vsak neddva postup
ako ngjst’ extrémy.

Theorem 250 Nech f : G (C R") — R je diferencovatelndg na otvorenej mnoZine
G a nech A C G. Ak f nadobida maximum (minmum) na A vo vnitornom bode
a € int (A), potom Dfs, =V f(a)=0.

Definition 251 Nech f: G (C R") — R je diferencovatelnd v bode a € G. Bod
a sa nazyva staciondrny bod funkcie f ak Vf(a) = 0.

Theorem 252 Nech f : G (C R") — R je diferencovatelnd na otvorenej mnoZine
G a nech A C G.Ak f nadobida mazimum (alebo minimum) na A v bode a € A,
potom bud a je staciondrny bod, alebo a € 0A.

N4gjdenie staciondarnych bodov je rutinna zalezitost. Vypocitame vsetky par-
cidlne derivécie funkcie f a polozime ich (naraz) rovné nule. Potom je to ¢isto
algebrickd tloha. Avsak nie v8etky staciondrne body si nutne extrémami.

Example 253 Funkcia f : (—1,1) — R, f (z) = 2* md v bode x = 0 staciondrny
bod, ale nie je to extrém funkcie f.
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Solution 254 Mdame: f'(0) =0, teda bod x = 0 je staciondrny bod funkcie f, ale
v tomto bode nie je extrém funkcie f.

Pre funkciu dvoch premennych jej graf z = f (2,%) je plochou v R?, ktoru si
mozeme predstavovat’ ako terén. Maximd si vrcholky hor, minimd si dné doli.
Mozme tam néjst’ aj horské priesmyky - body, v ktorych je gradient nulovy, ale
vzhl'adom k okolitym vrcholom st bodmi minima, vzhl'adom k okolitym tdoliam
st zas bodmi maxima. Také body so svojim okolim pripominaji konské sedlo. Ak
uvazujeme funkciu viac ako dvoch premennych je mozné aj iné chovanie takychto
bodov. Staciondrne body funkcie, ktoré nie su ani jej (lokdlnymi) maximami ani
minimami budeme nazyvat’ sedlové body.

Theorem 255 Lokdlne extrémy diferencovatelnej funkcie sa vidy nachddzaji v
stactondrnych bodoch.

Opacné tvrdenie k predchddzajicej vete je nepravdivé. Okrem toho nemusi ex-
istovat’ ziadny lokdlny extrém na uzavretej ohrani¢enej mnozine A, aj ked’ globdlne
extrémy existuju.

Example 256 Nech [ : R — R, f (2,y) = v + vy, kde A = {(z,y) € R*; 2 +
y* < 1}. Funkcia f nemd na mnoine A lokdlny extrém, ale md minimum aj

MaTImum.

Solution 257 Lahko sa moZno presvedcit’ o tom, Ze

T v E——

V2 V2 (@y)EA
a
1
\/5 (z,y)EA

P~ 5 5) = V2= in, £ (5.

Oba body (\%, \/Li) , (—\/ii —\%) € 0A. Funkcia nemd lokdlne extrémy.
O

Hl'adanie vSetkych staciondrnych bodov ndm da plny zoznam vsetkych kan-
diddtov na lokdlne extrémy diferencovatelnej funkcie.

Example 258 Nech f : R® — R, f(z,y) = 22 — 32 Potom (0,0) je jediny
stacionarny bod, ale nie je to ani minimum ani mazximum.

Solution 259 Mdame 2L = 2z, g_; = 2, tj. Vf(r,y) =0= =0,y =0,
teda (0,0) je staciondrny bod. Plati: f(0,0) = 0, ale f(z,0) = 2> > 0, zatial ¢o
f(0,y) = —y?. Tak bod (0,0) je sedlovyj bod. Skutocne plocha z = x* — y* najlepsie
pripomina sedlo.

O
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Taylorova veta.

V tvode zopakujeme Taylorovu vetu, ktori sme uviedli v kurze Matematickd
analyza I.

Theorem 260 (Taylorova veta) Nech f : (a,3) — R je (p — 1)-krdt diferenco-
vatelnd na (a, B) a predpokladajme, e derivicie f,f', f ", ..., f®~V si spojité na
{a,b) C (a,B). Potom ak f®) existuje na intervale (a,b), ea:zstuye bod ¢ € (a,b)
taky, Ze

"(a -1 (g
F) = f(@) + £ (@b —a)+ 7 25 Jo—ap + ..+ 'f(p— 1()!) (b—a)™! + B,
. F®()
E, = ol (b—a)?

Vyuzijeme Taylorovu vetu pre funkciu jednej redlnej premennej, aby sme dokézali
jej n-dimenzionalnu verziu. Pripomenme, ze f € C?(G) znamend, Ze f ma spojité
parcidlne derivicie rddu p na G.

Theorem 261 Nech G C R" je otvorend mnoZina a nech f € C? (G). Nech a € G
a nech a+th € G pre vetky t € (0,1) . Potom existuje ©;0 < © < 1, Ze plati

fla+h) = hi + 2'282f( ?hihj‘i‘""i‘

1 - 0wV f (a)
+(p -1 Z 0z, 04,y . . 8xz’p,1hilhi2 cohiy oy £ Ey(h),

kde

1 81‘1‘1 (‘3@2 AN 81‘,‘]0

je Lagrangeov tvar zvysku.

Remark 262 Zdpis Taylorovej vety pomocou multiindexov je prirodzengm spo-
sobom odvodeny v jej dokaze.

Example 263 Ndjdite Taylorov rozvoj funkcie f(xy, xa, x3) = x12973 v bode (1,1, 1).

Solution 264 Dostdvame

3

0f(1,1,1), o°f(1,1,1)
1hy. 14he, 14hs) = f(1.1,1 —5 il
f( + 1, + 2 + 3) f( ) )+Z xi 2' Z 8I]axz j+ *

=1 4,7=1
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1 oP=1f(1,1,1)
" (p - 1)‘ i1 izzz B al’zlaxiz c.. al’ip71 hilhi2 T hipfl + Ep(h) -
B OF (L1, Of(LLY), | af(11,1)
- f(]-7 ]-7 1) + a T hl + 61’2 h2 8373 h3+
1 (o2f(1,11),, 0*f(1,L1),, & f(L11),
o ( dx? hit O3 ho Oz i
82f(1,1,1) O2f (1,1,1) 02f (1,1,1)
22— 22— 22— Es.
* 833'1(9.(52 hlh2 + 8$18$3 h1h3 * 89&28:53 h2h3) + s
Mame:
_,or@yy o of@Ly) o of(1L,1L1)
f(la ]-7 1) - 17 81’1 - 17 81'2 - 17 81'3 17
82f (1,1,1) 02f (1,1,1) 02f (1,1,1)
a9 - 07 = 07 =Y,
Ox? 03 r3
FfULLY | BfALY) L PFLY) L PF(LLY)
8x18x2 o 5’m18x3 o 8x28x3 o 8x18x26’m3 n
Tak teda

(1+h1)(1+ h)(1 + hg) =14 hy + hy + hs + hiho + hihs + hohs + Ej

V tomto pripade jednoduchym spésobom dostdvame, %e E3 = hihshs. Ale Taylorov
vzorec ndm ddva

————(1+ Ohy,1 + Ohy, 1 + Ohg)h;h;hy,

. . . v 3 , N z
co vyzerd komplikovane, ale treba si uvedomit, Ze &ng]-c g =0 vinimkou pripadu,
? J

ked si i, j, k navzdjom rozne a vtedy je % = 1. Pretoze 0x10x50x3 sa v tejto
sume permutuje Sest’ krdt tak aj v tomto pripade dostdvame E3 = hihohs. PretoZe

funkcia f je polynom treticho stupna, potom E, = 0. Teda nakoniec dostdvame
(14 h1)(1+ ho)(1 + hg) =1+ hy + hg + hs + hihg + hihg + hohs 4+ hihohs.O

Theorem 265 (Taylorova veta s limitnym tvarom zvysku) Nech G C R"™ je otvorend
mnozina a nech f € C? (G). Nech a € G a nech a+th € G pre vsetky t € (0,1).
Potom

3f »f (a)
fla+h)= +Z 2'iz axjawimlzj+~--+
1 = Pf(a)
R O o, 0w, )

pricom
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Vyraz

i PH@)

111
a$i18$i2 c. 813% e F

11,82, ,0 =1
v Taylorovej vete sa nazyva diferencidl k-teho rddu funkcie f v bode a oznacujeme
ho D*f, (h) a symbolicky ho mozno zapisat’ v tvare

D ah) = (et ) Fa)

— — a).
a 1 a 71 n axn
Pouzitim tohto zdpisu mozno Taylorovu vetu preformulovat’ pomocou diferencidlov,
¢o si pozorny cCitatel isto preveri. Tak ako pre funkcie jednej premennej pri ski-
mani povahy extrémov sa budeme zaujimat’ o vyrazy druhého radu. Potom v
staciondrnom bode a, mame Df, = 0 a Taylorov rozvoj funkcie f v bode a ma

tvar ,
0
kde
wy (h)

h—o |[B|*

ak f € C?. Maticu druhych derivécif
(@ @)
N 833381’2 1

nazyvame Hessidn funkcie f v bode a a oznacujeme ho H alebo Hy(g). Druhy
diferenciél funkcie f v bode a, t.j.

D=3 2

= (991:18%
sa nazyva kvadratickd forma premennych hq, hs, ..., h, a dd sa napisat’ ako mati-
covy sucin
hT'Hh,
kde h oznaguje stipcovy vektor s komponentami (hi,ha,. .., hn)T a h' je odpoveda-

jlici transponovany riadkovy vektor. V&imnime si, ze pretoze f € C?, plati H =
HT. Teéria kvadratickych foriem je algebricks zalezitost. Pripomenieme si niektoré
definicie:

Definition 266 Kvadratickd forma q : R" — R, q(h) = >,  ajhih;, kde

a;; = aj; sa nazyva kladne (zdporne) definitnd, ak
a(h) > 0 (q(h) < 0)¥h £0,
kladne (zdporne) semidefinitna, ak
a(h) > 0 (g(R) < 0)Ph £0,
indefinitnd, ak existuji

hy, hy také, 2e q(hy) >0 a q(hg) <O.
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Kritérid, podla ktorych vieme zistit, ¢i je dand kvadratickd forma kladne (z&-
porne) definitnd si predmetom $tidia algebry, zahfiaju vlastnosti determinantov a
subdeterminantov matice A = (a;;). Existuje aj kritérium, ktoré urcuje definitnost’
kvadratickej formy pomocou vlastnych hodnot matice A. Pretoze vlastné hodnoty
redlnej symetrickej matice su redlne, kritérium hovori, ze forma ¢ je kladne definitnd
vtedy a len vtedy ak jej vlastné hodnoty si kladné.

Ale v praktickych vypoctoch a najmé pre funkcie dvoch alebo troch premen-
nych je najlahsie zistit, ¢i je kvadratickd forma kladne alebo zdporne definitnd
alebo indefinitnd doplnenim na tplny Stvorec. Napriklad pre dve premenné x, y
kvadraticks forma bude mat’ tvar aj1h? + 2a19h1hg + axh?, ¢o sa dé pisat’ v tvare

2 2
a a
aiq (hl -+ ﬁhg) + (CLQQ — ﬁ) hg,
ai ail
teda je kladne definitnd vtedy a len vtedy ak (a;; > 0) A (agg — % > 0> )

Theorem 267 Nech q(h) =3 ;_, aijjhih; je kladne definitnd kvadratickd forma.

Potom existuje m > 0 také, 2e q(h) > m/||h||* pre vsetky h = (hy,..., h,)" € R".

Nutnd a postacujica podmienka existencie extrému.
V tejto casti budeme formulovat’ vety, na zaklade, ktorych dokdzeme urcit’ druh
extrému redlnej funkcie viacerych premennych.

Theorem 268 (Nutnd a postatujica podmienka existencie lokdlneho extrému) Nech
G C R" je otvorend a nech f € C*(G). Nech a € G je staciondrny bod funkcie

f: G — R a nech D*f,(h) je kvadratickd forma (druhyj diferencidl funkcie f v

bode x)

Potom ak
a) D% fo(h) je kladne definitnd, funkcia f md v bode a ostré lokdlne minimum

min f(z) = f(a),

b) D*f,(h) je zdporne definitnd, funkcia f md v bode a ostré lokdlne maximum
max f(z) = f(a),

c) D?f,(h) je indefinitnd, bod a je sedlovij bod.

Opacne:

a’) Ak je v bode a ostré lokdlne minimum funkcie f, tak kvadratickd forma
D%f,(h) je kladne semidefinitnd,

b’) Ak je v bode a je ostré lokdlne mazimum funkcie f, tak D?fq(h) je zdporne
semidefinitnd.

Casti a) - c) vety si postacujiice podmienky pre to, aby staciondrny bod bol
minimom, maximom alebo sedlovym bodom, zatial’ ¢o a’), b’) si nutné podmienky.
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Predchadzajica veta hovorf o tom, Ze staciondrny bod je extrémom funkcie v pri-
pade, Ze determinant hessidanu je nenulovy. Ak detH = 0 v bode a, potom hov-
orfme o degenerovanom staciondrnom bode a vtedy urcenie druhu extrému zavis{
od diferencidlov vyssich rddov (my sa vsak s takym pripadom v nasom kurze neb-
udeme zaoberat). V nasledujicom priklade ukdzeme ako sa dd urc¢it’ druh extrému
aj v pripade degenerovaného staciondarneho bodu.

Example 269 Ndjdime staciondrne body a urcte ich druh pre funkciu
f:R* — R, f(z,y) =2* +y* + 622 + 82°.
Solution 270 Mdme

0 0
a_f = 423 + 1229* + 2422, a_f = 4P + 122%y = 4y(y? + 322).
T Yy

Staciondrne body siu (0,0), (—6,0). Hessidn bude

H— ( 3275 aézfgm > _ ( 1222 + 1212 + 48« 24zy >

il B 241y 12y% + 1222

oxdy  Oy?

V bode (—6,0) je

144 0
H(_6’0):< 0 432)

a kvadratickd forma je
Q(a,h) = Q((—6,0), (h,k)) = (h1, ha) 40 fu) 144h% +432h% > 0
0 432 ha

t.j. v bode (—6,0) je lokdlne minimum min f(x) = f(—6,0) = (—6)* + 8(—6)> =
2(—6)% = —432. V bode (0,0) je

H(0,0):(g 8)

teda (0,0) je degenerovany staciondrny bod a urcenie lokalneho extrému pomocou
druhého diferencidlu nie je mozné. V tomto pripade vSak moZno lahko overit, Ze

f(h, k) — £(0,0) = h* + k* 4+ 6h2k* + 8h* = (h* + k?)? + 4h*K* + 8h3

odkial vidiet, Ze ak h = 0 a k je lubovolné, tak rozdiel je kladny a pre (—h,0) je
rozdiel zdpornyg, t.j. (0,0) je sedlovy bod (funkcia nemd extrém). O

Ak méme funkciu dvoch premennych f (z,y) potom hessién v bode a a druhy
diferencial v bode a v smere h = (h, k)" st definované:

Fia) Zila) 9*f (a 9*f (a 9*f (a
H(a) = ( ey ) , D*fa (h) = _8;2 )h2+2—8y (;z)hm —ayg )2

Ox0y Oy?

a my dostdvame tvrdenia ekvivalentné s predchddzajicou vetou.
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Theorem 271 Nech det H (a) # 0. Druhy diferencidl funkcie f : G (C R2) —
R v staciondrnom bode a v smere h= (h, k)

Pfa),, 0@,  fla)

2
0x? Oyox Oy? k

D2fa (h’) -

Je
a) kladne definitny, vtedy a len vtedy ak

PI@) G o et (@)= 2L (@PI (@) (02f(a)>2>0’

0x? 0x? 0y? Oyox

potom v staciondrnom bode a funkcie f je ostré lokdlne minimum funkcie f,
b) zaporne definitny, vtedy a len vtedy ak

PI@) o o dots (a) = L@ PL (@) (82f(a))2>07

0x? 0x? oy? Oyox

potom v staciondrnom bode a funkcie f je ostré lokdlne maximum funkcie f,
¢) indefinitny, vtedy a len vtedy ak

02 02 02 2
det H (a) = gx(za) gy(za) — ( 858(Z)> <0,

potom je staciondrny bod a funkcie f sedlovy bod.

Example 272 Ndjdite staciondrne body funkcie f : R® — R, f (z,y) = 2%y +
xy? — 3xy a uréte ich druh.

Solution 273 % (x,y) = 22y + 3> — 3y, g—i (z,y) = 2% + 22y — 3. Ak polozime

v/ = (gg) ~ (0,0)

ox’ dy
dostaneme staciondrne body (0,0), (1,1), (3,0), (0,3). Potom mdme
0*f o*f *f
— =2 =2 2y — 3, = 2.
022 = Y ogor - T o "
Tak pre bod

(0,0) je axQ £(0,0) = 0 a det H(0,0) = —9 < 0 sedlo,

(1,1) je 322(1 1) =2 adetH(1,1) = 3 > 0 lokdlne minimum min f(x) =
f(1,1) = 1

(3,0) je 8902 £(3,0) = 0 a det H(3,0) = —9 < 0 sedlo,

(0,3) je 2£(0,3) =0 a det H(0,3) = —9 < 0 sedlo.

Pouzztzm druhého diferencidlu (kvadratickej formy) dostaneme samozrejme ten
sty vysledok, ale pre lepsi prehlad ho tu uvedieme. V bode

(0,0) je kvadratickd forma D? f0) ((h, k)) = —6hk indefinitnd,

(1,1) je D>f1 1y (b, k)) = 202+ 2hk + 2k = 2 (h + £)* + 3k? Kladne definitnd,
lokdlne minimum min f(x) = f(1,1) = —1,

(3,0) je D fz0) ((h k) = [( +8)° — 12| indefinitnd,

)

(0,3) je D*fio3) ((h k) [( )2 - 1k2} indefinitnd. O
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Dalsou metédou ako uréit, & je druhy diferencisl kladne, alebo zaporne definitny
je Sylvestrovo kritérium, ktoré nebudeme dokazovat’, jeho dokaz plynie z vysledkov
linedrnej algebry.

Theorem 274 (Sylvestrovo kritérium) Pre funkciu f : G(CR") — R, f €

C?(@G) druhg diferencial D?f, (k) , h # 0 je kladne (zdporne) definitnd kvadratickd
forma vtedy a len vtedy ak

Ap>0,((-1)f A >0),k=1,2,...,n

kde
a;; a2 ... QA1
a1 G2 ... Qg N 2?f(a)
A, = ] . .|, pricom a;; = ——= = aj;.
: : ‘. : 8.1'38371
Qr1 Ao ... ek

Ak A, # 0 a kvadratickd forma nie je definitnd, potom je indefinitnd.
Example 275 Ndjdite extrémy funkcie
[:R* — R, flv,y,2) = 2° +y* + 2* + 122y + 2z.

Solution 276

of a2

%(x, y,z) = 3x* + 12y,

of

—_— =2 12

é,y(x,y, z) =2y + 12u,
of
— =2 2.
5, (12, 2) = 22+

V' kritickom bode plati
B . Of B af B 0 B
Vf(x,y,z) - O tj ax(x7y72) - ay<x7y7 Z) - az (xvya Z) - 0

Potom
z=-1,y=—62,32> —T20 =0= 2, = 0,2, = 24.

Staciondrne body si a' = (0,0, —1), a®> = (24, —144, —1), dalej mdme

>’f >’f O’ f
@("ana Z) - 61'7 am—ay(x’y’ Z) - 12a m<x7y7 Z) - 07

0*f o0 f 0*f
a—y2($7y,2) = 27 ayaz(xaya Z) = 07 @(ﬂ%yaz) = 2.

Potom v bode a* = (0,0, —1) podla Sylvestrovho kritéria

0 12 0 0 19
Ag=1]12 2 0|=-288<0,A,= =-144<0,A;=| 0| =0,
0 0 9 12 2
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nie je extrém, je to sedlovy bod. To isté tvrdenie dostaneme, ak pouZijeme druhjy
diferencidl:

hih; = 24hyhy + 2h3 + 2h3,

D far (B Z

odkial plynie, %e pre h* = (1,—1,1) mdame: D?fa(h) = —20,pre h* = (1,1,1)
mdme: D?fq1(h) = 28. Druhy diferencidl je indefinitnd kvadratickd forma a bod
a'je sedlovyj bod. V bode a® = (24,144, —1) podla Sylvestrovho kritéria

144 12 0
As=|12 2 0 _288>0,A2—’
0 0 2

144 12

5 5 ‘_144>0, A, = [144] = 144 > 0,
je f(24,—144,—1) = —6913 lokdlne (relativne) minimum. Ak pouZijeme druhy
diferencidl:

D?fo> (R Z a:c 8x hih; = 14402424y hy+2h3+2h2 = 2 [(6hy + hy)? + 36h% + B3] > 0, Vh # 0,
iUy

odkial’ plynie, Ze druhy diferencidl je kladne definitnd kvadratickd forma a v bode
a® funkcia nadobida lokdine minimum f (24, —144, —1) = —6913. [J

Vhodnym prikladom je aj metéda najmensich stvorcov, t.j. iloha prelozit’ pri-
amku y = ma+c bodmi (1, y1), (2, Y2), - - ., (Tp, Yp). Pritom chceme aby f(m,c) =

P (yi — max; — ¢)? bola ¢o najmensia.

Remark 277 Ak test druhou deriviciou v bode a = (a,b,c) zlyhd, potom treba
skimat priamo rozdiel f (a+ h)— f(a) = f(a+h,b+k,c+1)— f(a,b,c) pre kazdé
h = (h,k,1).

Example 278 Ukdzte, Ze jediny staciondrny bod funkcie
[ R} — R, f(z,y,2) = arctg(a® +y* + 2%) — (wy + yz + 22)
je bod (0,0,0) a urcte jeho druh.

Solution 279

af 2x
or (xya )_1+<I2+y +22) —(y+2),
0f 2y
8f 2z
az(x y,2) = 1—|—(x2+y2+22)2_(x+y)

V' kritickom bode plati

0 0 0
Vf(r,y,z) =0 tj. a—i(x,y,z) = 8—£(x,y, z) = 8—£(x,y, z) = 0.
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Potom aj

_of of o 2
0_ 85L‘(x’y72) ay(x7yuz)_(x y) 1+1+($2+y2+22)2

, g T =1y.
Pretoze vztahy su symetrické, dostaneme napokon x = y = z. Teda staciondrny

bod bude mat siradnice (x,x,z), odkial

2x
14 9x4

—2x=0,ty. x=0.

Teda (0,0,0) je staciondrny bod. Ak urobime test druhou derivdciou, tento zlyhd
(presvedéte sa o tom). Vyjadrime si rozdiel

f(h,k,1) = £(0,0,0) = arctg (h* + k* + 1*) — (hk + ki + hl)

Pre funkciu arctgu pouZijeme Taylorov rozvoj:

w oo

arctgu =u— — + — — ..., re |u| < 1.
g 7T F pre  |ul

Potom pre (h,k,l) blizko (0,0,0) mame

(h? + k? +1?)3
3

f(h, k1) — £(0,0,0) = h? + k> + 1% — — (hk 4+ Kkl + hl) + E,

kde E pozostdva z vijrazov vyssich radov. Potom pre dostatocne malé h mdme

6
f(h,0,0) = h* — % >0, zatial ¢o f(h,h,h) = —9h% < 0.

Teda bod (0,0,0) je sedlovy bod. O



98
Cvicenia.

V nasledujicich prikladoch ndjdite lokdlne extrémy funkcii

1. f(z,y) = 223 —2y*+522+y>. [f (0,0) = 0 lokdlne minimum, sedlové body (1,4), (1,—4), (—

2. f(z,y) =e*(z+y*+2y).

[f (%, —1) = —3 lokdlne minimum}
3. f(z,y)=2>+y>+3zy +2.

[f (=1,—1) = 3 lokdlne maximum, sedlovy bod (0,0)]
4. f(x, y)—5xy—|—25—|—— x>0,y>0.

[ (5,%) = 30 lokdlne minimum)|

5. f(z,y) = %y+(47—x—y) (%—i—%)
[f (21,20) = 282 lokdlne maximum]

y) =y (2—z—y).
[f (2,2) = £ lokdlne maximum , sedlové body (0,0), (0,2), (2,0)]

7. f(z,y) =¥ (2y2 +22). [f(0,0) = 0 lokilne minimum, f (0,1) = 2, £(0,~1) = 2
)

= 2%y* (3 — 4z + 6y)

i —% = 400 lokdlne maximum,
v bodoch {( LT > 3} A f y Dy < >t st lokdlne maxima, pre ktoré f(.,.) =0,
v bodoch { cr < 4} A { Dy > 2} st lokdlne minimd, pre ktoré f(.,.) =0,

sedlové body (%, ()) a (O l) .

)
9. f(z,y,2) =2+ y* + 2> —xy+ 22 + .

[f (‘%: —%, —1) = —% lokélne minimum}

10. f(x,y,2) = 32% + 3z + 2y* + 2yz + 2y + 222 — 2z.
[f (—%, -1, 1) = —% lokélne minimum}

11. f(z,y,2) =222 + 4> + 22 — xy — x2.
[(2,1,7) - sedlovy bod]

12. f(x,y,2) =2+ 9>+ 22 + 20 + 4y — 62.
[f (—1,—2,3) = —14 lokdlne minimum]|

13. f(x,y,2) =y*+ 222+ 22 — 2y — 22.

(% % %) - sedlovy bod}

[
4. f(z

/\

,2) = 23 +y? 224+ 120y +22. [f (24, —144, —1) = —6913 lokdlne minimum, (0,0, —1) - sec
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Veta o funkcii uréenej implicitne.

Skiimajme mnozinu bodov (z,y) € R? ktoré spliiajui rovnicu F (z,y) = 0,kde F
je dand funkcia dvoch premennych. Analytickd geometria ndm poskytuje mnoho
prikladov kriviek, ktoré v kartézskom siradnicovom systéme Spiﬁajl’l funkciu typu
F (z,y) = 0. Napriklad rovnica kruznice: 2?+y?—1 = 0, alebo rovnica priamky z+
y—1 = 0. Bude nés zaujimat aké vlastnosti funkcie F' zarucia, ze rovnica F (x,y) =
0 definuje jednozna¢ne hodnotu y pre nejaké x,t.j. kedy rovnica F'(z,y) = 0
definuje jednoznacne funkciu jednej premennej f :y = f (x).

Example 280 Ndjdite mnozinu bodov v R?, ktord spzmz rovnicu x° + y*> + 1 = 0.

Solution 281 V R? neexistujii body, ktoré sthajti dani rovnicu. Teda hladand
mnoZzina bodov je prazdna.l]

Example 282 Ndjdite mnozinu bodov v R?, ktord spZﬁa rovnicu x° + y* = 0.

Solution 283 V R? ezistuje jeding bod, ktory stha dani rovnicu a to zaciatok
suradnicovej siustavy - (0,0). O

Example 284 Ndjdite mnozinu bodov v R?, ktord spZﬁa rovnicu 2z +y — 4 = 0.

Solution 285 Je to mnoZina bodov, ktoré leZia na priamke. Pre kaZdé xr € R
existuje jediné y = 4—2x. Potom rovnica 2x+y—4 = 0 definuje jednoznacne funkciu
y=f(x),VralF(z,y) =2x+y—4=0 md vlastnost' F (z, f (z)) =0, Vo € R.OI

Example 286 Ndjdite mnozinu bodov v R?, ktord spiLa rovnicu x* +y* — 1 = 0.

Solution 287 Dand rovnica je rovnicou kruZnice so stredom v bode (0,0). Pre
kazdé v € (—1,1) vieme ndjst dve hodnoty y také, 2e x*> +y*> —1 = 0. To znamend,
Ze dant rovnicu splha nekoneéne vela funkcii, napriklad: f:(—-1,1) — R

B V1—22 prex e (—1,a)
f@){ —V1—22 prez € (a,l) ac(=L1) .

Potom f () splia rovnicu F (z, f (z)) = 22 + f2(z) — 1= 0.0

Nebudeme sa zaujimat’ iba o existenciu takej funkcie y = f () danej rovnicou
F (z,y) = 0 ale aj o jej spojitost’ a diferencovatelnost. Ak v poslednom priklade
vyberieme bod (ai,as) taky ze F (a1, a2) = a2 + a3 — 1 = 0. Potom tvrdime, Ze
pre 'ubovolny bod (a1, as), a; # +1 taky, ze F' (a1, az) = 0 existuje jedind spojita
funkcia y = f (x) definovand v nejakom okoli bodu = = a; takd, ze F' (z, f (xz)) =0
pre kazdé x z tohto okolia bodu aja plati f (a1) = ay. Teda kazdy bod (aq,as) z
jednotkovej kruznice s vynimkou bodov (—1,0) a (1, 0) lezi na grafe spojitej funkcie
y=f(z) =+V1—2a?akay >0, ktord spliia rovnicu 22 4+ 42 — 1 = 0. Ale v ziadnom
bode z okolia bodu a; = —1 alebo a; = 1 neexistuje funkcia y = f (x) definovana
rovnicou z2 + y* — 1 = 0.
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Definition 288 (Funkcia definovand implicitne.) Nech a=(a,b), O (a) C A C
R?> a F:A— R a nech plati

F(a,b) =0.

Ak existuje funkcia
f:0(a) —0(b),y=f(z),
(O (a), O (b) su okolia bodov a resp. b), takd Ze

F(z,f(x))=0,Vz€O(a),

ktord spiLa podmienku
fla) =10

hovorime, ze f je funkcia definovand implicitne v O (a) rovnicou F (x,y) = 0.

V dokaze vety o implicitnej funkcii budeme potrebovat’ nasledujicu vetu.

Theorem 289 (Veta o pevnom bode) Nech X C R" je uzavretd podmnoZina a
nech f : X — X je kontrakcia. Potom f md v X jeding pevny bod, t.j. existuje
jeding bod z € X taky, ze f (2z) = z.

Theorem 290 (Veta o implicitnej funkcii) Nech F : A — R, kde A C R? je
otvorena mnozina a F € C*(A), k > 1. Nech a = (a,b) € A je taky, 2e F (a) =0

9Fa) 4 (. Potom existujii okolia O (a), O (b), O (a)x O (b) C A a jedind funkcia
f O( ) — O (b) takd, ze

F(z, f(x))=0,Vz €Ola),

fla) =0,
funkcia f je z triedy C* (O (a)) a
OF(z.f(z))
[ (@) = =555y V2 € O (a).
Oy

Example 291 Nech F (z,y) = 2% + y? — 1. Zistite, ¢i veta o implicitne urcenej
funkcii plati pre bod

a) a=(0,1)

b) a=(1,0)

Solution 292 a) Plati: funkcia F € C* (R*,R), F (0,1) = 0, 2500 = 2y, =
2 # 0. Predpoklady vety o implicitnej funkcii si splnené, teda funkcia F (x,y) =0
a bod a = (0,1) implicitne urcuji v O (0) funkciu f : O(0) — O (1) takd,
2¢e f(0) =1 a F(x, f(x)) =0,Vx € O(0). Naozaj funkcia f(x) = V1 — 122 je

touto hladanou funkciou. Pre jej derivdciu z vety o implicitnej funkcii dostaneme:
OF (2.1 ()

f'(z) = _W = _%|y=f(z) = —2—% = ——, Vo € 0(0). Taky isty
vysledok dostaneme, ak priamo derivujeme funkciu f (x) = /1 — x2.
b) V tomto pripade sice plati, z2e F (0,1) = 0, ale %}/70) = 2yly=0 = 0. To

znamend, Ze predpoklady vety nie si splnené a v tomto bode neexistuje implicitne
urcend funkcia.[J
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Example 293 Nech F (z,y) = 2 + y> — 1. Zistite, ¢i veta o implicitne urcenej
funkcii plati pre bod (1,0).

Solution 294 a) Plati: funkcia F € C* (R2,R) ,F(0,1) = 0, ale 3F6(1,0) _
Y

3y?|,=0 = 0. To znamend, e predpoklady vety nie si splnené a veta turdi, e tomto

1
bode neexistuje implicitne uréend funkcia. Aviak z3+1y3—1=0<+=y= (1 —2°)3,
¢o existuje Vo € R. To znamend, %e funkcia implicite uréend rovnicou x3+y3>—1 = 0
a bodom (1,0) ezistuje, ¢o zaroven ukazuje, ze predpoklady vety si iba postacugiice
pre existenciu implicitne urcenej funkcie, ale nie si nutné.[

Example 295 Nech F (x,y) = ye* + e¥. Ndjdite, ak ezistuje funkciu urcend im-
plicitne rovnicou F (z,y) =0 a bodom a = (—1,—1).

Solution 296 Plati: funkcia F € C* (R*, R), F (—1,—1) = 0, 2= — ev 4
Y| (zy)=(-1,—1) = 2~ # 0. Predpoklady vety o implicitnej funkcii si splnené, teda
funkcia F (x,y) = 0 a bod a = (—1,—1) implicitne urcuji v O (—1) funkciu f :
O(=1) — O(-1) taki, 2e f (—=1) = —1a F (z,f (z)) =0, Vo € O(—1). Funkciu
nevieme vyjadrit’ pomocou elementdrnych funkcii, ale pre jej derivdciu podla vety
o implicitnej funkcii dostaneme:

OF (z.f(x)) T T
! _ ox _ ye — € f(l') _
f (.Z') - 8F(J[;’f($)) - _ez T ey‘y:f(:p) = ot + ef(m), Vo € O( 1) .0
Y

Viazané extrémy.

Casto hl'addme extrémy problémov, pri ktorych su pritomné dodatoéné podmienky.
Napriklad problém urcenia najvicsieho objemu valca s danym povrchom (najeko-
nomickejsi tvar), alebo problém hl'adania bodu na danej krivke najblizsie od za-
Giatku suradnicovej sistavy. Tieto problémy maji nasledujicu formu: hladdme
extrémy funkcie f(x), pricom plati podmienka g(x) = 0. Tak namiesto hl'ada-
nia extrémov funkcie f s @, ktoré sa volne menilo, @ teraz musf spliat’ rovnicu
g(x) = 0. Nech S = {x € R";¢g(x) = 0}. Je to hladina funkcie g. Ak napriklad
n = 3, je to plocha. Tak extrémy funkcie f, ktord Spiﬁa podmienku g(z) = 0 sd
extrémami funkcie f|s.Napriklad ak f m4 lokdlne minimum v bode a, pricom je
splnend podmienka g(a) = 0, pre a € S, potom existuje okolie U bodu a také, ze
f(x) > f(a) pre kazdé x € S N U. Jeden pristup k hl'adaniu viazanych extrémov
je taky, ze pouzijeme rovnicu g(x) = 0 priamo, aby sme problém zjednodusili.

Example 297 Ndjdite extrémy funkcie f (z,y) = 3z + vy, ked 2% + y* = 1.
Solution 298 Hladdme extrémy funkcie f na kruznici s polomerom 1. Ak poloZime
r=1cos0, y=sin0, 0 <O < 2,

potom hladdme extrémy funkcie f(©) = v/3cos O+sinO. T.j. f'(0) = —/3sin O+

cos O, to znamend Ze staciondrne body si tg© = \/Lg, cize © = %, %”. Mdame
f (%) =2af (%”) = —2. Toto su mazximum a minimum [ na jednotkovej kruznici.

Je samozrejme moinij aj ing pristup, ak vyjadrimey =1 — 22 ay = —v/1 —22,...0
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Example 299 Ndjdite extrémy funkcie f (x,y) = x*> — 2z + y? na krivke y* = 3x.

Solution 300 Problém je ekvivalentny s hladanim extrémov funkcie f(x) = x*+x.
Potom f'(x) = 2z + l,teda v = —% je staciondrny bod. Awvsak bod v = —%
nezodpovedd *iadnemu bodu na krivke y* = 3x,pretoze y*> > 0. Kde je teda chyba?
sZabudli“ sme povedat, kde je funkcia f(x) definovand. Pretoze y* = 3z, tak
r > 0 a teda funkcia f(x) = 2 + z je definovand pre x > 0. Lahko vidiet, e

f'(z) =2x+1>1na(0,00), teda f je rastica s minimdlnou hodnotou f(0) = 0.0J

V predchadzajicich prikladoch bolo riesenie jednoduché. Si vsak problémy,
kde podmienku (viizbu) nemozno redukovat’ na problém jednej premennej. Vtedy
aplikujeme ini metédu, ktord geometricky popiseme:

Predpokladajme, ze chceme maximalizovat f(x) s viizbou g(z) = 0. Aby sme
mohli podat’ nazornejsiu interpretdciu budeme pracovat’ v priestore R®. Potom
podmienka g () = 0 je plocha S - hladina funkcie g a chceme maximalizovat’ f(x)
pre x € S. Ak a € S je lokdlne maximum funkcie f|s nemozme hovorit, ze f(a)
je maximom v kazdom pevnom smere, ale iba v tych smeroch, ktoré odpovedaji
bodom leziacim v S. Inymi slovami smerové derivicie funkcie f budi nulové pre
vsetky smery, ktoré su dotykové ku S v bode a.Ak T je 'ubovol'na dotyc¢nica ku S v
bode a,mime V f(a)-T = 0. To znamend, ze V f(a) je rovnobezné s Vg(a) (pozri
??7 ), inymi slovami existuje taky skalar A\ taky, ze Vf(a) = AVg(a). Iny sposob
ako dostat’ tento vysledok je, ze pripomenieme, ze V f(a) uddva smer najviicsieho
rastu f. Ak Vf(a) nie je ortogondlne ku S, mézme sa v mnozine S pohybovat),
pretoze f rastie a v bode a nie je maximum.

Theorem 301 (Lagrangeove multiplikatory) Nech G C R" je otvorend a nech
f,9: G(CR") — R st z triedy C*(G). Nech S = {z € G;g(x) = 0} a pred-
pokladajme, Ze f nadobida viazany extrém v bode a € S. Potom ak Vg(a) # 0,
existuje A € R také, ze

Vf(a) = AVy(a). (1))

Rovnicu (1) mozme dostat’ tak, ze uvazujeme tzv. Lagrangeovu funkciu L,
ktori definujeme:

L:f_)‘g7

kde f je funkcia ktorej extrémy hl'addame a g je viizba. V bode a € SNG, v ktorom
je funkcia diferencovatelnd mame:

VL(a) =Vf(a) — AVg(a).

Podmienka (1) znamend, ze existuje ¢islo A také, ze v staciondrnom bode a je
VL(a) = 0. Potom problém ako ndjst’ takyto staciondrny bod je ekvivalentny s
rieSenim systému n + 1 rovnic

0L (a) 0L (a)
——=0,... =0 =0
axl Y ) axn 7g(a’)
s n+ 1 nezndmymi A\, ay, as, ..., a,, kde @ = (ay,as, ..., a,).

Poznamenajme, zZe veta 290 o Lagrangeovych multiplikdtoroch ddva nutni pod-
mienku pre extrém. Hovori, ze vietky mozné extrémy sa vyskytuji v bodoch a € S,
kde V f(a) = AVg(a), alebo v bodoch b, kde Vg(b) = 0, ale nie v kazdom takomto
bode extrém skutocne je.
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Example 302 Ndjdite body na ploche 2? = xy+ 1, ktoré leZia najblizsie k zaciatku
suradnicovej stustavy - bodu (0,0,0).

Solution 303 Nech f(z,y,z) = 2*> +y* + 2%, g9(x,y,2) = vy + 1 — 2%. Potom

Vi(r,y,2)=AVg(z,y,z)

ndm ddva rovnice:

Vi(z,y,2) = (2x,2y,22), Vg(z,y,2) = (y, 2, —22)

20 =My 2y = Ar, 22 = —2\z, oy — 22 +1=0
Riesenim tohto systému dostaneme body:
ak A=-1,(0,0,1), (0,0,—1); ak A=-2,(1,—1,0), (—1,1,0)
a mame
f£(0,0,1) =1 = f(0,0,—1) — minimum
f(1,-1,0) =2 = f(—1,1,0)—ani minimum ani mazximum (z geometrického ndahladu).C]

Remark 304 V predoslom pripade bolo jasné (z geometrického ndhladu), Ze min-
imum existuje, ale mazximum nie.

Je prirodzené, ze by sme potrebovali podobny test ako test druhymi derivéci-
ami, preto uvedieme postacujicu podmienku pre existenciu extrému s viizbou.

Theorem 305 (Postacujica podmienka). Nech G C R"™ je otvorend a nech funkcie
f,9: G(CR") — R si triedy C*(G). Nech S = {z € G;g(z) = 0} a predpok-
ladagme, Ze f md v bode a € S staciondrny bod (t.j. V f(a) = AVg(a), g(a) =0).
Nech Lagrangeova funkcia L : G — R, L(x) = f(x)—Ag(x) je vytvorend pomocou
Lagrangeovijch multiplikdtorov. Nech D?L, (h) je kvadratickd forma

0L (x
Z Oz 83:1

4,7=1

definovand na mnozine T,(S) = {h € R";Vg(a) - h = 0}, t.j. mnoZina vektorov
dotykajicich sa S v bode a. Potom ak

a) D?Lg (h) je kladne definitnd pre kazdé h € T,(S), v bode a je ostré lokdlne
minimum funkcie f s vizbou g (x) =0,

b) D?Lg (h) je zdporne definitnd pre kazdé h € T,(S), v bode a je ostré lokdlne
maximum funkcie f s vizbou g (x) =0,

c) D?Lg (h) je indefinitnd na T,(S), bod a je sedlovy bod funkcie f s vizbou
g(x) =0.

Example 306 Zistite druh staciondrnych bodov v predchddzagiicom priklade.
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Solution 307 V predchddzajicom priklade sme uz urcili o aky druh staciondrnych
bodov sa jednd, teraz to potuvrdime pomocou predchddzajicej vety. Oznaéme

ak N\ = —1 mdme body aV) = (0,0,1), a? = (0,0,—1)
ak A = —2 mdme body a® = (1,-1,0), a® = (=1,1,0).

Ndjdeme hodnoty pre D* L) (k) a D*Lgs) (k) . Jednoduchym vgpottom sa presvedéime,
ze

2L 2L 2L 2L
0 _s 0 0 08 _o

_ ) B ’L 0L
Ox? " Oyoxr 7 0z0x T Oy?

Potom pre lubovolné h = (h, k,l) mame:
D?Lg (h) = 2h* — 2\hk + 2k + (2 4+ 2)\) 1%,
Pre bod a®V) mdme:
Vg(ah) = (y,2,—22)|001) = (0,0, -2),
potom
heT,H(S)=(0,0,-2)(h,k,])=0= -2l=0=1=0,
teda dotykovy vektor ma tvar h = (h, k,0), kde h,k € R. Potom
D?L,u) (h) = 2h* 4+ 2hk + 2k* = B> + k> + (h + k)? > 0.

Kuvadratickd forma je kladne definitnd, to znamend %e v bode a'V) je ostré lokdlne
minimum. Pre bod a® mdme

Vg(a®) = (-1,1,0) = h € T, (S) = h = (h,h,1).

Potom
D?L . (k) = 2h* 4+ 4h? 4+ 2h? — 21> = 8p* — 2I°.

Kvadratickd forma je indefinitnd, to znamend e v bode a'® je sedlo. O

Podobné vety platia aj pre hl'adanie extrémov danej funkcie s viacerymi véizbami,
ale my sa tu nimi nebudeme zaoberat.

Extrémy na kompaktnych mnozinach.

Podl'a vety 200 spojité funkcia nadobida na kompaktnej (uzavretej a ohranicenej)
mnozine svoje minimum aj maximum. Tieto extrémy budeme hl'adat’ nasledujicim
sposobom:

e najprv ak int(A) # () nagjdeme staciondrne body funkcie f, aby sme uréili
mozné lokdlne extrémy v int(A).

e uvazujeme body z 0A.Casto sa da pre body z ¢asti hranice £ € 0A pisat,
ze su to body, ktoré spliaji rovnicu g () = 0, teda na hranici kompaktnej
mnoziny je to problém viazanych extrémov,
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e 7 nich vyberieme najviicsie a najmensie hodnoty.

Example 308 Ndajdite najvdcsiv a najmensiu hodnotu funkcie f(x,y,z) = 2% —
xy + 3% — 2% na a vo vniitri elipsoidu 32 + 3y + 2° = 4.

Solution 309 Elipsoid + vnitro nam ddva kompaktnid mnoZinu
A={(x,y,2) € R*32% + 3y* + 2* < 4}.

Staciondrne body vnitra elipsoidu (ak existuji) vyhovuji rovnici

Vf(r,y,2z)=2x—y,2y —x,—2z) = (0,0,0).

Riesenim je teda jeding staciondrny bod (0,0,0) € int(A) a £(0,0,0) = 0. Pomocou
testu cez druhé derivdcie dostaneme, Ze je to sedlovy bod, pretoZze

2 2 2 2 2 2

T _y 8 _ 4 TF ﬁ:Q,af 0,70 _ o
0x? Oyox 0z0x 0y? 0z0y 072
potom pre h = (h, k,l) mdme

D?Looo) (h,k,1) = 2h* — 2hk + 2k* — 21> = B> + k* + (h — k)* — 2%,

co je indefinitnd kvadratickd forma. Toto sme vSak nemuseli robit. FExtrémy na
hranici st viazané extrémy funkcie f s vizbou g(x,y,2) = 322 + 3y? + 22 —4 = 0.
Zostrojime Lagrangeovu funkciu
L(z,y,2) = f(z,y,2) = Ag(x,y,2) = 2 —ay +y* — 2* = ABa® + 3y + 2° — 4),
odkial
gradL(z,y,z) = VL(z,y,2) =0
co implikuge
2r —y —6\x =0 (
—r+2y—6Ay =0 (
—22—-2X\2=0 ((c
302 4+3y°+2°—4=0 (

Z (c) plynie alebo z = 0 alebo A = —1. Ak z = 0, potomy = (2—6\)x, x = (2—6\)y
teda x =0 =y = 0, potom y = (2 — 6)\)*y = (2 — 6)\) :j:1:>)\:% alebo
A = 3. Bod (0,0,0) sa vSak nenachddza na elipsoide a preto pre hodnoty \ = % a
A = 3 dostdvame, Ze y = x alebo y = —x.Napokon dostaneme $tyri body

(he) (e

a ak A = —1 dostaneme body (0,0,+2). Pre tieto body mdme:

(0
f(:t%,i%,o)—g f( \/_,:F\/_ ):2,f(0,0,ﬂ):—4,

odkial' vidiet, ze minimum —4 sa nadobida v bodoch (0,0,£2) a maximum 2 v

I Ly ST

bodoch < j:} 0> (j: jé, F-= \/6’ ()) . Tento vysledok mozZeme poturdit’ aj pouZitim
kvadratickej formy (druhého diferencidlu) D?L, (h).00
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Cvicenia.
1. Vypocitajte parcidlne derlvame gradient a diferencidl funkcie f (z,y) = —(3962 1)
vbode a= (—1,1). a(-11) =35, 8y( L) = 343,gmdf( )_(%7_%)7]
Df( ]. ].) (h) 343h1 343h2, kde h (hl, hg)

23
2. Vypocitajte (I Y o PI@y) oy flz,y) = { 2242 (z,y) # (0,0)

Ox Oyox 0 (SE, y) = (07 0)
Af(zy) _ 2z*+6x2y® 9f(0,0) _ 9 O f(xy) _ daty—1222¢3  92£(0,0)

ox - (a:2+y2)27 ox ' T dydr (Z’2+y2)3 » T Oydx —neex1stu3e

3. Nech f : R R, f(l‘,y) _ { (x2+y2)osinﬁ E:E,y) 7: (0,0) Vy-

°£(0,0)  92£(0,0)
Oyoxr 7 Ox0y

82£(0,0) 9%£(0,0) _
[ oydx 0, Toxdy 0}

pocﬂ;agte

™

4. Vypocitajte derivdciu funkcie f (z,y) = €Y cos(z +y) v bode a = (3,0) v

27
smere vektora e = <%, %g) _

[ (@) = fe(a) = =3 (1 +V3)]

5. Najdite derivdciu funkcie f (z,y) = 32? — 62y + y* v bode a = (_%’ —%) v

smere I'ubovol'ného jednotkového vektora e. Zistite v akom smere je derivicia

(a) nulova, [el = (—ﬁ ﬁ) ey = (ﬁ _ﬁﬂ

22 53
S arvt - \/§ \/5
(b) najvicsia, [63 = (77 7)]

(c) najmensia. [e4 = <_727_?2>]

V nasledujicich prikladoch néjdite lokdlne extrémy funkcif
L. f(z,y) = 223—zy*+522+y> [f (0,0) = 0 lokdlne minimum, sedlové body (1,4), (1, —4), (—g,i

2. fx,y) =e*(z+y"+2).

[f ( - ) = —¢ lokdlne mlmmum}

3. f(zy) =2 +y*+3zy + 2.
[f (=1,—1) = 3 lokdlne maximum, sedlovy bod (0,0)]

4. (xy)—S:z:y+25+ , x>0,y >0.

f
[ (2, 5) = 30 lokdlne mmimum}
f

() =sy+ @ —a—-y) (§+%).
[f (21,20) = 282 lokdlne maximum]

d.
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11.

12.

13.

14.
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w

NS
I
o

0 (2 4 2?) [f(0,0) = 0 lokdlne minimum, f(0,1) =2, f(0,—1) = 2 lokdln

f(z,y)
 f(zy) = 2%9y% (3 — 4o + 6y)

i —% = 12 400 lokdlne maximum,
v bodoch {(z,0):z > 2 f y :y < 3} sd lokdlne maximé, pre ktoré f(.,.) =0,
v bodoch { T < 4} A { Dy > } su lokdlne minim4, pre ktoré f (.,.) =0,

sedlove body ( O) a (O 1)

12
flay,2) =0 +y* + 22 —ay + 22 + .
[f (=%,—1 —1) = —1 lokdlne minimum]|

3

[f (—3,-1,1) = =4 lokdlne minimum]|

f(z,y,2) =222+ 92 4+ 22 — 2y — 22,
[(2,1,7) - sedlovy bod]

f(mayaz) :$2+y2+z2+2$+4y—62
[f (—=1,—-2,3) = —14 lokdlne minimum]|

f(x

Y, 2) = y2 + 222 + 20 — xy — 22,
(% % %) - sedlovy bod}

[ (z,y,2) = P+y*+224+122y+22. [f (24, —144, —1) = —6913 lokdlne minimum, (0,0, —1) - sec
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Integralny pocet funkcii viacerych premennych.
Integrovanie cez n-rozmerné kvadre.
V Matematickej analyze I sme pre po ¢astiach spojiti funkciu funkciu f : (a, b) —
R zaviedli pojem Riemannovho integralu obycajne oznacovaného ako fab f(z)dx.
Tento pristup rozsirime na funkcie viacerych premennych.

Analégiou intervalu z R je pojem pravouholnika (kvédra) v R".

Definition 310 n-dimenziondlnym intervalom (n-intervalom, n-rozmerngm kva-
drom) E € R" budeme nazgvat kartézsky sicinn intervalov, t.j. ak a = (a1, as, ..., a,), b=
(b1,ba,...,b,), pricom a; < b;, Vi =1,2,... n.

E(a,b)={xc R"a; <z;<b,i=1,2,...,n}.

V pripade, ze n = 1 je to uzavrery interval, ak n = 2 potom je to obdiznik, pre
n = 3 kvdder a vo v8eobecnom pripade je to n-interval so stranami dizky b; — a;.

Intervaly maju dizku, obdiZniky plochu, kvadre objemy. Aby sme tento pojem
mohli pomenovat’ vieobecnou terminolégiou zavedieme tzv. Jordanovsky obsah
alebo iba obsah (mieru) . Preto n-dimenziondlny obsah n-intervalu E(a, b) defin-

ujeme
n

o(B) =[] — a).

=1

Remark 311 Poznamenajme, Ze napriklad interval (a,b) moze byt povaZovany aj
za degenerovany obdlznik {(a,b) x {c,d) s ¢ =d. Jeho 1-dimenziondlny obsah je

c({a,b)) = b —a,
ale 2-dimenziondlny obsah je
c({a,b) x (¢, d)) = (b—a)(d —¢) = 0.

Konecné zjednotenie n-intervalov E;, S = [J;_, E; sa nazyva neprekryvajtce,
ak kazdé dva intervaly nemaju spoloéné vnitorné body int(E;) Nint(E;) = 0, #
i, =1,2,...,n. Ak S je také konecné zjednotenie, tak

=1

Ak plati S = (Ui, Ei aj S = U], Fj, potom ¢(S) je taky isty pre obe konecné
zjednotenia. Ak Sj, S su dve neprekryvajice sa mnoziny (konecné zjednotenia),
tak plati

C(Sl U SQ) = C(Sl) + C(SQ).

Thito vlastnost’ihned’ mozno rozsirit' na kazdé konec¢né zjednotenie, je to tzv konecné
aditfvnost’ obsahu.

Definicia Riemannovho integrédlu redlnej funkcie definovanej na n-intervale je
takd istd ako definicia integrdlu redlnej funkcie na intervale. Hlavny rozdiel je v
tom, ze dlzku intervalu zamenime za obsah n-intervalu.
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Definition 312 Delenie D intervalu {(a,b) je koneénd mnoZina {zo,z1,...,T,}
takd, Ze a = 9 < 11 < --- < x, = b. Ak E(a,b) je n-interval a D; je delenie
intervalu {(a;, b;), potom D = Dy X Dy X --- x D,, je delenie n-intervalu E.

Teda delenie rozdeli £ do mensich intervalov. Ak D; deli (a;, b;) do p; subin-
tervalov, potom D deli E do pips...p, podintervalov. Napriklad v R? delenim
obdlznika dostaneme siet. Hovorfme, ze delenie D, (n-intervalu) je zjemnenim
delenia D, ak vsetky n-intervaly z Dy patria tiez do D;.

Definition 313 Nech D je delenie E (a,b) do p n-intervalov E; a nech f : E (a,b) —
R je ohranicend funkcia. Potom horngmi a dolnymi integrdlnymi suctami rozu-
mieme

P P
H(f,D)= ZMiC(Ei)7 D(f,D) = ZmzC(Ez)
i=1 i=1
kde M; = supgep, f(x) a m; = infzep, f(x).
Je ocividné, ze pre kazdé delenie D méme
D(f,D) < H(f,D).

Ak n =1a f > 0, horné sucty aproximuji zhora plochu medzi grafom funkcie
a osou a dolné sucty tito plochu aproximuji zdola. Podobnd je interpretdcia ak
f > 0 je definovand na nejakom obdlzniku v R?. Potom horné sucty zhora a dolné
sucty zdola aproximuju objem medzi rovinou z = 0 a ,plochou” z = f(z,y).

Theorem 314 Ak D' je zjemnenim delenia D, potom
D(f,D)<D(f,D") a H(fD')<H(f D).
Theorem 315 Ak D a D' siu dve rézne delenia, potom
D(f,D)<H(f,D").

Definition 316 Ohranicend funkcia f : E (a,b) — R sa nazgva (riemannovsky)
integrovatelnd ok ku kazdému € > 0 existuje delenie D, také, Ze

H(f,D.)—D(f,D.) <e.
Tdto podmienka je ekvivalentnd s podmienkou, Ze

sup{D (f,D); D je delenie E (a,b)} = inf {H (f,D’); D' je delenie F (a,b)}
((1))
Hodnota, ktora vyhovuje (1) sa vold urcity integrdl z funkcie f na F (a,b) a oz-
nacujeme ju [, f (x)dx, alebo [, f (x)dwidzs, ... dx,, alebo iba [, f.
Tak I = [, f je jediné redlne ¢islo takeé, ze

D(f,D)<I<H(f D),VD.

Example 317 Funkcia f : E (a,b) — R, f(x) = k je integrovatelnd funkcia.
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Solution 318 Plati
D(f,D) = ke(E) = H (f, D).

Odtial dostavame [, f (x) dx = ke(E).O

Theorem 319 (Veta o vlastnostiach integralu) Nech f, g si integrovatelné funkcie
na E (a,b) a nech keR. Potom plati

1) kf + g je integrovatelndg a plati [, kf+g=Fk [, f+ 59 (Linedrnost).

2) Ak f(x) > 0, pre kazdé x € E (a,b), potom [, f > 0; ak f(x) > g(x), pre
kazdé x € E(a,b), potom [, f > [,g.

3) Ak m < f(z) < M, pre kazdé x € E (a,b), potom me(E) < [, f < Mc(E).

4) Ak f je integrovatelnd, potom aj |f| je integrovatelnd a plati UE f‘ < Jzlf]-

Existuju vel'ké triedy integrovatel'nych funkcii, napriklad - spojité funkcie. My
chceme ndjst’ nutné a postacujice podmienky integrovatelnosti.

Example 320 Funkcia

1 pre x iraciondlne
0 pre x raciondlne

J

F0n— R0 -
nie je riemannovsky integrovatelnad.
Solution 321 Kazdy horny sucet H (f, D) =1 a kaZdy dolny sucet D (f, D) = 0,

pretoze kazdy interval vidy obsahuje raciondlne aj iraciondlne c¢islo. Funkcia f je
nespojita v kazdom bode z (0, 1) .00

Nutnd a postacujiica podmienka integrovatel nosti.
Teraz budeme skimat’ mnoziny bodov nespojitosti funkcie.

Definition 322 Oscildcia ohranicenej funkcie f : S(C R") — R na S je defi-
novand
oscf(S) = sup {f(z) — f(y)}.

x,YyesS

Pre oscildciu plat{
oscf(8) =sup {f(2)} — Inf {f(y)},
I'ahko si mozno overit’, ze
oscf(Sy) < oscf(Sz) ak S; C Ss.
Definition 323 Oscildciou f v bode © € S budeme rozumiet’ ¢islo

W) = inf {oscf(Os(x) N S);0 > 0} = 6£I%+ oscf (Os(x)NS).

Funkcia oscf(Os(x) NS) je klesajuica funkcia premennej 0.
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Theorem 324 Ohranitend funkcia f : S(C R") — R je spojitd v bode a € S
vtedy a len vtedy ak wyq) = 0.

Oznactme D = {m € Fiwya) > 0} mnozinu bodov nespojitosti funkcie f na
n-intervale E. Vieme, ze f je integrovatelnd, ak existuje delenie D n-kvddra E

také, ze rozdiel
p

H(f.D) =D (f,D) = (M; —mj)e(E;)
i=1
sa d& urobit’ dostatoéne maly. Na n-intervaloch F;, kde je funkcia f spojitd mozno
vyraz M; — m; = oscf(E;) urobit’ dostatoéne maly. A pretoze predpokladdame, ze
funkcia f je ohranicend, tak aj celi sumu mozno urobit’ malou.

Definition 325 Nech A C R" je ohranicend mnoZina. Hovorime, 2e A md
n-dimenziondlny Jordanovsky obsah nula, ak Ye > 0 existuje konetné pokrytie
mnoZiny A pomocou n-intervalov {Ey; k =1,2,...,q} (t.j. AC UL, E;) tak, Ze

q

Z c(E;) <e.

=1

Hovorime, 2e A md n-dimenziondlnu Lebesquovu mieru nula, ak Ve > 0 existuje
spocitatelné pokrytie mnoZiny A pomocou systému n-intervalov{E;; i = 1,2,..., }(t.].
AcC U2, E;) tak, ze

Y E) <.

o0
i=1
Remark 326 Ak A C R" md Jordanovsky obsah nula, tak md aj Lebesquovu
mieru nula, ale opacné tuvrdenie neplati. Pre kompaktné mnoZiny je mnoZina s
obsahom nula a mnoZina s mierou nula to isté.

Poznamenajme, ze usecka v R? mé dvojdimenziondlnu mieru 0, aj ked’ jej
jednodimenziondlna miera (dlzka) je nenulovd. Je to preto, ze usecku mozeme
pokryt’ obdlznikmi s konec¢nou dlzkou a s vel'mi malou sirkou.

Example 327 Nech f : (a,b) — R je spojitd. Potom jej graf G = {(x,f (r))) € R* € (a,b)}
ma dvojdimenziondlny obsah 0.

Solution 328 Nech ¢ > 0 je lubovolné. Pretoze f je aj rovnomerne spojitd na
(a,b).
Ve>03>0; |z —y|<d=|f(x) — fy)] <e.

Nech a = zg < 1 < -++ <z, = b je delenie (a,b) na intervaly dlsky 6, < 6.
Obdzniky

Uz, vi1) x (f(z5) — &, f(zj41) +6);0< 7 <m —1}

obsahuju graf f podla rovnomernej spojitosti a ich celkovd plocha je 2md e = 2¢(b—
a).O
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Rozdiel medzi mierou nula a obsahom nula ukidzeme v nasledujicom priklade.

Example 329 MnoZina Q N (0,1) ma Lebesquovu mieru nula, ale nemd nulovy
Jordanovskyj obsah.

Solution 330 Raciondlne ¢isla z intervalu (0,1) sa daji oznaéit’ ako postupnost’
{r1,72,...,}. Potom pre e > 0 je systém uzavretyjch intervalov

€ € 4
{<Ti——2i+1,7’¢+—2i+1>,z:1,2,...}

je spocitatelngm pokrytim Q N (0,1) s dlzkou Y1 s = e. Aby sme ukdzali, %e
QN (0,1) nemd nulovy Jordanovsky obsah, musime si uwvedomit, Ze ak konecné
zjednotenie uzavretych intervalov pokrgva mnozinu Q N (0,1), potom toto zjed-
notenie musi pokryvat’ aj cely interval (0,1).Ak by nejaky bod x € (0,1) nepatril
do konecného zjednotenia uzavretych intervalov, potom by existovalo okolie bodu x
O(x) také, Ze toto okolie ma s konetnym zjednotenim prazdny prienik. Ale kazdé
okolie O(z) obsahuje aj raciondlne ¢isla z intervalu (0,1). To je v spore s vlast-
nostou konecného pokrytia, potom by vsak Jordanovsky obsah musel byt mensi ako
1. O

Theorem 331 Ak {F,} 7, je postupnost mnoZin, kaidda s Lebesquovou mierou
nula, potom aj \J,—_, F,, ma tiez Lebesquovu mieru nula.

Chceme ukazat, ze funkcia f je riemannovsky integrovatel'nd vtedy a len vtedy
ak mnozina

D:{mGE; wf(w)>0}

mé& Lebesquovu mieru nula. Oznac¢me
D, = {il? S W () > 6}

a ukdzeme, ze D. je ohraniCend a uzavretd mnozina a ako sme uz poznamenali,
pre takéto mnoziny je pojem mnozina s Jordanovym obsahom nula ten isty, ako
pojem mnozina s Lebesquovou mierou nula.

Theorem 332 D. je uzavretd mnoZina.

Tento vysledok ukazuje, ze D. je kompaktnd (uzavretd a ohrani¢end) podm-
nozina intervalu F (a, b).

Teraz ukazeme, ze ak je oscilacia funkcie mald v kazdom bode n-intervalu
FE (a,b), potom je oscildcia dostatoéne mald aj na dostatotne malom podinter-
vale.

Theorem 333 Nech E (a,b) je uzavrety n-interval a nech plati wyq) < €, pre
kazdé = € F (a,b). Potom ezistuje delenie P kvddra E na podkvddre Ej, také, Ze
oscf(Ey) < e.

Teraz budeme charakterizovat’ riemannovsky integrovatelné funkcie.
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Theorem 334 (Nutnd a postatujica podmienka integrovatelnosti) Nech f : E (a, b) —
R je ohranicend funkcia. Potom f je riemannovsky integrovatelnd na E vtedy a
len vtedy ak mnoZina bodov nespojitosti D funkcie f md Lebesquovu mieru nula.

Tento vysledok napriklad ukazuje, ze spojitda funkcia, ako aj funkcia spojitd s
vynimkou kone¢ného poctu bodov si integrovatelné.

Remark 335 Ak f : E(a,b) — R je riemannovsky integrovatelnd funkcia, po-
tom [ g [ moZno dobre aproximovat’ tzv. riemannovymi integralnymi suctami

R(f,D) = Z fxi)e(Ey),

pricom x; € F;. Plati M; < f(x;) < M; odkial’ D(f,D) < R(f,D) < H(f,D) a

teda .
[E £y fw)e(E).

Viacrozmerné integrdly ako iterované integraly.
Teraz budeme uvazovat’ o metéde vypoctu integrdlov na n-intervaloch. Budeme sa
koncentrovat’ na dvojné integraly (integraly v R?), pretoze to ilustruje vSeobecni
metédu. Uvazujme teda E = (a,b) X {c,d). Ak f : E(C R*) — R je inte-
grovatelnd na E, potom jej integral napfSeme v tvare [ » f alebo Il p f(z,y) dxdy.
Dovod pre druhé oznacenie sa stane zrejmym, ak sa nauc¢ime pocitat’ tieto integraly.

Ak y je pevné piseme f(.,y) pre tie funkcie, ktorych hodnoty si v bode = rovné
f(z,y) t.j. © — f(z,y). Podobne pre f(z,.).

Pre obdiznik E = (a, b) x (¢, d) nech (a, b) je delené na podintervaly {I,; 1 < r < p}
a nech (c, d) sa deli na podintervaly {J;; 1 < s < ¢} anech P je odpovedajice de-
lenie FE na obdiZniky E,, = I, x J,. Ozna¢me dizku intervalu I ako [ (I). Potom
plocha (obsah) E,; je I(I,)I(Js). Ak f: E — R je integrovatelna na E, existuje
delenie P také, ze integrdl sa dd dobre aproximovat’ sumou (tdto je zndma ako
riemannov integralny stcet)

SN @ y)lI)ICTL)

r=1 s=1
¢o mozeme pisat’ ako

p

> U (Z f(xr,ys)l(m) => Ul (Z f(asr,ys)lus)) (1))

r=1

Prvé odpovedd vyjadreniu sumy cez vsetky obdiZniky najprv sumované cez hori-
zontdlnu Giaru y = y;, potom cez y = ys,.... Druhé vyjadrenie je cez z-y. Ak sa
ststredime na prvy vyraz v (1), tak > *_, f(z,,ys)l(I,) aproximuje fab f(z,ys) dx.
Ak napiseme

G(y) —/ f(z,y)dx



114

potom l'avd strana (1) je aproximéciou integralu

/ch (y) dy.

Podobne pre pravi stranu. Ocakavame, ze bude platit.

/Ef:/cd (/abf(fv,wdx) dy=/ab (/jf(a:,y)dy) @ ()

(2) ndm ukazuje, ze dvojny integrdl mozno pocitat’ ako iterovany dvojndsobny
integrél. Niekedy sa zvykne pisat’

/Cddy/abf(x,y)d:z: namiesto /cd (/abf(x,y)dx> dy.

Iterované integrdly mozeme vypocitat pomocou elementdrneho integrdlneho
poctu funkcif jednej premennej. Ale ak [ | existuje, potom este (2) nemusf
platit. Skutocne, najjednoduchsi priklad je, ked” f je spojitd s vynimkou ciary
y = ¢,a <z < b. Této mnozina md dvojdimenziondlnu mieru nula, teda | [ ex-
istuje, ale fab f (z,y) dr neexistuje, pretoze funkcia f(.,c) je nespojitd na mnozine
(jednodimenzionélnej) kladnej miery. Samozrejme, ze také nie¢o sa nemoze stat)
ak je funkcia f spojitd na E. Dokdzat’ mozno ale viac:

Theorem 336 (Fubiniho veta pre n-intervaly) Nech f je riemannouvsky integrovatelnd
na E = {(a,b) x (c,d) a predpokladajme, Ze pre kazdé pevné x € {(a,b) je funkcia
f(x,.) riemannovsky integrovatelnd na {(c,d) . Potom

[ = [ Fwa s ro= [ 1o

podobne ak f a f(.,y) su integrovatelné, tak

/E f= / dG(y)dy, kde G(y) = / ’ f(2,y) de.

D4 sa overit), ze (2) plati, ak f m4 najviac koneéne mnoho bodov nespojitosti
v E. Avsak (2) plati ak mnozina bodov nespojitosti funkcie f a mnozina bodov
nespojitosti f(z,.) (a f(.,y)) mé jednodimenzionalnu mieru nula.

Theorem 337 Nech f je riemannovsky integrovatelndg na E = (a1,b1) X (az, ba) X
(a3, b3) a predpokladajme, Ze pre kaZdé pevné z je funkcia f(.,.,z) riemannovsky
integrovatelnd na Fi2 = (ay,b1) X (ag, by) .Potom

[r=] i [ sto.2ytsdy ()

podobne ak ¥(x,y) je funkcia f(x,y,.) integrovatelnd, tak

[r=] sty /f(y iz (@)
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Kombindciou (3) a (4) dostaneme

b3 bo b1
/ f = / az / day [ f(e,y,2)de
E(a,b) as az a1l

a tieto integraly sa mozu brat’ aj v inom poradi, v zdvislosti od toho, ¢i existuju.

Example 338 Vypocitajte [ [, xsinydady, ak E = (0,1) x (0,%).

Solution 339 [ [, zsinydzdy = fol xdx fog sinydy = 1.0

Integraly na v8eobecnejSich mnozinach.

Nech A C R" je ohrani¢end mnozina. Pre danu funkciu f : A — R a interval
obsahujici A (A C FE) definujeme funkciu f4 : F — R tak, ze

f(x), z€A
fA(m):{ O,) x ¢ A

fa je rozsirenie f z A na E nulou.

Definition 340 Ohranicend funkcia f : A — R sa nazyjva riemanovsky inte-
grovatelnd na mnozine A, ak existuje kvider E, A C E taky, ze [ r fa exvistuje.

Lahko vidiet, ze ak uvazujeme aproximujtice sumy, tak tdto definicia je nezavisla
od vyberu kvddra E. Teda v definicii integrdlu moézme vynechat E a pisat’ [ af
Nech A C R". Potom

n 1, €A
XA:R —>R7XA(w)_{0 $¢A

Potom fa(x) = f(x)xa(x) a ze f je integrovatelna na A vtedy a len vtedy ak je
fx 4 integrovatelna na F a plat{
[1=[ ra
A E

Definition 341 Hovorime, e ohranitend mnoZina A je Jordanovsky meratelnd
ak je funkcia x 4 integrovatelnd a potom definujeme obsah A, t.j. ¢(A) ako

= [1= [ xa

Pre mnoziny v R obsah je dizka intervalu, v R? obsah je velkost’ plochy a v
R? obsah je velkost’ objemu.

Pretoze 0A je mnozina bodov nespojitosti funkcie x, vidime, ze A je Jor-
danovsky meratelnd vtedy a len vtedy ak A mé Lebesquovu mieru nula.

Theorem 342 MnoZina A md obsah nula podla predchddzajicej 7?7 vtedy a len
vtedy ak A md obsah nula podla 77 .
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Ako sme uz poznamenali mnoZzina s obsahom nula a mnozina s mierou nula si
rozne pojmy, aj ked’ s totozné pre kompaktné mnoziny. Teda ak A je ohrani¢end
mnozina, A je Jordanovsky meratelna vtedy a len vtedy ak c(0A) = 0, pretoze
O0A je uzavretd. Vieme, ze Q N (0,1) ma mieru nula, pretoze je to spocitatelna
mnozina, ale nie je Jordanovsky meratelnd, pretoze xqn) nie je integrovatelnd
(je nespojita v kazdom bode z (0, 1)), jej hranica je celé (0, 1) .

Lahko vidime, ze ak F4, 5 maji obsah nula, potom aj £ U E; ma obsah nula
aak ' C F ac(F) =0, tak aj ¢(F) = 0.

Theorem 343 Nech A je ohranicend a Jordanovsky meratelnd a nech f : A — R
je ohranicend. Potom f je integrovatelnd na A vtedy a len vtedy ak D s- mnoZina
bodov nespojitosti funkcie f na mnoZine A md mieru nula.

Teraz chceme ukdzat, ze mnoziny s obsahom nula si zanedbatelné pri rieman-
novom integréle.

Theorem 344 Nech N je mnoZina s Jordanoviym obsahom nula o f : N — R
je ohranicend funkcia. Potom f je integrovatelnd na N a plati fN f=0.

Theorem 345 (Veta o rovnosti integrdlov pre funkcie, ktoré sa lisia na mnoZine
s obsahom nula.) Nech f,g: A(C R") — R st ohranicené funkcie a nech f je
integrovatelnd na A a takd, e f(x) = g(x) s vynimkou mnoZiny N s obsahom
nula. Potom g je integrovatelnd na A a plati [, g= [, f.

Veta je nepravdivd ak nahradime ,obsah nula“ ,mierou nula“ ako mobzeme
vidiet’ ak vezmeme f(x) =1 pre x € (0,1) a

[0, zeQn(0,1)
9@)_{ 1, z€(0,1)\Q

Ukdzali sme, Ze g nie je riemannovsky integrovatelnd a ligi sa od f iba na mnozine
miery nula. Toto je nedostatok riemannovho integralu.

Je dolezité pri vypocte, aby sme boli schopni vyrobit’dekompoziciu integracného
priestoru do malych kiskov.

Theorem 346 Nech A, A1, Ay siu Jordanovsky meratelné mnoZiny. Nech f je in-
tegrovatelndg na A = Ay U Ay, kde c(A1 N Ag) = 0. Potom [ je integrovatelnd na A,

a Ay a plati
Ji=[+] s
A A Ao

To isté plati, ak je f dand ako integrovatelnd na Ay aj As.

Theorem 347 Nech A je Jordanovsky meratelnd a nech S je Jordanovsky mer-
atelnd podmnoZina A. Potom ak f je integrovatelnd na A, mdame

J7= 1t s
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Theorem 348 (Veta o strednej hodnote.) Nech f : A — R, je integrovatelnd
na Jordanovsky meratelnej mnozine A a nech m = infyecq f(x), M = supge 4 f().
Potom existuje o € R také, ze m < a < M, pricom

/A f = ac(A).

Ak okrem toho f je spojitd na sivislej mnoZine A, tak o = f(a) pre nejaké a € A.

Vypocet integrélov.

Budeme sa koncentrovat’ na dvojné integrily, pretoze tento pripad ndm vysvetl{
vSeobecni metodu.

Definition 349 a) Nech o, 3 siu spojité redlne funkcie o, 3 : {(a,b) — R a nech
Vo € {(a,b) je a(x) < B(x).Mnozinu A = {(z,y) € R*a <z < ba(r) <y <
B(x)} nazgvame elementdrna oblast typu [x,y].

b) Nech ~y,§ su spojité redlne funkcie 7,0 : (c,d) — R a nech Yy€ (c,d) je
Y(y) < 8(y). Mnozinu A = {(z,y) € R* ¢ <y < d,v(y) <z < 6(y)} nazgvame
elementdrna oblast’ typu [y, |.

Theorem 350 Nech A je elementdrna oblast typu [x,y] (y,z]). Predpokladajme,
ze f : A — R je ohranitend a spojitd s vynimkou (najviac) hranice A a pre
najviac konetny pocet bodov z vnitra A. Potom

1= ] sazay = [ ( :j)f(:c,y)dy> dx
F= ] swaay= [ ([ swpia) ayl.
/A //A / +(w)

Example 351 Nech A je trojuholnik ohraniceny ¢iarami y = 0,2 = 1,y = =x.
Vypotitajte [[, e dady.

Solution 352 Najskor popiseme elementdrnu oblast’ A ako oblast'typu |y, x] . Mdame:
A:0<y<ly<x<1

1 1
// exzdxdy = / (/ exgdx) dy.
A 0 Y

Takto vsak integrdl nevieme vypocitat. Ale ak budeme integrovat’ v opaénom poradi
t.j. A popiseme ako elementdrnu oblast typu [x,y] : A: 0 <2 <1,0<y <z tak
dostaneme:

t=a? dt = 2zdx IR e—1
r=0=1t=0 x=1:>t:1'_§/oedt_ ;-
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Podobnym spésobom ako pre pripad dvoch premennych by sme dokdzali vetu
pre vypocet trojnych a viacndsobnych integrdlov na elementarnych oblastiach.

Definition 353 Nech A je elementdrna oblast typu [x,y] ([y,z]), nech g,h si
spojité funkcie g,h : A — R a nech ¥(z,y) € A je g(z,y) < h(z,y). MnoZinu
B C R?;

B ={(x,y.2) € R’ (z.y) € A, g(x,y) < z < h(z,y)}
nazgvame elementdrna oblast typu [x,y, 2| (ly,x, z]). Analogicky definujeme ele-
mentdrne oblasti typu [z, z,y], [y, z, x], . ..

Theorem 354 Nech B C R? je elementdrna oblast typu [z, vy, z]. Predpokladajme,
ze f : B — R je ohranitend a spojitd s vynimkou (najviac) hranice mnoziny B a
pre najviac konecny pocet bodov z vnitra B. Potom

/Bf://Bf(m,y,z)dxdydz://A (/g(h(y)y)f(xy z)dz) dzdy

Example 355 Nech A je stvorsten A = {(x,y, 2)ER* 2>0,y>0,2>0,2<1—2— y} )
Vypocitagte [[[, (1 — x)yzdrdydz.

Solution 356 Najskor si zapiseme A ako elementdrnu oblast typu [x,y, z] pomocou

nerovnosti:
A:0<z2r<1,0<y<1—-2,0<z<1—2—y,

potom mame

/// 1—:vyzdxdydz—/0
:/O (/0_1(1—1:) 2 o

{ - ayds) dy) ds =

/Ol_m(l—x)y(l—x—yfdy) dr =

QU

(I
) i

1 [ 2 1 vyt 1 [ ; 1
_5/0 (1_*%)({(1_‘%) 3_2(1_$)§+Z:| d$_ﬂ ; (1—x) dx_m_m

0
Example 357 Nech A = {(:U,y,z) ER? /2 + 42 <2< /222 —y2}. Vy-
potitajte [[[ 4 2dzdydz.
Solution 358 Najskor zapiseme A ako elementdrnu oblast pomocou nerovnosti:

A:—1ng1,—\/1—m2§y§\/1—x2,\/x2+y2§z§\/2—x2—y2,

potom mame

2

1 1-x £/ 2—x2—y2
/// zdxdydz —/ / / zdz | dy | doe =
A -1 —/1—x2 2242
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1 Vi-a? 1,27 V2-e?-y? 1 Vi—a?
:/ / [3] dy dm:i/ / 2(1—1’2—y2)dy dr =

1 Vi—a? V22 Hy? 1 Vi-az?

1 y3 Vi-a? 4 1 3
:/ {(1—x2)y—§} da::§/ (1—x2)§d$:

1 Yy 1
T =sinu dz = cosudu

x:—lju:—% leju:%

Zamena premennych v n-rozmernych integrdloch.

Vieme, ze ak g : (o, 3) — R je triedy C' a ak f je spojitd na g ((o, 5)) potom

plati
9(

B) B8
f (2) di = / (f o g) (g (B)dt (1))

g9(a)
Chceme formulovat’ podobni vetu pre n-rozmerné integraly.

Theorem 359 Nech Q2 C R" je ohranicend. Nech g € C1(Q2, R") je injektivna na
Q a nech Jg(x) # 0,V € Q. Nech f: g(2) — R je spojitd funkcia. Potom pre
kazdu Jordanovsky meratelni A C € plati

/Q(A)fz/Afogw (2))

Thito vetu nebudeme dokazovat.

Symbol J, znamend jacobidn funkcie g ktory sme definovali v 77 .

Fakt, ze sa v (1) objavila |.| sivisi s tym, Ze integrdly v R"™ nie st orientované.
V (1) ak ¢ > 0 na («, (), potom g(5) > g(«a), zatial! ¢co ak ¢ < 0 mame
g (8) < g(a), éo modzeme zapisat’ v tvare

B
/ ;- / (Fog)(H)g )] dt, kde (a,b) =g ({a ).
9((a,3)) a

Myslienka dokazu vety je nasledujica: fg( A) f sa d& aproximovat’ sumou:

Zf (sc(i)) ¢(D;), kde D; je delenie g(A),

i=1
¢o sa da napisat’ v tvare

m

Zf(g (y(i)))c(g(Ai)% kde A; je delenie A.

=1

D4 sa ukazat’ (dost’ komplikovane), ze
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pre dostato¢ne malé delenie. Potom

m m

> Fg@?)e(g(A) =D f(g (™)) |[Jg (¥7)]c(A)

=1 =1

¢o aproximuje [, fog|Jg|. Pri aplikicidch 77 je dolezité zoslabenie predpokladov.
Pretoze mnoziny obsahu nula st zanedbatelné ¢o sa tyka riemannovho integrélu,
je mozné predpoklady na J; zoslabit’ tak, Ze tento moze byt nulovy na mnoZzine
obsahu nula.

Example 360 Vhodnou zdmenou premennych vypotitajte [ prydrdy, kde D je
oblast’ v prvom kvadrante ohranicend krivkami xy = 1,2y = 2,y = x,y = 4x.

Solution 361 Ak polozime u = xy,v = %, tak D je obraz obdlsnika

R:{(U,U)ERZ;1§u§2,1§v§4}.

// :Byda:dy://u|J|dudv, kde J:)ﬁ(x,y) :
D R a(uav)

Je vsak ovela lahsie vypocitat

Potom

1y |0(u,v)| g—z g—Z |y oz _2y_2
T =15 =l oo |[=| _y 1 |= =2
(I,y) Ox Oy 2z Z
potom
1
J=—
2v
a plat?

1 1 [? 41 3
rydzdy = u—dudv = = udu —dv = - In2.lJ
D r 20 2/ 1 v 2

Teraz budeme skimat’ tri dolezité zameny sturadnic: pouzitie poldrnych siradnic
v R? a cylindrickych a sférickych siradnic v R?.
a) Polarne stiradnice: pre bod (x,y) € R* moézme pisat

2

r=rcosp,y=rsing, kde r*=2*+19% a tgg&zy,x%o.
x

Pre dané z,y mdme r > 0,0 < ¢ < 27 alebo —7 < ¢ < 7. Pre bod (x,y) =
(0,0) ¢ nemobze byt uréené. Ak uvazujeme funkciu

g:R>— R? g(r,¢p) = (rcosp,rsing) = (z,y),

této zobrazuje obdiznik K = {(r,p); 0 <r <a,0<¢ <27} na kruh so stredom
v zaciatku suradnicovej sistavy a polomerom a, pricom plati

J - d(z,y)| g—f g—z | cosg —rsing 20
9o e)| % g—z | sing  rcosp |
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pre r # 0. Teda verziu vety o zdmene premennych ktorti sme formulovali vo 77
musime oslabit’ a uvazujeme vetu podla ktorej J; moze byt nulovy na mnozine s
obsahom nula.

Ak chceme vypocitat’

[ Fa)dedy, W D= {(e.) € R a4y < o)
D

je kruh, tak tento kruh je obrazom obdlznika
K=A{(rp);0<r<a,0<p<27}.

g nie je injektivne na K, pretoze vsetky body z {0 < ¢ < 27,r = 0} sa zobrazia
do stredu suradnicového systému. Ale celd tato tsecka ma obsah nula, teda je
aplikovatel'na zoslabend verzia vety o zédmene siradnic a dostdvame

Theorem 362 Nech K ={(r,¢);0<r<a,0<p <271} a
g:R* — R* g(r,p) = (rcosep, rsing) = (z,y)

je transformdcia pomocou poldrnych suradnic. Ak funkcia f : g(K) — R je
spojitd, potom pre kazdu Jordanovsky meratelni A C K plati

// f(x,y)dxdy = // (fog)(r,p)rdrde = // f (rcosp,rsiny) rdrde.
g(4) A A
Example 363 Vypocitajte [[,+/2? + y*dxdy, kde D = {(x,y); 2* + y* < a®}.

Solution 364 Zdmenou do poldrnych siradnic dostaneme:

2 a 2 3
// Va2 + y2dady = // rrdrdy :/ (/ T2d7’> dp = o
D R 0 0 3

Example 365 Vypocitajte [ [, /2% + y>dady, kde D = {(z,y); 2* +y*> < ax}.

Solution 366 Zdmenou do poldrnych siradnic dostaneme:

™

5 a cos ¢ 4CL3
// Va? + yidedy = // r?drdy = / (/ r2d7") dp =—.0
D R —z \Jo 9

b) Cylindrické suradnice: podobne ako poldrne, tak aj cylindrické siradnice su
dané:

T=rcosp,y=rsing, 2=z kder* =2+ y* a tgy = %,x;«éo.
Potom funkcia
g:R* — R? g(r,p,2)=(rcosp,rsing,z) = (x,y, 2),
zobrazuje kvader
K={(re2);0<r<a0<¢<2m,0<2<b}

na cylinder V. pricom

a. a a_ -_— ] 0
8 or Ao Oz COs @ s e
Jg:‘a(x,y,z) =| % g—i W l=|sing rcosp 0 |=7r#0, pre r#0
(r, ¢, 2) 0: 0z 0z 0 0 1
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Theorem 367 Nech K ={(r,p,2); 0<r<a,0<p<2m,0<2<b}a
g:R* — R3,g(r,go,z) = (rcosp,rsing, z) = (z,y, )

je transformdcia pomocou cylindrickijch suradnic. Ak funkcia f : g(K) — R je
spojitd, potom pre kaZdu Jordanovsky meratelni A C K plati

/ / /g (A)f(x,y,z)dxdydz: / / /A (fog) (r,p,2) rdrdpdz = / / /A f (rcos g, rsingp, z) rdrded:z.

Example 368 Nech A = {(x,y,z) ER’ /2 +y2 <2< /222 —yQ}. Vy-

pocitajte fffA zdxdydz.

Solution 369 Tento priklad sme uz riesili avsak bez pouZitia zdmeny siuradnic.
Aplikugme teraz cylindrické suradnice, potom elementdrnu oblast’ popiseme takto:

A:0<p<21,0<r<1,r<z<VvV2-—-12

potom mame

2 1 o)
J[[ sasius = [[[ seinazas - [ ( / [ / d] dr) s
A R 0 0 r
1 o 1 o r2 ra 1 T
:—/ (/ (2T—2T3)d7’)d(p:/ {———} dep =—=.0

c) Sférické suradnice: poslednym typom bude zémena kartézskych siradnic
(z,y, z) za sférické suradnice (r, p, 1), pricom

x=rcospcost, y =rsinpcost, z=rsinv, kde 0<r <o00,0<¢p < 2m, —g <9< g,
kde r = /22 + y? + 22, uhol ¢ je odchylka od osi x v rovine xy a ¥ je odchylka od
roviny xy. Potom
g: R* — R? g(r,0,9) = (rcospcosd, rsinpcos, rsind) = (z,v, 2),
zobrazuje kvader
s 7r
K={tp9;0<r<an<p<om -2 <o)
na gulu
G={(z,y,2) € R’ 2> +y* + 2* < a*},
je injektivna s vynimkou r = 0 a plati
Oz Oz Oz . .
9 (z,y, 2) or  0p 00 cospcosty —rsinpcosty —rcospsind
Jg = ‘8 ’ ’19 = % g—z % = | sinpcos® rcospcos?d —rsingsind | =r*cosd.
(r,¢,9) 0z 0z 0z sin ¢ 0 r cos v
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Theorem 370 Nech K = {(fr,gp,ﬁ);Ogrga,Og(pg%r,— <9<

SIE]
STE]

}a
g:R> — R? g(r,p,9) = (rcospcosd, rsinpcos,rsind) = (z,y, 2)

je transformdcia pomocou sférickiyjch suradnic. Ak funkcia f : g(K) — R je
spojitd, potom pre kazdu Jordanovsky meratelni A C K plati

///Q(A) f(z,y, 2)dwdydz = ///A(f o g) (r, 0, 9) % cos Idrdpdd) =

= /// f (rcospcos ¥, rsin ¢ cos, rsin ) % cos Vdrdpdy.
A

Example 371 Ndjdite objem V oblasti A ohranicenej plochou r = 3 cos, ktori
nazyvame torus.

A:0<p<2mr,—— <9<

bo|
bo|

,0<r <3cos?.

V= /// ldzdydz = /// r? cos ddrdpdd =
A R
27 z 3 cos ) o % .
= / / {/ r? cosﬁdr] dd | dp = / / 9 cost 9dv) | dp — 1772.5
‘ - 0 0 _

s s
2 2

Potom

M
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Cvicenia.

1.

2.

@

4.

ot

(=2}

7.

8.

©

10.

11.

12.

\)

13.

L4 2% + 2y) dady, A= {(z,y); 2* <y <z, x>0}, {_i}

Vypocitajte dvojné integrély:

[y

I/ mda:dy, I=(2,3)x(1,2). [In(2)]

Vypocitajte dvojné integrély, nacrtnite obrdazok mmnoziny A : (Na nasle-
dujucich obrdzkoch si pre Vasu lepSiu predstavu nakreslené odpovedajice
hranice elementdrnych oblasti.)

&

2442
ey, T={0.1) % (0,1). [hl + ]

ffAye””dxdy, A= {(v,y); y? <z <y+2}. { %(64—{—6) }

[y Sdedy, A= {(2,y); 0< L <y<a w<2 [9}

70

[[,zydedy, A= {(z,y); x —4 <y, y* < 2z}. { o75 }

[faVzy —yrdedy, A= {(z,y); 0<y <3, 5 <y<uz}. [162}

[/, (@* 4+ y) dzdy, A je ohranitend krivkami y = iz, y = 2z, 2y = 2, z > 0.

17

L 6

[fA H;Hdmdy, A je trojuholntk KLM, K = (1,2), L = (5,2), M = (4,4).

i %ln18—161n16+§ln8}

Vypocitajte trojné integraly. Nacrtnite obrdzok mnoziny A.

[[[, @ = 2)yzdadydz, A = {(z,y,2); 2 >0,y>0,2>0,z<1—z—y}.

|
144
fffAdedgdZ? A= {(;C,y,Z); .CCZO, yZO, V $2+y2§2§ \,1—x2—y2}.

H

[[[, (@ +y?) dedydz, A= {(z,y,2); 2® +y* < 2z, 2 < 2}. [ 16 }



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
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V prikladoch 1 - 8 vypocitajte dvojné integrély pouzitim vhodnej transfor-
madcie:

I V1 =2 —y?dedy, A= {(z,y); 2* +y* <1, 2>0,y > 0}. [z]

(=2}

[ xyPdady, A= {(z,y); 2y < 2*+y* < 4y} { 0 }
ffASin V xQ +y2dl'dy, A = {(‘ray)7 7T2 S 12 +92 S 47T2}‘ |: —671'2 :|

V== Pady, A= {(w9); 22+ S ar | e |

3

[ arctg Ldxdy, A = {(%y); 1<a?+y? <9, £ <y< \/ﬁx} [ 2 }

i
6

[[, (1 =2z =3y)dedy, A={(z,y); 2*+y*> < 4}. [4n]

ffAsin(m/:c2+y2)dxdy,A:{(x,y);x2+y2§1,0§x§y}. [l}

4
[y (142 + ¢?) dedy, A= {(z,y); y < VR =22, x>0,y >0}
[Z(1+R*)In(1+ R?) — R?

V dlohach 9 — 11 vypocitajte plosny obsah rovinnych obrazcov urcenych
mnozinou A, ked’

A je ohrani¢end krivkami: y = % (x—2)%az?+y? =4 [ o

LIk
| I

A={(z,y); 0<y <z, 2® +y* < 2z}, {,, 1}
1713

A={(z,y); 2 <y <3z, 4z <22+ y? < 8z}. {W_6+3\/§}

V tlohédch 12 — 16 vypocitajte trojné integraly pouzitim vhodnej transformacie.
Nacrtnite obrédzok mnoziny A.

1.

2.

3.

JJ ]y 2 dudydz, A= {(iﬂ,y,Z); x>0,y>0, 22 +y? <z < \/2—x2—y2}.
|55 (2v2-1) ]

JILa @2+ 9P + 2 dadydz, A={(w,y,2); 2 +y° <22, 2° + 7 + 22 < R?}

| 2227 RS }

[[] V@2 + y? + 22dudydz, A= {(z,y,2); 2>+ y* + 2° < z}. [1]

10
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4. fffAf/—%d:cdydz,A:{(x,y,z);xzo,y20,0<z<3,§+%—§§O}.

1]

5. [[[2*yzdzdydz, A= {(z,y,2); 2 >0,y>0,2<0, 4a® +y* + 2> < 1}.

Pouzite zovSeobecnené sférické suradnice — @10 }

V 1lohdch 17 — 21 n§jdite objem mnoziny A. Nacrtnite obrézok!

|

— .2 2 2 2 2

6. A={(z,y,2); 2> +y*<1,0<z<y?}. {

ISP

09)

. A je ohrani¢end plochami z = 6 — 2% — y* a z = /22 + y2. [ 52 }

3

9. A je ohrani¢end plochami 2z = 2% + 9%, 2z = /22 + 32 [ . }
3

10. A je ohrani¢end plochami 2% + y? =2z, 22 + > =2 — 2, 2 = 0. { 7 }
)
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