
11. týždeň semestra 

 

 

DÚ: Vypočítajte: 

∬ 𝑥

 

𝑀

 𝑑𝑥𝑑𝑦, 

    ak 𝑀 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2; 0 ≤
2

𝜋
𝑥 ≤ 𝑦 ≤ sin 𝑥 }. 

 

Riešenie: 

Pretože na 𝑀 má platiť 0 ≤
2

𝜋
𝑥 ≤ 𝑦 ≤ sin 𝑥, tak hľadaná oblasť bude ležať v prvom kvadrante 

roviny 𝒪𝑥𝑦. Určme 𝑀 ako elementárnu oblasť typu [𝑥, 𝑦]. Hranice pre premennú 𝑦 sú jasné priamo 

zo zadania: 
2

𝜋
𝑥 ≤ 𝑦 ≤ sin 𝑥. Ostáva určiť hranice pre 𝑥. Nájdime priesečníky kriviek 𝑦 =

2

𝜋
𝑥 a 

𝑦 = sin 𝑥 v prvom kvadrante. Rovnici 
2

𝜋
𝑥 = sin 𝑥 v prvom kvadrante vyhovujú 𝑥 = 0 a 𝑥 =

𝜋

2
. 

Keďže 
2

𝜋
𝑥 < sin 𝑥 pre každé 𝑥 ∈ (0,

𝜋

2
), tak dostávame: 0 ≤ 𝑥 ≤

𝜋

2
. 

Oblasť 𝑀 môžeme úplne popísať ako: 

0 ≤ 𝑥 ≤
𝜋

2
, 

2

𝜋
𝑥 ≤ 𝑦 ≤ sin 𝑥. 

Vypočítajme integrál: 

∬ 𝑥

 

𝑀

 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ ( ∫ 𝑥 𝑑𝑦

sin 𝑥

2
𝜋

𝑥

)

𝜋
2

0

𝑑𝑥 = ∫ 𝑥[𝑦]2
𝜋

𝑥

sin 𝑥

𝜋
2

0

𝑑𝑥 = ∫ 𝑥 sin 𝑥 −
2

𝜋
𝑥2 𝑑𝑥

𝜋
2

0

= ∫ 𝑥 sin 𝑥  𝑑𝑥

𝜋
2

0

− ∫
2

𝜋
𝑥2 𝑑𝑥

𝜋
2

0

= |
𝑓(𝑥) = 𝑥 𝑔′(𝑥) = sin 𝑥

𝑓′(𝑥) = 1 𝑔(𝑥) = − cos 𝑥
|

= [−𝑥 cos 𝑥]
0

𝜋
2 + ∫ cos 𝑥  𝑑𝑥

𝜋
2

0

− [
2

3𝜋
𝑥3 ]

0

𝜋
2

= −0 + 0 + [sin 𝑥]
0

𝜋
2 −

𝜋2

12
+ 0 

= 1 − 0 −
𝜋2

12
=

12 − 𝜋2

12
 


