Priklady z M2E
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1 Druhy tyzden

V cviceniach 1 - 19 vypocitajte integraly priamym integrovanim (pomocou in-
tegrélov elementarnych funkcif):

1.
2.

3.

10.

11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

[ (32% + 22 —4)dz. [32* +22 —da+ C]
[ (Ga? = ta)de. [§2° — 527+ C]
J(Va® = &) do. [20F — 208+ C]

[ T2 gy (in 2] — £ + C]

J B gy 12 X 4 2 A 4 C

Ik z:lld:r. [%x:; + %xQ +z+ C]

[ e*a*da. [
f (5 cosx —

f (1071’ + iiﬁ) dx. [ 1o ~ tx+ arctgx + C}

=+ C]

1+lna

1fm2) dz. [5sinz — 325 + 3arctgz + C|

J (2sinz — 3cosz)dr. [—2cosz — 3sinz + C]

Il ﬁdw. [% arcsin x + C}

32287 gy [3:6-#1371112)4_0]

J e, [3tga+ 5o+ C]

J %dm [—cotgz —tga + C\]
Jtg2xdr. [tgz —x+ C]
[ cotg? zdx. [—cotgz —z + C]

| et gz +C)

cos 2x+sin®

2
J g%ji%dw [-1 +arctgz + C]

S x((lltfz)z)dx [In |z| + 2 arctg x + O]
J2sin® (§)dz. [z —sinz +C]
fO 1+T2dx [%]

1y i [7)




2 Treti tyzden
Vypocitajte integraly:

Metéda: per partes

12

1. [zarctgzdz. | f(x) =arctgz, f'(z) = H_%,g’(x) =x,9(z) =%
Vysledok :””—22 arctgz + 3 arctgz — sx + C

Metéda: per partes 2x
2. [ze**dx. f@) =z, f'(z)=1,¢(z) =€, g(z) = e**
Vysledok : %xe% — %621 +C

Metéda: per partes 2x
e sinzdr. | f(x) = e, f'(z) = 262, ¢'(z) = sinz, g(z) = — cosx
Vysledok : & (1+ 2e™)

@
O =

Metéda: per partes
4. [Inzdz. | f(z)=Inz, f'(z)=1¢(z)=149(z)==
Vysledok : zlnax —x + C

Metéda: per partes
5. fl\/gmarctgxdx. f(z) = arctgz, f'(z) = 1_ir%,g’(a:) =z,9(z) = 12—2
Vysledok : % — % (\/§ — 1)

Metéda: per partes
6. [arccotgazdr. | f(x) = arccotgz, f'(z) = —H%,g’(x) =1l,g9(z)==x
Vysledok : x arccotgx + %ln (x2 + 1) +C

Metéda: per partes 2 krat
7. [I’ade. | f(z) =z, f'(z) =2z -1 ¢(z) =1,9() =2
Vysledok : zIn®z — 2zInz + 2z + C

Metéda: per partes

8. [ e | f@) =, f'(2) = 1,¢/(2) = o, 9(2) = tgw
Vysledok : ztgz + In|cosz| + C

Metéda: per partes
_1
%dw. f(z) = arcsinz, f'(x) = ﬁ,g'(m) =(14z)2,9(x)=2y/1+z
Vysledok g\/@+ 4\/@_ 4

[ztg?zde = [ o (L= — 1) dz + Metéda: per partes
10. fztg’zdr | f(z)=z,f'()=1,¢(z)= 5= —1,9(z) =tgz—2
Vysledok : — 12?4+ 2tgz + In|cosz| + C

©
"

Metéda: per partes 2 krat
11. [cos(Inz)dx | f(z) =cos(Inz),f'(z) = —sin(lnz) i, ¢'(z) =1,9(z) =2
Vysledok : 5 (cos (Inz) + sin (Inx)) + C



12.

13

14

15.

16.

17.

18

2

fowm

. [arctg 5

. [x?arcsinzdx

Vi+tzx

. f arcsin (

sin xdx

dx

42 arcsin x
B S €T
Io dz

x

T+

Metéda: per partes 2 krat
f(.’E) = xQ’fl(l.) = 21’,9/(15) = sinx,g(x) = —Cosx
Vysledok : w2 — 4

Metoéda: per partes + integrovanie raciondlnych funkcif
f(m):ar(:tgﬁ7 /(iﬂ) = mvg/(‘r) = ]_,g(i[,’) =T
Vysledok : xarctg —— + %ln |x2 — 2z 4+ 2| +arctg(z — 1)+ C

r—1

Metéda: per partes

1 z°

f(l‘) = arcsinx,f’(:c) = @,g/(l‘) = Iz,g(l’) =3
Vysledok : iz arcsinz + $22(/(1 —22) + 2/(1 —22) + C

Metéda: per partes 2 krat

fo% exp (3z) sin (4z) dz flz) =%, f'(x) = 3¢’ ¢'(x) = sin (4z) , g(x) = —7 cos (4z)

Vysledok : % (e%7r + 1)

Metéda: per partes
_1
f(z) = arcsinz, f'(x) = =, g'(x) = (1+2) "%, g(z) = 2(1 + )
Vysledok : g\/—”z‘/i + 4\/—2’2‘/§ —4

S

Metdéda: substituénd + per partes+integrovanie raciondlnych funkcif

J(@*+z)In(z+1)dz t=xz+1,dt =dx

Vysledok : 2047 8GED? 1y (o ) Ak’ 0@+D” |

Metéda: per partes

— are _ 1 _ _
Do | fla) =aresin (\/25) 110 = st (@) = Lg(e) =
Vysledok : xarcsin , /%4 — /& +arctg /o + C



3 Stvrty tyzden

Vypocitajte integraly

Metdéda: integrovanie raciondlnych funkcii

_ —224+19 _ 3 5

1. fzzad_v;_lgdx rz—.i-Lz—G ) ) m+3
Vysledok: In 222 4 ¢

Metdda: integrovanie raciondlnych funkcii
_ 1 1 _1_1 11
- 3z—1 3:6-‘1-1 -3 z—g -3 T+3 1

ln(x—f) 1n(x+ )+C

Metéda: integrovanie racionélnych funkcif

2
2. [gepde. | GamEeD
Vysledok: %

522 —7x410 _ 4o_Br=2
.L3—.L2 4x— 64 T— 3 r24+2x+2
52%— 72410 _ 3_20—-3 32e+2-2-3
3 —x2—4r— 6dw T x— 3 + 2z2+2$+2  x— 3 + 2 $2+2m+2 -
_ + 3 2x+2—-2— 3 _ + 2x4+2
 z— 3 2 z242z+2 T a— 3 2m2+2m+2 (z+1)2+1
Vysledok: 2In |z — 3| + 2 1In (2% 4 22 + 2) — Sarctg (z + 1) + C

©w

,A\»—A‘l\)

Metdéda integrovanie raciondlnych funkcii.
4r2+x713 _
= (=+5)(2z2+2z+1)
) 2 3_ 1 _ _3 2
4 +x—13 de. z+5 2 (w+%)2+4

T /1N\2

1 )
6

422 42—13 2
2234+12224+11z+5 z+5 w2+2;v+1 -
_ 2 _3 2 31 2
— z+5 2 22441 z+5
f 2x3+12z2+11z+5 2 ( )
= 72 —_ =
z+5 (2z+1)241
Vysledok: 21n |z + 5| — 3arctg 2z + 1) + C |

.~

Metdda: integrovanie racionédlnych funkcii
_2z+1 2z+1 _  2x+42 1
f dl’ w2+2w+5 - 2+2$+5 (;C+1)2+4
Vysledok: In |22 + 2z + 5|_, arctg x+1 LC

o

2242245
Metdéda: integrovanie raciondlnych funkcii.
i 14 1 _ 1 -1 41 (g lx)
B11aT 341 (z+1)(z2—2+1) 3(z+1) x2—z+1 3
Vysledok: 1Infz+ 1| —+In (22 —2 +1) + f arctg 5* (2x H+C.
Metéda: integrovanie raciondlnych funkcii
5, 4 3 _
T e | SRR = ety
Vysledok: & — x4 §In|z(z —2)[+ C

o

|

3 6213 Metdéda: integrovanie racionélnych funkcit.
- (22 +aa+112 7 | Vysledok: — Wﬁﬂ-ﬂ) s arctg 22 + C
Metdéda: integrovanie raciondlnych funkcii
f V3 2z —-1)+C.

féln( x+1) arctg 3

©

1 d
J 379 | \rogtedok: Ln g + 1]



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

w5+x477w3+8x73

Metéda: integrovanie racionédlnych funkcii.
z3+22—6x

Vysledok: % —z+ihjz(z-2)+C

Navod: o +4 = 2% +42? +4 — 422 = (2® + 2)? — (22)2.
[z 2o —2¢ 4dvd J:” ddz. Metéda:integrovanie raciondlej funkcie.
Vysledok:1 In [(2? — 2z + 2) (2% 4 2z + 2)| — 2arctg (z + 1) + C

Metéda: integrovanie racionsilnych funkecii.

Vysledok: In \/rlf%;i«-s- + $arctg (251) + C.

f T—x dx

3 —22+43x+5

, Metdéda: per partes+integrovanie raciondlnych funkcif
In(l—z+x — .
gl gy fe) =l (1=a+2%) .f(e) = 2ike.g' (o) = 9(0) = 5
Vysledok : — L1n (22 — x4+ 1) —In|z|+ §In (2? — 2 + 1) + V3arctg

ol

Metéda: per partes-+substiticia

[sinzln(tgz)dz | f(z)=In(tgz),f'(z) = 55t-—.d (= )—smx g(x) = —cosz
Vysledok : — cosz1n (tgz) + In +C

Metéda: per partes + substiticia
J arccos zdz. f(z) = arccosz, f'(z) = —\/1%779/(55) =1,g(z) =
Vysledok : zarccosz — 1 — a2+ C

Metéda: substituéna + integrovanie racionalnych funkcif

f M%dm t= SiH.I, dt = cos zdx
. 1 l—sinz
Vysledok : 7 In {50

Metdéda: substituénd + integrovanie raciondlnych funkcii

cos T dx. t=sinz,dt =cosxdr,x=0— t=0,x =% —-t=1

sin? x+sinxz—6 1 3 2
Vysledok : ¢ In g

SESES

B Metdda: substituénd + integrovanie raciondlnych funkcii
s

o Hwi“‘%dm. t:cosm,dt:—sinxdx,x:0—>le,x:§—>t:()
Vysledok : In 3

o Metdda: substituénd + integrovanie raciondlnych funkcii
/= e(f“r_ll)dx. t=e% dt = e%dx
Vysledok : £ 1n (e?* + 1) — arctg (e*) + C

Metéda: substitu¢na + integrovanie raciondlnych funkcif

Ik mszgﬁ%dm t = cosx,dt = —sin :fdx
Vysledok :arctg (<222+l) 4+ C
f sma:dx - f ssllnnzm de = 11‘;:2 :vd’r
L Metéda: substituénd + integrovanie raciondlnych funkcii
| sz da. t = cosx,dt = —sinzdzx
Vysledok : 41n|sz2=t] 4 C

2 (20— 1)+

C



4 Piaty tyzden

Metdéda: substituéna+integrovanie raciondlnych funkcif

t=Inz, dt = idx
L. f z(lnx—2 lngw72lna: 2 dx. — { z ’
(M z—2)( +2) Vysledok : In ﬁ —arctg(Inz — 1)+ C
Metéda: substituéna + integrovanie racionélnych funkcil’
9. fcols:vdx' t=tg3,z=2arctgt, dr = 1__szt cost = 1 1+t2
Vysledok :1In g 2 +C
Metéda: substituénd
64 2/x 1 1
3. de. t= e/E,x:tG,dz:(sﬁdt,xsg: 2, 0% = 3.
Vysledok: 121In 3
Metdéda: substituénd+ integrovanie raciondlnych funkcii
z — 2
4'fﬁdx' t—\é/m 1,x =t*+ 1,dx = 2tdt.
Vysledok: 2(z—1)2 —z+1+4yz—1—-4ln(1++vz—-1)+C
Metéda: substituénd+ integrovanie racionélnych funkcii
_ iz . _ 1-t? _
5. j‘ —x dx t= m’x_l-i-itg’dx_ (1+t2 zdt.
1+:D T ° \/ﬁ 1
. . Ttz
Vysledok: In ? + 2arctg 1+m L+C
Metéda: Eulerova substiticia T
_ t2-3 — 2248146
6. [V TIE T 3dr V2 +4rx+3=x—t,x= 2(t+2),dx (i 12)? dt.
’ | Vysledok: — & (z — Va2 +4z + ) ;(x—\/m2+4x+3)+
1 _ 2
+3In|e— Va2 + 42 +3 +2|+ WH)QJFC ]
Metéda: Eulerova substiticia i
VAT a T = a bt = b de = L2224,
7. [ R a—; ) t+1)
z—VzZ—z+1 Vysledok: 21n |w - \/5[!2 —x+ | —21In |2\/IE2 —zx+1-2z+1|+
(\/m2 m+ 21+1) + c |
Metéda: univerzalna trigonometrickd substiticia+
~+integrovanie raciondlnej funkcie.
8. f 3+C0”dm t=tg3,x=2arctgt,dv = thdt cost = th.
3 x_%et_%71‘—§—>t—l
1 7T _
Vysledok: 75 |1 arctg - 7



Metdéda: univerzélna trigonometrickd substiticia+
+integrovanie racionalnej funkcie.

9. [ 1 di. t—tgg,x—Qarctgt dx—l+t2dt
SIn r—Ccos
cost = H_tz,smt 1\_}_152
. 1 tg 3+1
Vysledok : NG In e Ve +C
Metéda: univerzalna trigonometrickd substiticia+
~+integrovanie raciondlnej funkcie.
— _ 2
10. [ hsggid t=tgs,x= 2arctgt dx —2t1+7dt,
cost = 1+152,s1nt = Tie-

Vysledok : tg% —In(tg?Z+1) +C

Metéda: univerzalna trigonometrickd substiticia+
+integrovanie raciondlnej funkcie.

= t=t ,x—2arct t,dr = dt,
11. 2 ﬁdﬂi & 2 & 2t1+t2
0 sin z+cos x cost = 1+t2,Slnt _ T
r=0—- t=02x=%5 — t=1,

%
Vysledok : 7

Metéda:trigonometrickd substiticia+integrovanie raciondlnej funkcie
12 f3 Attg?r g0 t =tgx,z = arctgt,dzr = 1+t2dt
" g (tge)? r=% > t=la=%— t=13.
Vysledok :2=/3

Metéda: substituénd + integrovanie racionédlnych funkcif
13 f1n5 Ve, t=e"—1,dt=e"de,x=0— t=0,xr=Ind5—>t=4
T J0 er3 4 s=Vtt=s>dt=2sds,t =0—5=0t=4—5=2
Vysledok : 4 — 7
4. [ 10 g Metdéda: substituéna+integrovanie raciondlnych funkcit
- e per 15 4T Vysledok : 2z — In (62z —2e® + 5) + %arctg (%ez — %) +C
Metéda: substitiicia + per partes
15. f z2eVidz.

Vysledok : {2 (vz)® — 1022 + 40 (v7)* — 1202 + 2407 — 240} Ve 4 C ]




5 Kvadratické plochy
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6

Siesty tyzden

N4jdite definiény obor danych funkcif (aj nacrtnite):

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

f(z,y) = a? +y?> —r2 kder > 0jeredlne ¢islo. [D(f) = {(=,y) € R? 22 +4% > r?}]

g(z,y) = \/ﬁ,kdm“ > 0jeredlne éfslo. [D (g) = {(z,y) € R* 22 +42 < 2}
z,y)=In(-z—y). [D(f)={(z,y) € R% z < —y}]

f(
Flaps) =t (1-a2— g + 7). [D(f) = {(pn2) € BY a? 44— 2 < 1]
f( )

= arccos (2z — 1) + /1 —y> + /y + In (4 — 2?)..
[D(f)={(z,9,2) eR%0<2<1,0<y<1, —2<z<2}]

[z, y) = \/4—;1;2 —y2 4+ 2z — 4y. {D(f) — {(x,y) c R2; (z — 1)2 + (y+2)2 < 9}]
Vypocitajte limity:

; 3y>—3zy—6
lim ) —0.2) Y=7m e - [12

: s JEEEET (1
lim (g ) (3,4) Tty L8]

: 224y)2 -9
1lm(w,y)%<f27l)m~ [—3]

tg(zy) [4]

lim g ) — (4,0 =

SN ST

lim(y,y)— (0,00 =% i

. sin(z+y—z—1
hm(%y&)*’(l,lyl) x(-i-yziz—l ) [1]

L o, —(2.3) Forrgy - [+00]

- 2 o

Mg ) (0,0) 77700~ [neexistuje]
2 . .

lim gy, y)——(0,0) 72457~ [neexistuje]

Dodefinujte funkciu f (z,y) = % tak, aby bola v bode (0, 0) spojit4.
Dodefinujte funkciu f (z,y) = iii:Zi tak, aby bola v bode (2,2) spojité.
2.2

Dodefinujte funkciu f (z,y) = 7yy tak, aby bola v bode (0, 0) spojita.

x
T2y2+x—

[Funkcia sa nedd dodefinovat’ v bode (0,0) aby bola spojit4]

12



19. Dand je funkcia f : R> — R predpisom

| 2 (z,y) = (0,0)

Zistite, ¢i je v bode (0,0) spojitd. [Je spojitd]

20. Dand je funkcia f : A = {XE R? .y +# 0} — R, f(z,y) = sin(6zy)

y
Dodefinujte funkciu v bode (3,0) tak, aby bola v tomto bode spojita.

spojitd. [f (3,0) = 18]
21. Dand je funkcia f : R> — R predpisom

f(fv,y)—{ %

Zistite, ¢i je f spojitd. [Je spojitd vsade s vynimkou bodu (0,0)]

13



Siedmy tyzden

e 0,0
. Zistite, ¢ je funkcia f : R — R, f (x,y) = { Vaty2+1-1 Ex’yi 7 (0,0)
1 z,Y) =

diferencovatelnd v bode (0,0).
[nie je]

. Zistite, ¢ je funkcia f : R* — R, f(z,y) = +/|zy| diferencovatelns v
bode (0,0).

[nie je]

2x—3y+22 0 0 O
. Dand je funkcia f : R* — R, f (z,y,2) = Va2ty?+22 (@y,2) #(0,0,0) .Vypocitajte

0 (z,9,2) = (0,0,0)

(a) parcidlne derivdcie v bode (0,0,0),
(b) zistite, ¢i je funkcia v bode (0, 0, 0) diferencovatelns. {g—i (0,0,0) = oo, 8y £(0,0,0) = —o0, az £(0,0,0)
. Pomocou definicie vypocitajte parcidlne derivacie funkcie f (z,y) = (x2 + y) sin (z + y)
v bode a = (0, ’7T).
[% 0,7) = —m, ay L0,7) = W}

. Pomocou definicie vypoéitajte parcidlne derivacie funkcie f (z,y) = 42 —
2y? + 3xy? + 5y v bode a = (1,2).

[% (1,2) =24, % (1,2) = 9}

. Pomocou definicie vypocitajte parcidlne derivacie funkcie f (x,y) = {
v bode a = (0, 0).

|5 (0,0) =0, 3£ (0,0) = 0]

223
0,0)
. Vypocitajte af(z Y o EIEY) yop z,y) =4 T (z,y) # (
ypotitaj By f(z,y) 0" (z.y)=(00)
Of (x,1 zt+622y2  Af(0, 0% f(x,1 ziy—1222y% 92 f(0, . .
[ Tl = 2o PhRt =2, 0G0 = S iy _“eeXIStuJe}

Nech f: R> — R, f(2,y) { (22 +9?) sin szlr  (2,3) # (0,0)
o 0 (z.y) =
2 2
Vypoéitajte aa{;(gf)a 382(37;0).

8%£(0,0) _ H O2f(0,0)
[ Oyox _0’ Oz 0y _0]

14



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Vypocitajte rovnicu dotykovej roviny a normaly ku grafu funkcie f (z,y) =
xy v bode T = (7,2,2).

[T:224+y—2—-2=0n:c=14+2t,y=2+1t,2z=2—1t]

Vypocitajte rovnicu dotykovej roviny a normaly ku grafu funkcie f (x,y) =
222 + 9% vbode T = (1,1,7).

[T:de+2y—2—-3=0n:x=14+4, y=1+2t, 2=3—t]

Vypocitajte parcidlne derivécie, gradient a diferencidl funkcie f (z,y) =

9 24 9O 24
2222Vb0dea:(_1’1).|: %(_171):@,6%;(—1 1) 343,97“adf( )—(@7_%
e DI 1) (1) = 25hy — 221y, kde h = (h, ho)

225
- 0,0)
Vypocitajte af(z y) o LIy yop z,y) =14 T+ (z,y) # (
ypocitaj Dyow f(z,y) " (e g) = (0.0)
xT I4 IQ 2 Pl 2 "1/‘7‘ [E4 —_ {_L‘z 3 2 5 . .
[af(gm)y) 2(12—:212)% ) afgi o = 27 667;(31:7/) = 4 (a;yz+1y22)3y 5 aag(gmo) - neex1stul]e}

(322 + y2) sin ﬁ (z,y) # (0,0)

. R? =
Nechf.R *)R,f(ﬂ?,y) { 0 (‘T7y)

cer s 02f(0,00 8%f(0,0
Vypocitajte 6{/(81)’ 82(87;)'

[an(o,o) —0 £(0,0) _ O]

Oyox Y Oxzdy
Vypoéitajte derivaciu funkcie f (x,y) = ¥ cos (z +y) v bode a = (%,0)

v smere vektora e = (%, @) )

[£ (@) = fe(a) = 1 (1+V3)]

Néjdite derivéciu funkcie f (z,y) = 32* — 6zy + y* v bode a = (—3, —1)
v smere I'ubovol'ného jednotkového vektora e. Zistite v akom smere je
derivécia

(a) nulové, [el = (——2, 72>
(b) najvicsia, [63 = (72, 72)

(c) najmensia. [64 =

15
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8 Osmy tyzden

V nasledujicich prikladoch ngjdite lokdlne extrémy funkcii

L. f(z,y) = 223—ay?+5z>+y>. [f (0,0) = 0 lokdlne minimum, sedlové body (1,4), (1,-4), (—2,0)]
2. f(x,y) =e*® (m+y2 +2y) .
[f (%, —1) = —§ lokdlne minimum}
3. f(x,y) =23+ 93+ 3ay + 2.
[f (=1,—1) = 3 lokdlne maximum, sedlovy bod (0,0)]
4. f (=, y)z5my+%+%,x>0,y>0.
[ f (g, é) = 30 lokdlne minimum]
5. flzy)=3y+@WT—z—y) (5+%).
[(—99,140) sedlovy bod]
6. f(z,y)=2y(2—2z—y).
[f (2,2) = & lokdlne maximum , sedlové body (0,0), (0,2), (2,0)]
7. f(z,y) = e’ v’ (2y2 +z ) [f (0,0) = 0 lokdlne minimum, f(0,1) = %, f(0,-1) = % lokdlne maxin
8. f(z,y) = 2%y* (3 — 4z + 6y) .
f (%, %) = 1249 lokalne maximum,
v bodoch {(z,0):z >3} A{(0,y):y %L su lokdlne maxim4, pre ktoré f(.,.) =0,
v bodoch {(z,0):z < 3

SIA{(0,y) 1y > 2} si lokalne minim4, pre ktoré f (.,.) =0,
s

edlové body (2,0)a(0,3).

9. flx,y,2) =2® +y* + 22

(3t -

[ (2,y,2) =322 + 32 + 2y + 2yz + 2y + 222 — 2z.

(bt -

11. f(z,y,2) = 222 + y*> + 22 — 2y — x2.
[(2,1,7) - sedlovy bod]

—xy+ 2z + x.
—% lokdlne minimum]

10.

—% lokalne minimum]

12. f(z,y,2) =22 +y? + 22 + 22 + 4y — 62.
[f (-1,-2,3) = —14 lokélne minimum]
13. f(w,y,2) =y*+22% + 22 — 2y — 2.
[(% % %) - sedlovy bod]
14. f(z,y,2) = 2®4+y?+22+122y+22. [f (24, —144, 1) =

16

—6913 lokdlne minimum, (0,0,—1) - sedlovy bod



9 Deviaty tyzden

Vypocitajte dvojné integraly:

oz — 242
LS oty dedy, 1= (0,1) % (0,1). {m 1+¢§]

2. [f; mdajdy, I=(2,3)x(1,2). [In(2)]

Vypocitajte dvojné integraly, naértnite obrazok mnoziny A :

(Na nasle-

dujucich obrazkoch su pre Vasu lepsiu predstavu nakreslené odpovedajice

hranice elementdrnych oblasti.)

3. [[yyetdudy, A= {(z,y);y* Sz <y+2}.

4. ffAz—zdxdy,Az{(m,y);OS%Sygm,x§2}.

5. [[, (322 +2y) dedy, A= {(z,y); 2> <y <z, x >0}.

17
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6. [[,zydedy, A= {(z,y);x—4 <y, y* <2z}.

T [fy oy —yPdady, A= {(z,y); 0 <y <3,

8. [[, (%4 y) dzdy, A je ohranitend krivkami y = Sz, y = 2z, zy

9. [[4 srgrdady, A je trojuholntk KLM, K = (1,2), L = (5,2), M

18

ZIn18—16In16 + SIn8
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10 Desiaty tyzden
Vypocitajte trojné integraly. Nacrtnite obrdzok mnoziny A.

IS
LTS
LR
2

ool

3. [, (2 +y?) dwdydz, A= {(2,y,2); 2> + y> < 2z, 2 < 2}.

19



11 Jedenasty tyzden

V prikladoch 1 - 8 vypocitajte dvojné integraly pouzitim vhodnej transformécie:

L [fy /1 —a? —y2dedy, A= {(z,y); 2> +y* <1, 2>0,y > 0}.

N E|

2. [[yzy’dedy, A= {(z,y); 2y <2® +y* < 4dy}. q.

0 -

3. [[,siny/a? + y2dady, A= {(z,y); 7* < 2?4 y* < 4dn?} .

4. [[4\/a? —a? — y?dzdy, A= {(z,y); 2* +y* < ax}.

20




ot

[=p}

7

oo

- [f arctg Ldady, A = {(;C,y); 1<2?+4%<09,

Sl
IA
<
IA
@
&
——
fﬁ

. ffA(lfof?)y)dmdy,A:{(x,y);x2+y2§4}. [47]

. [[,sin (7T\/£L'2+y2) dedy, A= {(z,y); 2> +9y*> <1,0< z < y}.

L 1
Sl (1 +2? +y?) dedy, A= {(z,y); y < VR>— 2%, 2> 0,y >0}.
[Z (1+R?)In(1+ R?) — R?

V tlohach 9 — 11 vypocitajte plosny obsah rovinnych obrazcov uréenych
mnozinou A, ked’

A je ohranicend krivkami: y = 1 (z — 2)? aa?4y? = 4.

- 3

2
Prieseénik kriviek: y = 1 (z—2)az24+y? =4: x2+(% (x72)2) =4=
2
a2 -4+ (3@-27) =0=24@-2)@+2) +(@-2)" =0

= (@-2)[4@+2)+ (@ -2°| 0= (2 -2) [4r+8+2° - 62% + 120 - 8] =
0=

= z(z—2)[2? —62+16] = 0 = z; = 0,z = 2, ostatné korene s
komplexné

A:OSxS?,%(w—2)2§y§\/4—x2

21




Vi—z2

P://lda;dy:7 / 1dy dxzj(\/W—;(x—z)Q)dx:
0 0

A 3(z—2)*
2 2 T = 2sint z
:/\/4—73:26&—%/(1‘—2)2 dzx = ;lxzzo%_():otsidg = /m2008tdt—
0 0 r=2ct=1 ] 0

z
:4/c052tdt—% (07(72)3) dx:4%/(1+cos?t)dt—% — 2 [+ sn2)F_
g0y 0
3=7T73

10. A={(z,y); 0<y <z 2?+y*<2z}. ”

™ I
L T3 J
y 7" 7/
11. A:{(x,y);mgyg\/§$,4x§x2+y2§8$}.
L 7 —6+3V3

22




12 Dvanasty tyzden

V tlohédch 1 — 5 vypocitajte trojné integraly pouzitim vhodnej transformécie.
Nagrtnite obrazok mnoziny A.

1‘ fffAZQdiL'dde,A: {(90,1/,2),9020, yZO, \/WSZS \/2—$2—y2}.

i (2v2-1)

2. [ff, (2% + o + 22) dedydz, A = {(z,y,2); a® +y* < 2%, 2> +y* + 22 < R?}.

3. [[[yVa? +y? + 22dadydz, A= {(z,y,2); 2% +y* + 22 < 2}

r
=
L

4. fffA%dwdydz,A={(x,y,z);xzo,yzo,0<z<3,§+§—§so}.

23
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5. 22yzdedydz, A= {(z,y,2); 2 >0,y >0
JJa

Pouzite zovseobecnené sférické suradnice —

V tlohédch 6 — 10 ndjdite objem mnoziny A. Nacrtnite

1
840
obrazok!

6. Az{(a:,y,z);a:2+y2Sl,OSzSyQ}.

7. A:{(x,y,z);x2+y2 <2z, 2?4 y? + 22 §4}.

24
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2 + 2.

8. A je ohrani¢end plochami z = 6—2%—y? a 2

[~

(Sd[a\]

2 + y2.

9. A je ohrani¢end plochami 2z = 22492, z =

10. A je ohranicend plochami 22 +y2 = 2z, 22+y? = 2—2, 2 = 0.
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