PREDNASKA 5.
DIFERENCIALNY POCET

DERIVACIA FUNKCIE

Motivaciou k pojmu derivacia je snaha charakterizovat rychlost rastu, pripadne
klesania funkcie f.

Geometrickym vyjadrenim rychlosti zmeny je pojem dotycnice ku grafu Gy
funkcie f.

Pripomerime, Ze rovnica priamky, ktord prechddza bodom [zg, yo] je

Y —yo = k(z — 20).

Preto priamka, ktord prechadza bodom [z, f(z¢)] na grafe funkcie, mé rovnicu

y — f(wo) = k(z — z0).

Pred nami je otazka, ako stanovit smernicu k tak, aby priamka vystihovala ¢o
najlepsie rast funkcie f v bode [zg, f(x0)] (aby bola dotyénicou). A tiez otdzka,
kedy sa také k dé& najst.

Pomézeme si pojmom sec¢nice. Vezmime dva rézne body na grafe funkcie f,
jeden z nich je [z, f(zo)] a druhy [z, f(z)]. (Pritom predpokladajme, ze funkcia f
je definovand v kazdom bode medzi zj a z.)

Rovnica priamky prechddzajicej tymito dvoma bodmi mé smernicu

f(x) = f(xo)

xr—x9

Ocakavame, ze takdato priamka vystihuje chovanie funkcie v bode z( tym lepsie,
¢im blizsie je bod z k bodu zg.

Za najlepsiu smernicu budeme povazovat limitu

k= Lim f(z) —f(iﬁo)_
T—TQ Tr — X

Ak takéto limita existuje a je koneénd, nazveme ju derivdciou funkcie f v bode
xXg.
Definicia. Nech f : A — R, a nech zy € A je hromadny bod mnoziny A.

Hovorime, ze funkcia f je v bode xg diferencovatelnd, ak existuje vlastné limita

im @) = F@o) _

T—x0 T — To
Cislo k nazyvame derivédcia funkcie f v bode zg. Znacime f'(zo) = k.

Definicia. Ak je funkcia f diferencovatelnd v kazdom bode intervalu I C A, tak
hovorime, ze je diferencovatelnd na intervale I. Funkciu f’ : I — R nazyvame
derivacia funkcie f na intervale I.

Lahko vieme nahliadnut, Ze na to, aby funkcia mala v bode zo derivdciu, musf
byt v tomto bode spojita.



Veta. Ak je funkcia diferencovatelnd v bode xg, tak je aj spojitd v bode xq.

Tvrdenie vety neplati naopak. Spojitd funkcia este nemusi{ mat deriviciu (doty¢nicu
v bode). Najjednoduchs{ priklad je tento:

Priklad. Funkcia f(z) = |z| je spojitd v bode 0 (aj v ostatnych bodoch R, ale
sustredime sa na nulu), ale nemd v bode 0 deriviciu, lebo

: 0
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Preto
Ll =10
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neexistuje, a teda funkcia f nemd v bode 0 derivaciu.

(Skuste si nakreslif obrézok.)
Skiusme teraz vypocitat derivéacie jednoduchych funkcii priamo pomocou definicie.

Priklad 1. Konstantng funkcia f(z) = ¢ méd v kazdom bode z( derivaciu, a to

f(xo) = lim

Priklad 2. Linedrna funkcia f(z) = z mé v kazdom bode z( derivéciu, a to

Xr — X

f'(xg) = lim =1

T—=xo T — T

Priklad 3. Funkcia f(x) = sin z m4 tiez v kazdom bode x( deriviciu. Vypoéitajme
ju.

F(wo) = lim sinx — sin xg

0) = oo 20

T—T0 Tr — X

Pouzijeme rovnost

sina —sin 8 = QSin(a _ ﬁ)cos( ;ﬁ)
Teraz
. . R Lzt
F(wo) = lim SREZSDT0 25T cosTER)
T—Tg xr — o T—T0 r — X9
_osin(f5R) z + @0
= Ilgrmlo = 9013120 cos( ) = cos zp.
Teda

1/ (o) = cos z.



Pretoze sme derivéaciu vypocitali v Tubovolnom bode zg € R, je funkcia
f'(x) = cosz,
definovand na Dy = R, funkciou derivécie povodnej funkcie sin x.

Sériou takychto prikladov vieme vytvorif zoznam elementarnych funkcii a ich
derivacii. Tu je:

Derivacie niektorych elementarnych funkcii.

flz)  f'(z) flz)  f(z)
c 0 sin(x) cos(x)
" n "t cos(z) —sin(x)
ev e* tg (z) o
Inx 1 cotg () 1

" sinZ(z)

Podobne, ako pri vypocte limit, aj pri vypocte derivacii, (ved st to v podstate

limity) je pocitanie pomocou definicie zdfhavé, a tak uvedieme jednoduché pravidla
vypoctu.

Veta (o vypocte). Nech f: 1 — R, g: I — R su diferencovatelné funkcie.
Potom

(f+9) =/"+4,

(cf) =c-f', (c je konstanta)
(f-9)=f-9+f9,
ak naviac g # 0, tak (;) fgg;zfg

Vetu sme uviedli pre funkcie na I, v rovnakej podobe plati aj pre derivacie v
bode xg.

Teraz uz vieme efektivne pocitat derivacie vacsieho poctu funkeii.

Priklad 4. Funkcia f(z) = 22 + 522 — 3z + 7 m4 derivéciu
f'(x) = 32% + 10z — 3.
Priklad 5. Funkcia f(z) = zsinz mé derivaciu
f/(z) = 1sinz + z cos .

-1
Priklad 6. Funkcia f(z) = r

5 ma derivaciu
2 +1

oy 1@+ — (@ —1)22 —2?+2z+1
fix) = (22 1 1)2 T @ 1)




Priklad 7. Funkcia f(z) = \/z = 2 m4 derivéciu
1

=37

N

=5

sinx

Priklad 8. Funkcia f(z) =tgz mé derivéciu
cos

1

cosx cosx — sinx (—sin x)
cos?x’

f'(x) = cos?

(Tymto vypoctom sme overili predposledny vzorec z tabulky.)

Pri derivovani zlozenej funkcie ndm pomdze tato veta.
Veta (o derivécii zlozenej funkcie). Nech f: 1 — J, g:J — R si diferenco-

vatelné funkcie na svojich defini¢ngch oboroch.
Potom zlozend funkcia je diferencovatelnd na I a plati

Tuto vetu vieme chépat aj tak, ze derivacia zlozenej funkcie je sué¢in derivacii.
Derivécie vnutornej zlozky f v bode x a derivacie vonkajsej zlozky g v bode y =

f().
Priklad 9. Funkcia f(z) = sin(z? — 2 + 3) m4 deriviciu

f'(z) = cos(z® —x +3) - (2z — 1).

Priklad 10. Funkcia f(z) = In(2? 4+ 1) ma derivaciu
1 2z

!
= - 2x = .
F(@) 2 +1 v 2 +1

mé derivaciu

Nl

Priklad 11. Funkcia f(z) = Va3 +1= (23 +1)

LEQ
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Priklad 12. Funkcia f(x) = In(x + vz? + 1) méa derivéciu

(@) 1 (1+ T ) (1+ \/ziﬁ) Vaz+1 1
)= —— - = . - )
z+Vz2+1 | r4+vVeZ+1 Va2+1 VaZ+1

Posledny priklad sa ndm bude hodit aj neskor, v kapitole o neurc¢itom integrali.




