PREDNASKA 2.

LIMITA FUNKCIE

Okrem mnoziny realnych ¢isel R budeme pouzivat aj rozsirenti mnozinu redlnych
¢isel R* = RU{—00,00}. Pretoze znaky +oo nie su ¢isla, prvky mnoziny R* budeme
volat body.

Predstavte si, ze mate agentiru, ktora pre klienta robi prieskum verejnej mienky.
Maéte k dispozicii data za kazdy den do dnesSka a vaSou tlohou je urobit odhad k
zajtrajSiemu diu.

Prenesené do sveta redlnych funkcii: Pozname hodnotu funkcie v kazdom cisle
x, okrem jedného. NaSou tlohou je odhadntt hodnotu funkcie v tomto ¢isle xg.
(Na rozdiel od motiva¢nej tlohy, teraz moézeme mat aj ddta z budicnosti.)

Tento (kvalifikovany) odhad budeme volat limita funkcie v bode .

Dodali sme slovo kvalifikovany, aby sme zdoraznili, ze odhad nebudeme robit
Tubovolne, ale podla pevnych pravidiel.

Predovsetkym je rozumné predpokladat, ze hodnoty f(x), v bodoch z, ktoré
su daleko od bodu zy maji na vysledny odhad maly vplyv. Naopak hodnoty v
bodoch blizko xy odhad ovplyviiuju viac. Potrebujeme merat, ¢o je blizko. Na to
slizi pojem okolie bodu.

Interval (z¢p — d,29 + J) nazyvame 0 okolim ¢isla xg. Pritom 6 > 0 uddva
maximalnu vzdialenost od é&isla xg. Oznacujeme

O&(.’L‘o) = (LL'O — (5, xo + 5)

Pri odhade predpokladdme, Ze hodnota v bode zy nie je zndma. Preto okrem
okolia, pouzivame aj prstencové okolie ¢isla z.
Mnozinu
Og(i[}o) = (CL’O — 0, 3?0) U ($0,$0 + (5)

volame prstencové okolie ¢isla xg.

Interval Os(o0) = (,00) nazyvame § okolim bodu co. Rozmyslite si, ze aj v
tomto pripade ¢im je ¢islo § > 0 mensie, tym je okolie Os(c0) mensie.

Analogicky je zavedené okolie bodu —oo.

Na osi y zvykneme pre velkost okolia pouzit pismeno .

Pomocou volby 4 sa vieme dostat k bodu xg fubovolne blizko. Pre ti¢ely odhadu
ale potrebujeme, aby v ¢islach x blizko bodu zy bola funkcia f definovana. Na to
slizi pojem hromadny bod.

Bod xg nazyvame hromadny bod defini¢ ného oboru A funkcie f, ak sa lTubovolne
blizko k nemu nachddza nejaky bod x # x¢ z definicného oboru. Zapisané pomocou
okoli,

O5(zo) N A £ 0.

Teraz uz vieme vyslovit definiciu limity.

Definicia. Nech f: A — R, a nech z( je hromadny bod mnoziny A. Hovorime,
ze funkcia f ma v bode z¢y limitu L € R*, ak

pre kazdé okolie O, (L) existuje okolie OF (), také, ze ak z € Of(x() tak potom
f(z) € O(L).

Znacime L = lim f(x).
Tr—T0o



Toto je mozno najtazsie ¢itatelna definicia z celého kurzu.

Precitajme si ju pre pripad, ked L je ¢islo.

Hovori, Ze L je kvalifikovany odhad, ak pre hocijaki dopredu nastavenu odchylku
¢ od odhadu L sa vieme dostat ku zo tak blizko (Oj), ze uz sa hodnoty f(x) lisia
od odhadu L o menej ako e.

Niekedy v texte pouZijeme aj oznacenie: ak x — xg tak f(x) — L, ¢o citame
nasledovne: Ak x sa blizi k z, tak f(x) sa blizi k L.

Pouzitim definicie vypocitame niektoré jednoduché limity.

Priklad 1.
lim1=1,
r—3
a vSeobecne
lim ¢=c.
Tr—x0

RieSenie.
Naozaj, ak pre hodnotu L = 1 zvolime akékolvek £ > 0, tak hodnota funkcie
f(z) sa od L lisi o menej ako €, (lebo je tiez presne 1) a to bez ohfadu na velkost 4.
To isté plati aj vo vSeobecnom pripade.

Priklad 2.

lim x = 2,
r—2

a vSeobecne

lim x = x.
Tr—x0

Riesenie.

Teraz ak pre hodnotu L = 2 zvolime ¢ > 0, tak pri volbe § = ¢ sa na okoli OF
hodnota funkcie f(z) = x 1isi od L o menej ako €.

Tak isto volime § = ¢ aj vo vSeobecnom pripade.

Priklad 3.

lim z = oo,
T—r00

RieSenie.
Tento vysledok je obsiahnuty vo v§eobecnom pripade prikladu 2, len si aj slovne

uvedomme, ze ak  — oo tak aj f(x) — oo, pretoze f(x) = x.

Poznamenajme, ze ak L je ¢islo, hovorime o vlastnej limite a ak L = —oo alebo
L = oo hovorime o nevlastnej limite.



VYPOCET LIMITY

Pocitanie limit pomocou definicie je pomerne zdlhavé a pouzivame ho len ked
nemame ind moznost.
Tou inou moznostou su pravidld vypoctu limit.

Veta o vypocte vlastnej limity. Nech f: A — R, g: A — R a nech existuji
vlastné limity lim f(z) = Ly, lim g(z) = Lo.
T—rT0o T—T0o

Potom
o lim f(x)+g(x) = Ly + Lo,
T—xT0
e lim f(2) g(z) =Ly Lo,
Tr—T0o

L
e ok naviac Ly # 0, tak lim M =1
z=wo g(x) Lo

Priklad 4. Vypocitajme limitu
lim 22 — 3z + 7
T—2

RieSenie. Pouzijeme vetu a vysledky Prikladov 1 a 2.

limz?—-3z+7=limz-limz—lim3-limz+ lim7=4—6+7 = 5.
r—2 r—2 r—2 r—2 r—2 r—2

Veta (o zazeni). Nech f : A — R, g : A1 — R pricom A; C A a nech xq je
hromadny bod Ay. Nech ezistuje limita lim f(x) = L.
T—rT0o

Potom aj lim g(z) = L.
r—rx0o

Priklad 5. Vypocitajme limitu

Coax?—4
lim
=2 1 — 2
RieSenie.
2_4 -2 2
lim a: = lim (= )@ + )
=2 1 — 2 r—2 x—2

Funkcia nie je definovana v bode xy = 2. Kréatenie v zlomku vedie k rozsireniu
definiéného oboru. Ak ma rozsirenie limitu, tak ti istd limitu ma aj zdizenie.

by (2= 2z +2)

=limz+2=4.
T—2 r—2 T—2

Priklad 6. Vypocitajme limitu

z—3
lim
=3 \rx+1—-+/7T—2




Riesenie.
lim x—3 ~ lim (z-3) (Ve +1+V7—x)
e=3r+1—T—2 =3 (or+1—vV7T—2)Vr+1+7—2)

— lim (z=-3)(Ve+1+V7—x) ~ lim Ve+l+vi—a

r—3 20c — 6 r—3 2

2

Priklad 7. Vypocitajme limitu

I
lim |sgn x|

Riesenie.
lim [sgnz| = lim 1 = 1.
x—0 x—0

Naozaj funkcia |sgn x| = 1 pre « # 0. Vsimnime si, ze limita v nule je 1 a nezhoduje
sa s funkénou hodnotou v nule, sgn |0] = 0.

JEDNOSTRANNE LIMITY

Zavedieme dve $pecidlne zizenia funkcie f: A — R.

Pri ztzeni na mnozinu A_ = AN (—o0,xp) hovorime o limite zlava v bode .
Znac¢ime lim f(z)=1L".
r—xo—

Pri ztizen{ na mnozinu A, = A N (20, 00) hovorime o limite sprava v bode z.
Znaéime lim f(x) = L*.
r—To+

7 vety o zuzeni plynie nasledujica veta.
Veta (o existencii). Nech f: A — R, a nech existuji limity sprava aj zlava,

lim f(x)=L" ngn-k flz)=L".

T—rTo—
Potom
lim f(z)=1L
T—T0
prdve vtedy, ked
Lt=L =1L

Z tejto vety je najdoleziejsia skutocnost, ze ak sa limity zlava a sprava nerovnaju,
tak funkcia nemd v ¢isle xg limitu.

Priklad 8. Vypocitajme limitu
lim sgn x
z—0
RieSenie.

lim sgnz = lim 1=1

z—0+ z—0+
lim sgnz = lim —1=—1.
z—0— z—0—

Pretoze 1 # —1 funkcia sgn () nemd v bode 0 limitu.



