PREDNASKA 1.

Uvob.

Obsahom predmetu Matematika 1 je stidium vlastnosti funkcie jednej premen-
nej. Podla povahy tychto vlastnosti a podla pouzitych metematickych technik
delime studovanu latku do dvoch ¢asti. Prva sa vold diferencidlny pocet, druha
integralny pocet.

Funkciu jednej premennej si geometricky vieme (zjednodusene) predstavit ako
¢iaru. Budeme teda hovorit o vlastnostiach ¢iary. Aj ked sa v historickom vyvoji
matematiky pojem funkcie a jej geometrického znézornenia postupne od seba vz-
dialil, pre nasSe ucely je predstava ¢iary celkom uzito¢na.

Ciary predstavujice funkcie budeme maf umiestnené v rovine obsahujicej dve
na seba kolmé priamky - siradné osi. Oznacime ich postupne x a y. Ich priese¢nik
je bod nula na kazdej z osi. Kazdu priamku vieme stotoznit s mnozinou realnych
¢isel R. Oznacenie osi je zvolené tak, aby sa kladna ¢ast osi  otocenim o 90 proti
smeru hodinovych ruci¢iek zobrazila na kladnu cast osi y.

(Zvykneme kreslit os x vodorovne a os y zvisle.)

Kazdy bod v rovine je jednoznacne urceny usporiadanou dvojicou ¢isel, suradnic
[z, y].

Zobrazenie, ktoré zvolenej siradnici « priradi druht sdradnicu y tak, aby bod
lezal na Ciare, je zarodkom definicie redlnej funkcie.

DEFINICIA REALNEJ FUNKCIE.

V skutoc¢nosti ale nas postup obrdtime. Nezacneme ¢iarou, ku ktorej hfaddme
priradenie, ale naopak za¢neme priradenim, od ktorého budeme pozadovat rozumné
vlastnosti a potom sa pozrieme, aka ¢iara tymto priradenim vznikne.

Zobrazenie s pozadovanymi vlastnostami budeme volat redlna funkcia a znagcit
najcastejsie pismenom f.

Definicia. Nech A C R, B C R. Zobrazenie f, ktoré kazdému = € A priradi jediné
y € B nazyvame redlna funkcia.

Definicia hovori, ze redlna funkcia je trojica, mnozina A (na osi z), mnozina B
(na osi y) a predpis f.

Pritom predpis f sa mus{ dat pouzit pre kazdé ¢islo x € A (Eitame x z A.) A to
naviac jednozna¢nym sposobom.

Mnozinu A nazyvame defini¢ny obor a znacime Dy.

Niekedy je miesto trojice uvedeny len predpis f.

Mnozinu B vtedy povazujeme za celi mnozinu realnych ¢isel, B = R. S mnozinou
A je to tazsie.
Ak v tlohe nie je zadany definiény obor, povazujeme za D najvacsiu mnozinu, na
ktorej ma funkény predpis f zmysel.

Priklad 1. N§jdime defini¢ny obor funkcie f.

o= /22T




RieSenie. Zlomok je dobre definovany (mé zmysel), ked je menovatel
2 —9+#0.
Teda x # 3 a tiez z # —3.

Odmocnina je dobre definovand, ked ¢islo ktoré odmocnujeme je nezaporné.

Teda
r+1

22 -9
Uvazujeme dve moznosti, bud je ¢itatel nezdporny a menovatel kladny, alebo je
¢itatel nekladny a menovatel zdporny.
Prvd moznost ddva = € (3,00) a druhd z € (-3, —1].
Teda

> 0.

Dy = (3,00) U (=3, —1].

Poznamenajme, ze najcastejSie budeme uvazovat o funkciach, ktorych defini¢ny
obor je interval, alebo zjednotenie kone¢ného poctu intervalov.

Uvedieme teraz niekolko prikladov realnych funkcii. Na tychto prikladoch ukazeme
niektoré pouzivané pojmy.

Priklad 2. Vezmime funkciu f : R — R s predpisom
f(z) =3z —2.

Zrejme jej definiény obor je Dy = R.

Mnozinu bodov so suradnicami [z,y], kde y = f(x) nazyvame graf funkcie f. V
tomto priklade je grafom funkcie priamka (nakreslite ju).

Lahko zistime, ze kazdd hodnota y sa vyskytuje v nejakom bode grafu ako druh4
suradnica bodu, inak povedané na kazdd hodnotu y sa zobrazi funkciou f nejaké
xz. Dokonca také x je prave jedno, a to x = %—2 Hovorime, ze obor hodnét funkcie
f je celd mnozina R.

Definicia. Nech f: A — B.
Mnozinu
Gy =Alz, f(@)]; =€ A}
nazyvame grafom redlnej funkcie f.
Definicia. Nech f: A — B.
Mnozinu
Hy = {y € B; pre ktoré existuje také z € A, ze y = f(z)}
nazyvame oborom hodnét realnej funkcie f.
Priklad 3. Vezmime funkciu f : R — R s predpisom
f(z) =22,
Zase, jej defini¢ny obor je Dy = R.
Jej grafom je parabola
y = 2.
Teraz ale nie je pravda, ze pre kazdé y € R najdeme x také, ze y = z2. Oborom
hodnot funkcie f nie je celd mnozina R.
Zrejme je Hy = [0,00). ( Mnozinu [0, c0) zvykneme znacit ako R .)
Tiez pre kladné ¢isla y € Hy nie je pravda, Ze by boli obrazom préve jedného x
z Dy. (Napriklad pre y =4 je f(z) =4 ak v = 2, ale aj ak . = —2.



Priklad 4. Vezmime funkciu g : Rar — Rar s predpisom

g(x) = 22

Oproti predchddzajiucemu prikladu sme nezmenili funkény predpis, ale zmenili
sme mnoziny A a B.

Definiény obor je teraz D, = R§.

Grafom je ¢ast paraboly y = 22 leziaca v pravej polrovine.

Oborom hodnét funkcie g je celda mnozina B = Ry .

A naviac kazdé y € H, je obrazom prave jedného x z D,.

Hovorime, ze funkcia g z prikladu 4 je zizenie funkcie f z prikladu 3.

Priklad 5. Uvazujme znamienkovu funkciu signum, ktord znac¢ime sgn : R — R.
Dané je predpisom
1 pre z > 0,
sgn (z) =<¢ 0prez =0,
—1 pre z < 0.

( Slovne popisané, funkcia mé hodnotu 1 pre kladné éisla z, hodnotu -1 pre
zdporné ¢isla x a hodnotu 0 pre nulu.)

Definiény obor je Dy = R.

Oborom hodnét funkcie f je mnozina Hy = {—1,0,1}.

Definicia. Funkciu f: A — B nazyvame

- injektivna, ak Vai,29 € A plati x1 # xo = f(x1) # f(x2). (Rozne ,iksy” sa
zobrazia na rézne , ypsilony” )

- surjektivna, ak Yy € B existuje také x € A, 7ze y = f(x). (Obor hodnédt je celd
mnozina B.)

- bijektivna, ak je injektivna a sucasne surjektivna.

Pri pohlade na predchédzajice priklady vidime, ze funkcia z prikladu 2 je bi-
jektivna, funkcia z prikladu 3 nie je ani injektivna ani surjektivna. Jej zizenie z
prikladu 4 je ale bijektivna funkcia.

Funkcia z prikladu 5 nie je injektivna a ani nema rozumné zizenie na injektivnu
funkciu.

Poznamenajme, Ze z kazdej funkcie sa d4 volbou mnoziny B urobif surjektivna
funkcia.

ZLOZENA A INVERZNA FUNKCIA.

Predstavme si, Ze redlne ¢islo « zobrazime pomocou funkcie f nay = f(z). Nové
¢islo y mozeme dalsou funkciou g zobrazit na éislo z = g(y). Opakované zobrazenie
je podstatou pojmu zlozena funkcia.

Priklad 6. Uvazujme funkciu f : R — R danu predpisom
flx) =1-3mz,
a funkciu g : R — R dant predpisom

g(x) = |z| + 1.



Ak zvolime napriklad z = 1, tak f(1) = 1 —3 = —2. Teraz moézeme y = —2
zobrazit pomocou funkcie g. Dostaneme g(—2) = | — 2|+ 1 = 3.

Vsimnime si, ze ak vlozime predpis pre funkciu f do funkcie g, teda g(1 —3z) =
[1—3z|+1, vytvorime novi funkciu - nazvime ju h - s predpisom h(z) = |1 —3z|+1,
ktora pracuje rovnako, ako postupné zobrazenie funkciou f a nésledne zobrazenie
vysledku funkciou g.

Novi funkciu & nazveme zlozend funkcia.

Definicia. Nech funkcia f: A — B a funkcia g : B — C.
Funkciu A : A — C danu predpisom

h(z) = g(f(x))
nazyvame zlozena funkcia z funkcii f a g.

Znacime aj h=go f.

Ak v predoslom priklade 6 skisime pouzit funkcie f a ¢ v opa¢nom poradi,
dostaneme pre z = 1 g(1) = |1| + 1 = 2. Nésledne f(2) =1—-3-2= —5.

Vysledok teda zavisi od poradia, v ktorom funkcie f a g pouzijeme.

Vo vSeobecnosti

fog#golf.
Priklad 7. Uvazujme funkciu f : R — R dant predpisom

a funkciu g : R — R dant predpisom

o) =+
Zlozena funkcia
oy = 3
A v opatnom poradi
flote) =1-3-=" =

V tomto priklade na poradi skladania nezalezi.

Naviac vychodzie Cislo x sa po zobrazeni pomocou f zobrazilo na y a toto y
sa funkciou g zobrazilo naspéat na x. Rovnako pri zobrazeni v opatnom poradi
dostaneme ako vysledok povodné ¢islo.

Takéto dve funkcie sa nazyvaju inverzné.

Definicia. Nech funkcia f : A — B je bijektivna. Funkciu g : B — A, pre ktoru
plati
g(f(z)) =z, pre kazdé x € A
a sucasne
fl9(y)) =y, pre kazdé y € B
nazyvame inverzna funkcia k funkcii f.
Znagime g = f~!

Pretoze na grafe funkcie f lezia body [z, f(z)] = [z,y] a na grafe inverznej
funkcie body [y, g(y)] = [y, x], si grafy inverznych funkecii symetrické podla osi 1.
a 3. kvadrantu (priamky y = x).



PARNA A NEPARNA FUNKCIA

Mnozinu A nazveme symetrickd, ak s kazdym x € A je aj —x € A.

Definicia. Nech A je symetrickd mnozina. Redlnu funkciu f : A — B nazyvame:
e pirna, akVz e A; f(—xz)= f(x),
e nepdrna, ak Vz € A; f(—x) = —f(z).

Graf parnej funkcie je simerny podla osi y, graf neparnej funkcie je sredovo
simerny podla pociatku siradnej sistavy.

Priklad 8. Funkcia f: A — R
o f( ) =1 je pdrna.
flz)==x Je nepérna.
f( ) = a2 Je pérna.
o f(x) = 2 — je parna.
o f(z

)= ; nie je ani parna ani neparna.

Funkcia f(xz) = 2™, pre n € N je parna, prave vtedy, ked n je pdrne &islo a
neparna, prave vtedy, ked n je neparne ¢islo.

Sucet a stcin parnych funkcii je parna funkcia. Rovnako si¢in neparnych funkeif
je parna funkcia. Sucet neparnych funkcii je neparna funkcia. Su¢in neparnej a
péarnej funkcie je neparna funkcia.

Co viete povedat o st¢te parnej a neparnej funkcie?



