
LINEÁRNA ALGEBRARNDr. Peter Kaprálik, PhD.KM FEI STU, Ilkovièova 3, 812 19 Bratislava18. 11. 20011. Raionálne funkieDe�níia 1.1. Komplexná funkia F (x) = f(x)g(x)kde f; g sú polynómy, g 6= 0, sa nazýva raionálna funkia. Ak st(f) < st(g), funkia F sanazýva rýdzoraionálna.Poznámka 1.1. De�nièným oborom raionálnej funkie F je mno¾ina C n fx 2 C; g(x) = 0g.Príklad 1.1. FunkieF (x) = 2x3 � ix+ 1x2 + (2� i)x+ 2 ; G(x) = x2 + 4x+ 13x5 � x3 + x2 + 2sú raionálne, funkia G je rýdzoraionálna.Poznámka 1.2. Ak f; g 2 P (R), hovoríme o reálnej raionálnej funkii, ak f; g 2 P (C),hovoríme o komplexnej raionálnej funkii.De�níia 1.2. Elementárnym zlomkom nad C (komplexným elementárnym zlomkom) nazý-vame ka¾dú raionálnu funkiu F (x) = a(x� �)kkde a; � 2 C; k 2 N.Elementárnym zlomkom nad R (reálnym elementárnym zlomkom) nazývame ka¾dú raionálnufunkiu F (x) = a(x� �)kkde a; � 2 R; k 2 N a G(x) = ax+ b(x2 + px+ q)kkde a; b; p; q 2 R; k 2 N, polynóm x2 + px+ q nemá reálne korene.Veta 1.1. Ka¾dá komplexná (resp. reálna) raionálna funkia sa dá vyjadri» v tvare súètukomplexného (resp. reálneho) polynómu a koneèného poètu elementárnyh zlomkov nad C (resp.R) �Tomuto tvaru raionálnej funkie hovoríme rozklad raionálnej funkie na elementárne zlomkynad C (resp. R).Postup pri rozklade raionálnej funkie H(x) = f(x)g(x) na elementárne zlomky nad C (resp. R):(1) Vykonáme delenie polynómov f; g so zvy¹kom:f(x) = g(x)q(x) + r(x); st(r) < st(g)odkiaµ 1



2 LINEÁRNA ALGEBRAH(x) = f(x)g(x) = q(x) + r(x)g(x)Tým sme získali vyjadrenie raionálnej funkie H v tvare súètu polynómu a rýdzorai-onálnej funkie.(2) Nájdeme kanoniký rozklad polynómu g nad C (resp. R).(3) Rýdzoraionálnu funkiu r(x)g(x) rozpí¹eme na súèet elementárnyh zlomkov tak, ¾e ku ka¾-dému èiniteµu z kanonikého rozkladu polynómu g (okrem najvy¹¹ieho koe�ienta) pri-dávame zlomky:(x� �)k �! a1x� � + a2(x� �)2 + � � �+ ak(x� �)k�x2 + px+ q�k �! b1x+ 1x2 + px+ q + b2x+ 2(x2 + px+ q)2 + � � � + bkx+ k(x2 + px+ q)k(4) Vypoèítame koe�ienty aj ; bj ; j .Príklad 1.2. Rozlo¾te na elementárne zlomky nad C raionálnu funkiuG(x) = x3 + 2x2 � x2(x+ 1)2(x2 + 1)Rie¹enieFunkia G je rýdzoraionálna, preto nie je potrebné vykona» delenie. Kanoniký rozklad me-novateµa je2(x+)2(x� i)(x+ i)Funkiu G m�¾eme preto vyjadri» v tvarex3 + 2x2 � x2(x+ 1)2(x� i)(x+ i) = ax+ 1 + b(x+ 1)2 + x� i + dx+ ikde a; b; ; d 2 C. Koe�ienty a; b; ; d vypoèítame tak, ¾e predhádzajúu rovnos» vynásobímemenovateµom raionálnej funkie G, èím dostaneme rovnos» polynómovx3 + 2x2 � x = 2a(x+ 1)(x� i)(x+ i) + 2b(x� i)(x+ i) + 2(x+ 1)2(x+ i) + 2d(x+ 1)2(x� i)Úpravou polynómu na pravej strane rovnovnosti na normálny tvar dostanemex3 + 2x2 � x = (2a+ 2+ 2d)x3 + (2a+ 2b+ 4+ 2i+ 4d� 2di)x2++ (2a+ 2+ 4i+ 2d� 4di)x + 2a+ 2b+ 2i� 2diTáto rovnos» je splnená práve vtedy keï1 = 2a+ 2+ 2d2 = 2a+ 2b+ 4+ 2i + 4d� 2di�1 = 2a+ 2+ 4i+ 2d� 4di0 = 2a+ 2b+ 2i � 2diVyrie¹ením tejto sústavy rovní dostaneme a = 0; b = 12 ;  = 1+i4 ; d = 1�i4 a m�¾eme napísa»rozklad funkie G na elementárne zlomky nad C:x3 + 2x2 � x2(x+ 1)2(x� i)(x+ i) = 12(x+ 1)2 + 1 + i4(x� i) + 1� i4(x+ i)Uvedieme si druhý sp�sob výpoètu koe�ientov a; b; ; d. Staèí si uvedomi», ¾e rovnos»x3 + 2x2 � x = 2a(x+ 1)(x� i)(x+ i) + 2b(x� i)(x+ i) + 2(x+ 1)2(x+ i) + 2d(x+ 1)2(x� i)



LINEÁRNA ALGEBRA 3je pravdivá pre ka¾dé x 2 C. Dosadením konkrétnyh hodn�t za x do tejto rovnosti dosta-neme sústavu rovní, z ktorej vypoèítame hµadané koe�ienty. Výhodné je dosadzova» korenemenovateµa raionálnej funkie G, v na¹om prípade èísla �1; i; �i:x = �1 : �1 + 2 + 1 = 2b(�1� i)(�1 + i)x = i : �i� 2� i = 2(1 + i)22ix = �i : i� 2 + i = 2d(1 � i)2(�2i)Odtiaµto µahko vypoèítame b; ; d. Na výpoèet koe�ienta a pou¾ijeme niektorú z predhádza-júih rovní, ktoré sme získali porovnaním koe�ientov rovnakýh polynómov alebo dosadímedo týhto polynómov za x hoijaké èíslo, napr.x = 0 : 0 = 2a(�i)i + 2b(�i)i + 2i+ 2d(�i)a odtiaµ vypoèítame a.Príklad 1.3. Rozlo¾te na elementárne zlomky nad R raionálnu funkiuG(x) = x3 + 2x2 � x2(x+ 1)2(x2 + 1)Rie¹enieV tomto prípade máme hotový u¾ aj kononiký rozklad menovateµa nad R a m�¾eme písa»rozklad raionálnej funkie:x3 + 2x2 � x2(x+ 1)2(x2 + 1) = ax+ 1 + b(x+ 1)2 + x+ dx2 + 1Po vynásobení menovateµom raionálnej funkie dostanemex3 + 2x2 � x = 2a(x+ 1)(x2 + 1) + 2b(x2 + 1) + 2(x + d)(x + 1)2Dosaïme sem reálne korene menovateµa raionálnej funkie (m�¾u sa aj imaginárne, ale nie jeto mo výhodné, lebo dostaneme rovnie s komplexnými koe�ientami).x = �1 : �1 + 2 + 1 = 2b(1 + 1)odkiaµ b = 12 . Ïal¹ie rovnie získame porovnaním koe�ientov polynómov, napr. staèí porovna»koe�ienty pri x3; x; x0. x3 : 1 = 2a+ 2x : �1 = 2a+ 2+ 4dx0 : 0 = 2a+ 2b+ 2dVyrie¹ením tejto sústavy dostaneme a = 0;  = 12 ; d = �12 . Potom kanoniký rozklad funkieG nad R je x3 + 2x2 � x2(x+ 1)2(x2 + 1) = 12(x+ 1)2 + x� 12(x2 + 1)Cvièenie 1.(1) Rozlo¾te na elementárne zlomky nad C (bez výpoètu koe�ientov) raionálnu funkiu:(a) 1(x3 � 8)2(x4 + 4x2 + 16) 2664 a(x�2)2 + bx�2 + (x+1+ip3)3 + d(x+1+ip3)2++ ex+1+ip3 + p(x+1�ip3)3 + q(x+1�ip3)2 + rx+1�ip3++ sx�1+ip3 + tx�1�ip3 3775(b) 3x2 + 1(2x3 + 4x2)(x2 � 4) h ax2 + bx + (x+2)2 + dx+2 + ex�2i() x+ 1(x4 � 16)(x3 + 8) h a(x+2)2 + bx+2 + x�2 + dx�2i + ex+2i + rx�1�ip3 + rx�1+ip3i



4 LINEÁRNA ALGEBRA(2) Rozlo¾te na elementárne zlomky nad R (bez výpoètu koe�ientov) raionálnu funkiu:(a) 1(x3 � 8)2(x4 + 4x2 + 16) " a(x�2)2 + bx�2 + x+d(x2+2x+4)3 + ex+p(x2+2x+4)2++ qx+rx2+2x+4 + sx+tx2�2x+4 #(b) 3x2 + 1(2x3 + 4x2)(x2 � 4) h ax2 + bx + (x+2)2 + dx+2 + ex�2i() x+ 1(x4 � 16)(x3 + 8) h a(x+2)2 + bx+2 + x�2 + dx+ex2+4 + rx+sx2�2x+4i(3) Rozlo¾te na elementárne zlomky nad C raionálnu funkiu:(a) 4x4 � 1 h 1x�1 � 1x+1 + ix�i � ix+ii(b) x3 + 3x2 + (3 + i)x+ 2(x+ 1)3(x� i) h i(x+1)3 + 1x�ii() 4x2 � 12x+ 4(x2 � 2x+ 2)2 h 2�i(x�1+i)2 + 2+i(x�1�i)2 i(d) 4x� i2x3 + 2i h �i2(x�i) + p3+i2x�p3+i + �p3+i2x+p3+ii(4) Rozlo¾te na elementárne zlomky nad R raionálnu funkiu:(a) 6x2 + 7x+ 42x3 + 3x2 � 1 h 42x�1 � 1(x+1)2 + 1x+1i(b) x6 � 5x5 + 13x4 � 18x3 + 12x2 � 8x+ 12(x� 2)(x2 � 2x+ 2)2 hx+ 1 + 3x�2 + x�6(x2�2x+2)2 + 2x2�2x+2i() 4x5 � 8x4 + 5x3 � x2 + x+ 1(2x2 � x)2 hx� 1 + 6(2x�1)2 � 102x�1 + 1x2 + 5xi(d) x6 + x5(x3 � 1)(x2 + x+ 1) hx+ x�13(x2+x+1)2 + �11x+59(x2+x+1) + 29(x�1)i(e) �x4 � 3x3 + 10x2 � 4x+ 1(x� 1)(x4 � x3 � x+ 1) h 1(x�1)3 + 2x�1 + x�2x2+x+1i


