
ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIARNDr. Peter Kaprálik, PhD.KM FEI STU, Ilkovièova 3, 812 19 Bratislava20. 3. 20031. PolynómyZákladné pojmy.De�níia 1.1. Neh n 2 N [ f0g; a0; a1; : : : ; an 2 C. Funkiuf : C �! C; f(x) = anxn + an�1xn�1 + � � � + a1x+ a0 (1)nazývame komplexný polynóm komplexnej premennej x (struène ho budeme nazýva» len poly-nóm). Èísla a0; a1; : : : ; an sú koe�ienty polynómu f a výrazy akxk pre k 2 f0; 1: : : : ; ng súèleny polynómu f; ¹peiálne a0 je absolútny èlen.Polynóm g : C �! C; g(x) = 0 nazývame nulový polynóm a budeme ho oznaèova» 0.Poznámka 1.1. Keï¾e de�nièný obor aj koobor polynómov je v¾dy mno¾ina C, budeme na-miesto dlhého zápisu (1) pou¾íva» krat¹í:f(x) = anxn + an�1xn�1 + � � �+ a1x+ a0alebo anxn + an�1xn�1 + � � �+ a1x+ a0alebo f(x)alebo fMno¾inu v¹etkýh komplexnýh polynómov premennej x budeme oznaèova» P (C) a mno¾inuv¹etkýh polynómov s reálnymi koe�ientami P (R). Prvky mno¾iny P (R) budeme tie¾ nazýva»reálne polynómy.Je zrejmé, ¾e P (R) � P (C).Súèet f + g, rozdiel f � g a súèin fg polynómov f; g de�nujeme ¹tandardne, tak ako sú tietobinárne operáie de�nované pre funkie, tedaf + g : C �! C; (f + g)(x) = f(x) + g(x)f � g : C �! C; (f � g)(x) = f(x)� g(x)fg : C �! C; (fg)(x) = f(x)g(x)Príklad 1.1. Urète f + g; f � g; fg, ak f(x) = x� 1; g(x) = x2 + x+ 1.Rie¹enie(f + g)(x) = f(x) + g(x) = (x� 1) + (x2 + x+ 1) = x2 + 2x(f � g)(x) = f(x)� g(x) = (x� 1)� (x2 + x+ 1) = �x2 � 2(fg)(x) = f(x)g(x) = (x� 1)(x2 + x+ 1) = x3 � 1Poznámka 1.2. Súèet, rozdiel a súèin dvoh polynómov je opä» polynóm.Rovnos» polynómov de�nujeme ako rovnos» funkií. Keï¾e polynómy majú rovnaké de�niènéobory, m�¾eme poveda», ¾e dva polynómy f; g sú rovnaké a pí¹eme f = g, ak f(x) = g(x) prev¹etky x 2 C. 1



2 ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIAVeta 1.1. Neh f(x) = asxs+as�1xs�1+� � �+a1x+a0; as 6= 0 aM = maxfja0j; ja1j; : : : ; jas�1jg.Potom pre ka¾dé komplexné èíslo z, ktoré vyhovuje podmienke jzj > 1 + Mjasj , je f(z) 6= 0.D�kazPre ka¾dé komplexné èíslo x platíjf(x)j = jasxs + as�1xs�1 + � � � + a1x+ a0j � jasxs + as�1xs�1 + � � �+ a1xj � ja0j �� jasxsj � jas�1xs�1j � � � � � ja1xj � ja0j = jasjjxjs � jas�1jjxjs�1 � � � � � ja1jjxj � ja0j == jasjjxjs � (jas�1jjxjs�1 + � � �+ ja1jjxj+ ja0j) � jasjjxjs � (M jxjs�1 + � � �+M jxj+M) == jasjjxjs �M(jxjs�1 + � � � + jxj+ 1)Pre komplexné èísla z, ktoré splòujú podmienku jzj > 1 + Mjasj ïalej platíjf(z)j � jasjjzjs �M(jzjs�1 + � � �+ jzj+ 1) = jasjjzjs �M jzjs � 1jzj � 1 = jasjjzjs � Mjzj � 1(jzjs � 1)Z podmienky jzj > 1 + Mjasj vyplýva Mjzj�1 < jasj, a pretojf(z)j > jasjjzjs � jasj(jzjs � 1) = jasj > 0Absolútna hodnota èísla f(z) je kladná, èo znamená, ¾e f(z) 6= 0. �Veta 1.2. Polynóm f(x) = anxn + an�1xn�1 + � � �+ a1x+ a0 je nulový vtedy a len vtedy, keïa0 = a1 = : : : = an = 0.D�kaz (nepriamo)Predpokladajme, ¾e niektorý z koe�ientov polynómu f je r�zny od nuly. Oznaème s najväè¹ieèíslo k 2 f0; 1; : : : ; ng, pre ktoré ak 6= 0. Potom f(x) = asxs+ as�1xs�1+ � � �+ a1x+ a0, prièomas 6= 0, a podµa predhádzajúej vety existuje komplexné èíslo z, pre ktoré f(z) 6= 0. To je v¹akv spore s tým, ¾e f je nulový polynóm. �Veta 1.3. Dva polynómyf(x) = anxn + an�1xn�1 + � � � + a1x+ a0; an 6= 0;g(x) = bmxm + bm�1xm�1 + � � �+ b1x+ b0; bm 6= 0sú rovnaké práve vtedy, keï n = m, a0 = b0; a1 = b1; : : : ; an = bn.D�kazPolynómy f a g sú rovnaké práve vtedy, keï polynóm f�g je nulový. To nastane práve vtedy,keï a0 � b0 = 0; a1 � b1 = 0; : : :, èi¾e keï a0 = b0; a1 = b1; : : : a vtedy samozrejme n = m. �De�níia 1.2. Stupòom polynómu f(x) = anxn + an�1xn�1 + � � � + a1x + a0, ktorého aspoòjeden koe�ient je nenulový, nazývame èíslost(f) = maxfk 2 f0; 1; : : : ; ng; ak 6= 0gPríklad 1.2. Neh h(x) = 0x5 + 2x4 + 5x� 1, potom st(h) = 4Polynóm stupòa s m�¾eme písa» v tvaref(x) = asxs + as�1xs�1 + � � �+ a1x+ a0; as 6= 0(koe�ienty ak pre k > s sú nulové, preto èleny s týmito koe�ientami netreba písa»). Tento tvarnazývame normálny tvar polynómu f . Koe�ient as nazývame najvy¹¹í koe�ient, èlen asxsnajvy¹¹í èlen polynómu f .Polynómy nultého stupòa a nulový polynóm nazývame kon¹tantné polynómy, polynómy prvéhostupòa - lineárne polynómy, polynómy druhého stupòa - kvadratiké polynómy a polynómytretieho stupòa - kubiké polynómy.



ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIA 3Uvedomme si, ¾e nemáme de�novaný stupeò nulového polynómu. Tento nedostatok m�¾emeodstráni» takto:De�níia 1.3. Stupòom nulového polynómu nazývame symbol �1.Stupne nenulovýh polynómov sú prirodzené èísla, ktoré vieme sèitova» a porovnáva». Aby tobolo mo¾né aj so stupòom nulového polynómu, dohodnime sa, ¾e pre v¹etky n 2 N [ f0g�1+ n = n+ (�1) = �1�1+ (�1) = �1�1 < nVeta 1.4. Pre ka¾dé dva polynómy f; g 2 P (C)st(f + g) � maxfst(f); st(g)gst(fg) = st(f) + st(g)D�kazNeh f(x) = anxn + an�1xn�1 + � � � + a1x+ a0; an 6= 0;g(x) = bmxm + bm�1xm�1 + � � �+ b1x+ b0; bm 6= 0sú nenulové polynómy, potom st(f) = n a st(g) = m. Vzhµadom k tomu, ¾ef(x)g(x) = [anxn + an�1xn�1 + � � �+ a1x+ a0℄[bmxm + bm�1xm�1 + � � �+ b1x+ b0℄ == anbmxn+m + (anbm�1 + an�1bm)xn+m�1 + � � �+ (a1b0 + a0b1)x+ a0b0; anbm 6= 0;st(fg) = nm = st(f) + st(g).Pre èísla m;n platí práve jedna z mo¾ností: m = n alebo m < n alebo m > n. Povedzme, ¾en � m (v opaènom prípade by sme postupovali analogiky). Ak polo¾íme bk = 0 pre m < k � n,tak g(x) = bnxn + bn�1xn�1 + � � �+ b1x+ b0 af(x) + g(x) = (an + bn)xn + (an�1 + bn�1)xn�1 + � � �+ (a1 + b1)x+ a0 + b0V prípade, ¾e n > m je an + bn = an + 0 = an 6= 0 a st(f + g) = n = st(f).Ak n = m a an 6= �bn, tak an + bn 6= 0 a st(f + g) = n = st(f).Ak n = m a an = �bn, tak an + bn = 0 a st(f + g) < n = st(f)Vo v¹etkýh troh prípadoh platí st(f + g) � maxfst(f); st(g)g.Ostáva e¹te overi» prípad, keï niektorý polynóm je nulový. Neh napríklad g je nulový poly-nóm. Potom f(x)g(x) = f(x) � 0 = 0; st(fg) = �1 = n+ (�1) = st(f) + st(g)f(x) + g(x) = f(x) + 0 = f(x); st(f + g) = st(f) � maxfst(f); st(g)g �Delenie polynómov so zvy¹kom.Príklad 1.3. Zistite, èi k polynómom f(x) = 1; g(x) = x + 1 existuje polynóm h tak, abyf = gh.Rie¹eniePre polynóm h má plati»: 1 = (x+ 1)h(x), odkiaµ pre stupne vyplývast(gh) = st(x+ 1) + st(h) = 1 + st(h) = � 1 + (�1) = �1; ak st(f) = �11 + n; ak st(f) = n > �1V oboh prípadoh st(gh) 6= st(f) = 0. Znamená to, ¾e po¾adovaný polynóm h neexistuje.V predhádzajúom príklade sme videli, ¾e podiel polynómov f; g je funkia, ktorá nie jepolynóm. Podobná situáia je pri delení elýh èísel. Tu tie¾ podiel elýh èísel nemusí by» eléèíslo. Av¹ak existuje tu delenie elýh èísel so zvy¹kom. Nasledujúa veta hovorí, ¾e delenie sozvy¹kom je mo¾né zavies» aj pre polynómy.



4 ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIAVeta 1.5. Ku ka¾dým dvom polynómom f; g 2 P (C); g 6= 0; existujú také polynómy q; r 2P (C), ¾e1. f = gq + r,2. st(r) < st(g).Podmienkami 1 a 2 sú polynómy q; r jednoznaène urèené. �Poznámka 1.3. Polynóm q z predhádzajúej vety sa nazýva podiel a polynóm r zvy¹ok podelení polynómu f polynómom g.Príklad 1.4. Vydeµte polynóm (1� 2i)x2 + 3x� 2 + i polynómom 4ix3 + (�1 + 2i)x � 4.Rie¹enieKeï¾e pre tieto polynómy platí(1� 2i)x2 + 3x� 2 + i = [4ix3 + (�1 + 2i)x � 4℄0 + (1� 2i)x2 + 3x� 2 + ia st((1 � 2i)x2 + 3x� 2 + i) < st(4ix3 + (�1 + 2i)x� 4)tak podielom je nulový polynóm a zvy¹ok je (1� 2i)x2 + 3x� 2 + i.Algoritmus na výpoèet podielu a zvy¹ku si uká¾eme na konkrétnom príklade.Príklad 1.5. Vydeµte so zvy¹kom polynóm f(x) = 5x5� x4+2x3+ ix� 2i polynómom g(x) =x2 + x+ 1.Rie¹enieVýpoèet podielu q a zvy¹ku r je takýto: Vydelíme najvy¹¹í èlen polynómu f najvy¹¹ím èlenompolynómu g a dostaneme prvý èlen podielu q. Vynásobme ho polynómom g a tento súèin odèí-tajme od polynómu f . Dostaneme polynóm f1 stupòa men¹ieho ako st(f). Zapísa» to m�¾emetakto:(5x5 � x4 + 2x3 + ix� 2i) : (x2 + x+ 1) = 5x3�(5x5 + 5x4 + 5x3)�6x4 � 3x3 + ix� 2iPredhádzajúi postup zopakujeme, prièom polynóm f nahradíme polynómom f1. Získametak druhý èlen podielu q a polynóm f2. Tento postup opakujeme k-krát, kde k je urèené pod-mienkou st(fk) < st(g). Celý výpoèet je potom takýto:(5x5 � x4 + 2x3 + ix� 2i) : (x2 + x+ 1) = 5x3 � 6x2 + 3x+ 3�(5x5 + 5x4 + 5x3)�6x4 � 3x3 + ix� 2i�(�6x4 � 6x3 � 6x2)3x3 + 6x2 + ix� 2i�(3x3 + 3x2 + 3x)3x2 + (�3 + i)x� 2i�(3x2 + 3x+ 3)(�6 + i)x� 3� 2iPodielom polynómov f; g je polynóm q(x) = 5x3 � 6x2 + 3x + 3 a zvy¹kom je polynóm r(x) =(�6 + i)x� 3� 2i. Pre tieto polynómy platí5x5 � x4 + 2x3 + ix� 2i = (x2 + x+ 1)(5x3 � 6x2 + 3x+ 3) + (�6 + i)x� 3� 2i



ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIA 5Poznámka 1.4. Pri výpoète koe�ientov podielu q a zvy¹ku r sa pou¾ívajú len operáie sèi-tovania, násobenia a delenia, preto ak f; g sú reálne polynómy, tak aj q; r sú reálne polynómy.Dokona, ak f; g sú raionálne polynómy (ih koe�ienty sú raionálne èísla), tak aj q; r súraionálne polynómy.Veta 1.6. Zvy¹ok po delení polynómu f polynómom x� , kde  2 C, je kon¹tantný polynómr(x) = f().D�kazNeh q je podiel a r zvy¹ok po delení polynómu f polynómom x� . Potomf(x) = (x� )q(x) + r(x); st(r) < st(x� ) = 1Stupeò polynómu r je teda buï 0 alebo �1, èo znamená, ¾e polynóm r je kon¹tantný, èi¾er(x) = u; u 2 C. M�¾eme teda písa»f(x) = (x� )q(x) + uodkiaµ pre x =  dostanemef() = (� )q() + u = 0q() + u = u. �V¹imnime si teraz bli¾¹ie delenie polynómu f(x) = anxn+an�1xn�1+� � �+a1x+a0 polynómomg(x) = x�, kde n � 1; an 6= 0;  2 C. Podielom je polynóm q(x) = bn�1xn�1+bn�2xn�2+� � �+b1x+b0 a zvy¹kom r(x) = u. Poïme zisti», aké sú ih koe�ienty b0; b1; : : : ; bn�1; u. Predov¹etkýmplatí rovnos» polynómovanxn + an�1xn�1 + � � �+ a1x+ a0 = (x� )(bn�1xn�1 + bn�2xn�2 + � � �+ b1x+ b0) + u == bn�1xn + (bn�2 � bn�1)xn�1 + � � �+ (b0 � b1)x+ u� b0Porovnaním koe�ientov dostanemean = bn�1 bn�1 = anan� 1 = bn�2 � bn�1 bn�2 = an�1 + bn�1... odkiaµ ...a1 = b0 � b1 b0 = a1 + b1a0 = u� b0 u = a0 + b0Výsledné vz»ahy je vhodné písa» v tvare tabuµkyan an�1 : : : a1 a0 bn�1 : : : b1 b0an|{z}bn�1 an�1 + bn�1| {z }bn�2 : : : a1 + b1| {z }b0 a0 + b0| {z }u=f()ktorú nazývame Hornerova shéma.Príklad 1.6. Hornerovou shémou vydeµte polynóm f(x) = x5� 2x4+ x2� 8x+2 polynómomx� 2 a vypoèítajte f(2).Rie¹enie 1 �2 0 1 �8 22 2 0 0 2 �121 0 0 1 �6 �10Podiel je polynóm x4 + x� 6 a zvy¹ok �10. Tak¾e platíf(x) = (x� 2)(x4 + x� 6)� 10f(2) = �10



6 ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIADe�níia 1.4. Hovoríme, ¾e polynóm f je deliteµný polynómom g; g 6= 0, a pí¹eme g j f , akexistuje taký polynóm h, ¾e f = gh.Polynóm g sa nazýva deliteµ polynómu f .Poznámka 1.5. V¹imnime si, ¾e polynóm f je deliteµný polynómom g práve vtedy, keï zvy¹okpo delení polynómu f polynómom g je nulový.Namiesto þpolynóm f je deliteµný polynómom gÿ sa tie¾ hovorí þpolynóm g delí polynóm fÿ.Príklad 1.7. Zistite, pre aké èísla a; b je polynóm f(x) = ax3+2x2+bx+a deliteµný polynómomg(x) = x2 + 1.Rie¹enieVydelením polynómu f polynómom g dostaneme podiel q(x) = ax + 2 a zvy¹ok r(x) =(b � a)x + a � 2. K splneniu podmienky g j f staèí, aby zvy¹ok r bol nulový polynóm. Tedab� a = 0; a� 2 = 0, odkiaµ a = 2; b = 2.Polynóm g delí polynóm f , keï a = 2; b = 2.Korene polynómu.De�níia 1.5. Komplexné èíslo  nazývame koreòom polynómu f; ak f() = 0.Príklad 1.8. Zistite, èi niektoré z èísel 3; 1+ i je koreòom polynómu h(x) = 2x3�5x2+6x�2.Rie¹enieStaèí zisti», èi hodnota polynómu h v danýh èíslah je 0. Poèítajmeh(3) = 2 � 33 � 5 � 32 + 6 � 3� 2 = 54� 45 + 18� 2 = 25Vidíme, ¾e èíslo 3 nie je koreòom polynómu h.Hodnotu polynómu h v èísle 1 + i vypoèítame pomoou Hornerovej shémy.2 �5 6 �21 + i 2 + 2i �5� i 22 �3 + 2i 1� i 0 = h(1 + i)Zistili sme, ¾e h(1 + i) = 0, teda 1 + i je koreòom polynómu h.Veta 1.7. Komplexné èíslo  je koreòom polynómu f práve vtedy, keï (x� ) j f .D�kazNajprv doká¾eme implikáiu: Ak  je koreò f , tak (x� ) j f . Neh teda f() = 0. Vieme, ¾ef(x) = (x� )q(x) + f()|{z}0 = (x� )q(x)To ale znamená, ¾e (x� ) j f .Teraz doká¾eme opaènú implikáiu: Ak (x � ) j f , tak  je koreò polynómu f . Neh teda(x� ) j f , potom existuje taký polynóm h, ¾ef(x) = (x� )h(x)Táto rovnos» platí pre v¹etky x 2 C, ¹peálne teda aj pre x = :f() = (� )h() = 0 � h() = 0Z toho vyplýva, ¾e  je koreò polynómu f . �De�níia 1.6. Ak èíslo  je koreò polynómu f stupòa n 2 N, tak lineárny polynóm x � nazývame koreòový èiniteµ polynómu f .De�níia 1.7. Komplexné èíslo  sa nazýva k-násobný koreò (k 2 N) polynómu f; st(f) � 1;ak (x� )k j f a (x� )k+1 6 j f .Pre k = 1 hovoríme, ¾e  je jednoduhý koreò.



ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIA 7Poznámka 1.6. Ak  je k-násobný koreò polynómu f; tak f(x) = (x � )kg(x) pre vhodnýpolynóm g, ale pre ka¾dý polynóm h, je f(x) 6= (x� )k+1h(x)Príklad 1.9. Zistite, koµkonásobným koreòom polynómu f(x) = x5 � 5x4 +7x3 � 2x2 + 4x� 8je èíslo 2.Rie¹eniePomoou Hornerovej shémy vydelíme polynóm f polynómom x� . Ak vyjde nulový zvy¹ok,opakujeme delenie pre podiel, ktorý sme predtým dostali. Toto delenie opakujeme dovtedy, kýmvyjde nenulový zvy¹ok. Násobnos» koreòa je potom zrejme poèet delení, pri ktorýh vy¹iel nulovýzvy¹ok. 1 �5 7 �2 4 �82 2 �6 2 0 81 �3 1 0 4 02 2 �2 �2 �41 �1 �1 �2 02 2 2 21 1 1 02 2 61 3 7Èíslo 2 je trojnásobným koreòom polynómu f , ktorý m�¾eme písa» v tvaref(x) = (x� 2)3(x2 + x+ 1):Veta 1.8. (o raionálnyh koreòoh) Neh raionálne èíslo pq , kde p; q sú nesúdeliteµné elé èísla,je koreò polynómu f(x) = anxn + an�1xn�1 + � � � + a1x + a0; an 6= 0; n � 1, s eloèíselnýmikoe�ientami. Potom q j an; p j a0.D�kazHodnota polynómu f v èísle pq je nula, preto0 = an�pq�n + an�1�pq�n�1 + � � � + a1 pq + a00 = an pnqn + an�1 pn�1qn�1 + � � � + a1 pq + a0 /�qn0 = anpn + an�1pn�1q + � � � + a1pqn�1 + a0qn�anpn = an�1pn�1q + � � �+ a1pqn�1 + a0qn�anpn = q �an�1pn�1 + � � � + a1pqn�2 + a0qn�1�V¹etky èísla v poslednej rovnosti sú elé, preto z tejto rovnosti vyplýva, ¾e q delí anpn a keï¾ep a q sú nesúdeliteµné, musí q deli» an.Ak z tretej z predhádzajúih rovní vyjadríme a0qn, dostaneme�a0qn = p �anpn�1 + an�1pn�2q + � � �+ a1qn�1�z èoho vyplýva p j a0qn a keï¾e p a q sú nesúdeliteµné, tak p j a0. �Príklad 1.10. Nájdite v¹etky raionálne korene polynómu f(x) = 13x5 � 12x4 + 13x3 � 13x2 + 16Rie¹eniePolynóm f nemá eloèíselné koe�ienty, ale polynóm g(x) = 6f(x) = 2x5�3x4+2x3�2x2+1áno. Navy¹e pre ka¾dé komplexné èíslo x platí f(x) = 0 práve vtedy, keï g(x) = 0, To znamená,¾e g má rovnaké korene ako f . M�¾eme teda hµada» raionálne korene polynómu g v tvare pq ,



8 ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIAkde p je elé èíslo, q je prirodzené èíslo vyhovujúe podmienkam: p delí a0 = 1, q delí a5 = 2.Do úvahy pripadajú èísla:p 2 f�1g; q 2 f1; 2g; odkiaµ vyplýva pq 2 ��1;�12�Ak polynóm g má raionálny koreò, tak podµa predhádzajúej vety to m�¾e by» len niektoréz èísel �1; �12 a ¾iadne iné. Ktoré z nih je koreòom polynómu g, m�¾eme zisti» Hornerovoushémou. V prípade, ¾e natrafíme na koreò, zistíme hneï jeho násobnos».2 �3 2 �2 0 11 2 �1 1 �1 �12 �1 1 �1 �1 01 2 1 2 12 1 2 1 01 2 3 52 3 5 6Zistili sme, ¾e polynóm g je deliteµný polynómom (x�1)2, ale nie je deliteµný polynómom (x�1)3,èo znamená, ¾e 1 je dvojnásobný koreò polynómu g a tento polynóm m�¾eme napísa» v tvareg(x) = (x� 1)2(2x3 + x2 + 2x+ 1).Tretie delenie polynómu g polynómom x � 1 v Hornerovej shéme u¾ nebolo nutné vykona».Staèilo si uvedomi», ¾e reálny polynóm h(x) = 2x3+x2+2x+1, ktorý je nenulový s nezápornýmikoe�ientami, nem�¾e ma» kladné korene, lebo hodnota tohto polynómu v kladnom èísle je kladnéèíslo, a teda nie nula. V¹etky ïal¹ie korene polynómu g u¾ musia by» koreòmi polynómu h. Pretostaèí pokraèova» v Hornerovej shéme pre polynóm h, prièom, kladné èísla u¾ nemusíme overova».2 1 2 1�1 �2 1 �32 �1 3 2Èislo �1 nie je koreòom polynómu g. 2 1 2 1�12 �1 0 �12 0 2 0Polynóm 2x2+2 u¾ nemá reálne korene (teda ani raionálne), a preto èíslo�12 je len jednoduhýmkoreòom polynómu g.Polynóm g, a teda aj f , má práve tieto raionálne korene: 1 - dvojnásobný, �12 - jednoduhýa polynóm f m�¾eme písa» v tvare súèinu f(x) = 16g(x) = 16 (x� 1)2 �x+ 12� (2x2 + 2).Veta 1.9. Neh f 2 P (R); st(f) � 1, potom platí: Ak  2 C je koreò polynómu f , tak ajkomplexne zdru¾ené èíslo  je koreò polynómu f . Navia, ak  je k-násobný koreò polynómu f ,tak aj  je k-násobný koreò polynómu f .D�kazUrobíme d�kaz len prvej èasti vety. Neh  je koreò polynómu f(x) = anxn + an�1xn�1 +� � �+ a1x+ a0, potom0 = 0 = f(x) = ann + an�1n�1 + � � �+ a1+ a0 == ann + an�1n�1 + : : :+ a1+ a0 == an()n + an�1()n�1 + : : :+ a1+ a0 = f():f() = 0, teda  je koreò polynómu f . �



ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIA 9Reálny polynóm stupòa aspoò 1 nemusí ma» ¾iadny reálny koreò. M�¾e sa sta», ¾eby kom-plexný polynóm stupòa aspoò 1 nemal ¾iadny komplexný koreò? Takáto situáia nem�¾e nasta»,preto¾e platí:Veta 1.10. (Základná veta algebry) Ka¾dý komplexný polynóm stupòa aspoò jedna má aspoòjeden komplexný koreò. �Príklad 1.11. Nájdite v¹etky korene polynómu f(x) = 2x5+5x4+8x3+7x2+6x+2, ak viete,¾e jedným koreòom je �1 + i.Rie¹enief je polynóm s reálnymi koe�ientami, preto ïal¹ím jeho koreòom je �1 + i = �1�i. Vydeµmepolynóm f koreòovými èíniteµmi x+ 1� i, x+ 1 + i:2 5 8 7 6 2�1 + i �2 + 2i �5 + i �4 + 2i �5 + i �22 3 + 2i 3 + i 3 + 2i 1 + i 0�1� i �2� 2i �1� i �2� 2i �1� i2 1 2 1 0Podielom je polynóm h(x) = 2x3+x2+2x+1. Zvy¹né korene polynómu f sú koreòmi polynómuh. Jeho jediný raionálny koreò sme na¹li v predhádzajúom príklade, je ním èíslo �12 . Tie¾sme tam zistili, ¾e h(x) = �x+ 12� (2x2 + 2). Zostávajúe korene polynómu f sú preto koreòmipolynómu 2x2 + 2. Nájdeme ih rie¹ením kvadratikej rovnie 2x2 + 2 = 0:2x2 + 2 = 0x2 = �1x = �iPolynóm f má korene �1 + i; �1� i; �12 ; i;�i. Sú to v¹etko jednoduhé korene.Neh f(x) = anxn+an�1xn�1+� � �+a1x+a0, an 6= 0; n � 1. Podµa základnej vety algebry mátento polynóm aspoò jeden koreò. Oznaème ho 1. Polynóm f je deliteµný koreòovým èiniteµomx� 1, teda existuje polynóm f1 stupòa n� 1 tak, ¾ef(x) = (x� 1)f1(x)Ak n�1 � 1, tak f1 má koreò, m�¾eme ho oznaèi» 2, a existuje taký polynóm f2; st(f2) = n�2,¾e f1(x) = (x� 2)f2(x) a potom f(x) = (x� 1)(x� 2)f2(x)Takto m�¾eme pokraèova» ïalej a po n-tom zopakovaní tohto kroku dostanemef(x) = (x� 1)(x� 2) : : : (x� n)f0(x); st(f0) = 0f0 je kon¹tantný polynóm, preto pre v¹etky komplexné èísla x je f0(x) = b, kde b je komplexnéèíslo. Vzhµadom k tomu, ¾e najvy¹¹í koe�ient polynómu f je an, musí plati»: b = an.Tak smedospeli k tvaru polynómu f f(x) = an(x� 1)(x� 2) : : : (x� n)ktorý nazývame rozklad polynómu f na súèin koreòovýh èiniteµov.Z tohto tvaru polynómu f vyplýva, ¾e èísla 1; 2; : : : ; n sú jeho korene a okrem nih ¾iadne inénemá. Preto platíVeta 1.11. Polynóm stupòa n; n � 1; má najvia n r�znyh koreòov. �Poznámka 1.7. Polynóm nultého stupòa nemá ¾iadny koreò. Koreòom polynómu stupòa �1(nulového polynómu) je ka¾dé komplexné èíslo.



10 ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIAVeta 1.12. Neh f; g sú komplexné polynómy stupòa najvia n; g 6= 0; n 2 N[ f0g a neh pren+ 1 komplexnýh èísel x0; x1; : : : ; xn platíf(x0) = g(x0); f(x1) = g(x1); : : : ; f(xn) = g(xn);potom f = g.D�kazPolynóm f � g je stupòa najvia n a má aspoò n + 1 koreòov, lebo (f � g)(xk) = 0 prek 2 f0; 1; : : : ; ng. Z toho, na základe predhádzajúej vety vyplýva, ¾e f � g je nulový polynóm,a teda f = g. �Kanoniký rozklad polynómu nad R a nad C.V rozklade polynómu f na súèin koreòovýh èiniteµov nemusia by» korene 1; : : : ; n navzájomr�zne. Povedzme, ¾e navzájom r�zne sú len 1; : : : ; k; (k � n); prièom 1 sa tam vyskytuje r1-krát, : : : ; k rk-krát. Potom m�¾eme písa»f(x) = an(x� 1)r1(x� 2)r2 : : : (x� k)rkr1 + r2 + � � �+ rk = nTomuto tvaru hovoríme kanoniký roklad polynómu f nad C.Príklad 1.12. Ako sme zistili v predhádzajúom príklade, polynóm f(x) = 2x5 +5x4+8x3+7x2+6x+2 má iba jednoduhé korene: �1+ i; �1� i; �12 ; i;�i. Preto jeho kanoniký rozkladnad C je takýto: f(x) = 2(x+ 1� i)(x+ 1 + i)(x + 12)(x� i)(x+ i)V príklade predtým sme na¹li raionálne korene polynómu g(x) = 2x5� 3x4+2x3� 2x2+1. Súto 1 - dvojnásobný, �12 - jednoduhý koreò. Zvy¹né korene sú koreòmi polynómu 2x2 + 2, tedai a �i, tie¾ jednoduhé. Tak¾e kanoniký rozklad nad C polynómu g jeg(x) = 2(x� 1)2(x+ 12)(x� i)(x+ i)Zaoberajme sa teraz reálnym polynómom f(x) = anxn + an�1xn�1 + � � � + a1x+ a0, an 6= 0,n � 1 a mo¾nos»ou rozlo¾i» ho na súèin reálnyh polynómov, èo mo¾no najmen¹ieho stupòa.Povedzme, ¾e polynóm f má reálne korene (navzájom r�zne) 1; : : : ; k násobností v poradír1; : : : ; rk a imaginárne korene (navzájom r�zne, a preto¾e f 2 P (R), po dvoh komplexnezdru¾ené) �1; �1; : : : ; �m; �m násobností s1; : : : ; sm. Potomf(x) = an(x� 1)r1 : : : (x� k)rk(x� �1)s1(x� �1)s1 : : : (x� �m)sm(x� �m)smje kanoniký rozklad polynómu f nad C. Samozrejme sa m�¾e sta», ¾e polynóm f nemá reálneresp. imaginárne korene, v takom prípade by v kanonikom rozklade nevystupovali reálne resp.imaginárne koreòové èinitele.¥ahko sa presvedèíte, ¾e pre ka¾dé komplexné èíslo � platí(x� �)(x � �) = x2 � 2Re(�)x+ j�j2 2 P (R)Pou¾itím tohto vz»ahu m�¾eme kanoniký rozklad nad C polynómu f upravi» na tvarf(x) = an(x� 1)r1 : : : (x� k)rk(x2 + p1x+ q1)s1 : : : (x2 + pmx+ qm)smkde 1; : : : ; k sú navzájom r�zne reálne korene násobností r1; : : : ; rk, polynómy x2 + pjx +qj; j 2 f1; : : : ;mg majú imaginárne korene �j ; �j , ktoré sú sj-násobnými koreòmi polynómuf a r1 + � � � + rk + 2(s1 + � � � + sm) = n. Takýto tvar reálneho polynómu nazývame kanonikýrozklad nad R polynómu f .



ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIA 11Príklad 1.13. Z kanonikého rozkladu nad C f(x) = 2(x+1� i)(x+1+ i)(x+ 12)(x� i)(x+ i)polynómu f(x) = 2x5 +5x4 +8x3 +7x2 +6x+2 vynásobením polynómov x+1� i, x+1+ i ax� i; x+ i dostaneme kanoniký rozklad nad Rf(x) = 2�x+ 12� (x2 + 2x+ 2)(x2 + 1)Podobne z kanonikého rozkladu nad C g(x) = 2(x� 1)2(x+ 12)(x� i)(x+ i) polynómu g(x) =2x5 � 3x4 + 2x3 � 2x2 + 1 dostaneme kanoniký rozklad nad Rg(x) = 2(x� 1)2�x+ 12� (x2 + 1)Kanoniké rozklady niektorýh polynómov m�¾eme získa» ih postupným rozkladom na súèinpou¾itím vhodnýh úprav a vzorov.Príklad 1.14. Nájdite kanoniké rozklady nad R aj nad C polynómov f(x) = 4x4 + 6x2 + 9 ag(x) = 8x6 � 27.Rie¹enieBikvadratiký trojèlen sa dá rozlo¾i» na súèin dvoh polynómov druhého stupòa doplnenímprvého a druhého èlena alebo prvého a tretieho èlena na ¹tvore. V jednom prípade vyjde rozdiel¹tvorov, èo vieme rozlo¾i» na súèin.Skúsme doplni» na ¹tvore prvé dva èleny kvadratikého trojèlena f :f(x) = 4�x4 + 32x2 + 94� = 4 �x2 + 34�2 � 916 + 94! = 4 �x2 + 34�2 + 2716!Nedostali sme rozdiel ¹tvorov. Doplòme na ¹tvore prvý a tretí èlen:f(x) = 4 �x2 + 32�2 � 3x2 + 32x2! = 4 �x2 + 32�2 � 32x2! == 4 x2 + 32 �r32x! x2 + 32 +r32x! = 4 x2 �r32x+ 32! x2 +r32x+ 32!Podarilo sa nám rozlo¾i» polynóm f na súèin kvadratikýh polynómov. Ih diskriminant D =32 � 432 = �92 je záporný, teda tieto kvadratiké polynómy nemajú reálne korene. Pretof(x) = 4 x2 �r32x+ 32! x2 +r32x+ 32!je kanoniký rozklad polynómu f nad R. Na rozlo¾enie polynómu g na súèin pou¾ijeme vzorea3 � b3 = (a� b)(a2 � ab+ b2).g(x) = 8 �x2�3 ��32�3! = 8�x2 � 32��x4 + 32x2 + 94�Polynóm x2 � 32 rozlo¾íme podµa vzora pre rozdiel ¹tvorov. Druhý polynóm je 14f , ktoréhorozklad nad R u¾ poznáme. Kanoniký rozklad polynómu g nad R teda jeg(x) = 8 x�r32! x+r32! x2 �r32x+ 32! x2 +r32x+ 32!Kanoniké rozklady nad C polynómov f a g získame z ih kanonikýh rozkladov nad R, akrozlo¾íme v nih vystupujúe kvadratiké polynómy na súèin lineárnyh polynómov. K tomustaèí nájs» korene dvoh kvadratikýh rovníx2 �r32x+ 32 = 0; x2 +r32x+ 32 = 0



12 ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIA¥ahko vypoèítate, ¾e sú to èíslap32p2 + 32p2 i; p32p2 � 32p2 i; � p32p2 + 32p2 i; � p32p2 � 32p2 iKanoniké rozklady nad C teda súf(x) = 4�x� p32p2 � 32p2 i��x� p32p2 + 32p2 i��x+ p32p2 � 32p2 i��x+ p32p2 + 32p2 i�g(x) = 8�x�q32��x+q32��x� p32p2 � 32p2 i��x� p32p2 + 32p2 i��x+ p32p2 � 32p2 i��x+ p32p2 + 32p2 i�Poznámka 1.8. (o algebraikýh rovniiah) Algebraikou rovniou stupòa n; n � 1, nazý-vame rovniu f(x) = 0, kde f je polynóm stupòa n. Rie¹ením (koreòom) tejto rovnie je ka¾dékomplexné èíslo , pre ktoré platí f() = 0, t.j.  je koreò polynómu f . Rie¹i» algebraikú rov-niu f(x) = 0 znamená nájs» v¹etky jej korene, t.j. v¹etky korene polynómu f . Poznamenajme,¾e pre výpoèet koreòov algebraikýh rovní vy¹¹íh stupòov ako 4 neexistujú vo v¹eobenostianalogiké vzore ako pre kvadratiké rovnie. Pre algebraiké rovnie stupòov 3 a 4 síe takétovzore existujú, ale pre svoju komplikovanos» sú praktiky nepou¾iteµné. Na rie¹enie algebrai-kýh rovní µubovoµného stupòa sú vypraované numeriké metódy, pomoou ktorýh mo¾novypoèíta» korene s µubovoµne zvolenou presnos»ou.Cvièenie 1.(1) Vynásobte polynómy:(a) 2x4 � 6x3 + 5x� 1)(x2 � 2x+ 2) [2x6 � 10x5 + 16x4 � 7x3 � 11x2 + 12x� 2℄(b) (3x3 + (1� i)x2 + ix� 2 + i)(3x3 + (1 + i)x2 � ix� 2� i)[9x6 + 6x5 + 2x4 � 14x3 � 5x2 + 2x+ 5℄(2) Vykonajte delenie so zvy¹kom:(a) (2x4 � 3x3 + 4x2 � 5x+ 6) : (x2 � 3x+ 1) � podiel: 2x2 + 3x+ 11zvy¹ok: 25x� 5 �(b) 2ix6 + (2� 2i)x5 � ix4+ x3� x2) : (ix3 + (1� i)x2+1) � podiel: 2x3 � x� 1zvy¹ok: � ix2 + x+ 1 �() (x3 � x2 � x) : (x� 1 + 2i) � podiel: x2 � 2ix� 5� 2izvy¹ok: � 9 + 8i �(3) Pomoou Hornerovej shémy vykonajte delenie so zvy¹kom:(a) (x4 � 2x3 + 4x2 � 6x+ 8) : (x� 1) [(x� 1)(x3 � x2 + 3x� 3) + 5℄(b) (4x3 + x2) : (x+ 1 + i) [(x+ 1 + i)(4x2 � (3 + 4i)x � 1 + 7i) + 8� 6i℄() (3x4 + (1� 3i)x3 � 2ix2 + ix� i) : (x� i) [(x� i)(3x3 + x2 � ix+ 1 + i)� 1℄(4) Pomoou Hornerovej shémy vypoèítajte f():(a) f(x) = x4 � 3x3 + 6x2 � 10x+ 16;  = 4 [136℄(b) f(x) = 6x4 � 7x3 + 4x+ 2;  = �13 [1℄() x5 + (1 + 2i)x4 � (1 + 3i)x2 + 7;  = �2� i [�1� 44i℄(5) Aké podmienky musia spåòa» komplexné èísla p; q; m, aby polynóm x4 + px2 + q boldeliteµný polynómom x2 +mx+ 1? [m = 0; q � p+ 1 = 0 alebo q = 1; p = 2�m2℄(6) Urète èíslo a tak, aby èíslo  bolo koreòom polynómu f :(a) f(x) = x3 + 2x2 � ax+ 2;  = 3 [473 ℄



ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIA 13(b) f(x) = 2x5 � ax4 � x3 + ax2 + 3a;  = �1 [13 ℄(7) Zistite koµkonásobným koreòom polynómu f je èíslo :(a) f(x) = x6 � 4x5 + 6x4 � 8x3 + 10x2 � 8x+ 8;  = 2 [dvojnásobný℄(b) f(x) = x5 � 5x4 + 7x3 � 2x2 + 4x� 8;  = 2 [trojnásobný℄() f(x) = x5 + 7x4 + 16x3 + 8x2 � 16x� 16;  = �2 [¹tvornásobný℄(d) f(x) = x6 � 2ix5 � x4 � x2 + 2ix+ 1:  = i [trojnásobný℄(8) Nájdite raionálne korene polynómov:(a) 2x7 � 13x6 + 6x5 + 13x4 � 18x3 + 29x2 � 22x+ 3, [1 - dvojnásobný, �32 ℄(b) 6x4 � 11x3 � x2 � 4; ��23 ; 2�() 10x4 � 13x3 + 15x2 � 18x� 24 [nemá raionálne korene℄(d) 24x5 + 10x4 � x3 � 19x2 � 5x+ 6 �12 ; �23 ; 34�(e) x5 + x4 � 6x3 � 14x2 � 11x� 3 [�1 - ¹tvornásobný℄(9) Rie¹te rovniu, ak poznáte jeden jej koreò:(a) x4 � 4x2 + 8x� 4 = 0; 1� i �1� i; �1�p3�(b) 4x6 � 16x5 + 35x4 � 60x3 + 71x2 + 16x� 20 = 0; 2 + i �2� i; �2i; �12�() x6 � x5 � 13x3 + 9x2 + 8x+ 20 = 0; �1 + 2i, [�1� 2i; 2 - dvojnásobný, �1�ip32 ℄(d) x5 + x4 + x3 � x2 � x� 1; �12 + ip32 �1; 12(�1�p3) - dvojnásobný�(10) Neh a; b;  sú navzájom r�zne komplexné èísla. Doká¾te, ¾e polynómy f; g sú rovnaké.(a) f(x) = a2(x� b)(x� )(a� b)(a� ) + b2(x� a)(x� )(b� a)(b� ) + 2(x� a)(x� b)(� a)(� b) ; g(x) = x2(b) f(x) = (x� b)(x� )(a� b)(a� ) + (x� a)(x� )(b� a)(b� ) + (x� a)(x� b)(� a)(� b) ; g(x) = 1(11) Nájdite kanoniký roklad polynómov nad C:(a) ix3 + 1 hi(x+ i)�x� p3+i2 ��x� �p3+i2 �i(b) x4 � 1 [(x� 1)(x + 1)(x� i)(x+ i)℄() 3x5 + 5x4 + 10x3 + 14x2 + 3x� 3 �3(x+ 1)2 �x� 13� (x+ ip3)(x� ip3)�(d) 6x4 � 11x3 � x2 � 4 h6(x� 2) �x+ 23� �x� 1+ip74 ��x� 1�ip74 �i(12) Nájdite kanoniký roklad polynómov nad R:(a) x4 + 4 [(x2 + 2x+ 2)(x2 � 2x+ 2)℄(b) x6 � 8 [(x�p2)(x+p2)(x2 +p2x+ 2)(x2 �p2x+ 2)℄() 3x4 � 18x2 + 9 26664 3�x� p6+2p3+p6�2p32 ��x� p6+2p3�p6�2p32 � ���x+ p6+2p3+p6�2p32 ��x+ p6+2p3�p6�2p32 � 37775(d) 4x4 + x2 + 1 h4�x2 + p32 x+ 12��x2 � p32 x+ 12�i(e) 2x6 + 3x5 + x3 + 3x2 � 1 �2 �x� 12� (x+ 1)3(x2 � x+ 1)�(f) x6 � 2x5 + x4 + 4x2 � 8x+ 4 [(x� 1)2(x2 + 2x+ 2)(x2 � 2x+ 2)℄


