
LINEÁRNA ALGEBRARNDr. Peter Kaprálik, PhD.KM FEI STU, Ilkovièova 3, 812 19 Bratislava23. 2. 20021. MatieHodnos» matie.Veta 1.1. Neh matia B vznikne z matie A jednou ERO resp. ESO. Potom platí(1) ak sú riadky matie A lineárne nezávislé, tak sú lineárne nezávislé aj riadky matie B.(2) ak sú riadky matie A lineárne závislé, tak sú lineárne závislé aj riadky matie B.(3) maximálny poèet lineárne nezávislýh riadkov v matiiah A, B je rovnaký.D�kazNeh matiaA má riadkyA1;A2; : : : ;Am a neh matia B vznikla z matieA pomoou EROA2 := A2 + �A1. Potom riadkami matie B sú B1 = A1; B2 = A2 + �A1; B3 = A3; : : : ;Bm = Am.(1) Neh riadky matie A sú lineárne nezávislé.Zistime, pre aké èísla �1; : : : ; �m, platí�1A1 + �2(A2 + �A1) + �3A3 + � � �+ �mAm = 0Túto rovnos» m�¾eme upravi» na(�1 + �2�)A1 + �2A2 + �3A3 + � � �+ �mAm = 0Z lineárnej nezávislosti vektorov A1;A2; : : : ;Am vyplýva�1 + �2� = 0; �2 = 0; �3 = 0; : : : ; �m = 0odkiaµ �1 = 0; �2 = 0; �3 = 0; : : : ; �m = 0To v¹ak znamená, ¾e riadky matie B sú lineárne nezávislé.(2) Neh teraz riadky matie A sú lineárne závislé. Existujú teda èísla �1; : : : ; �m, z ktorýhaspoò jedno je r�zne od nuly tak, ¾e�1A1 + �2A2 + �3A3 + � � �+ �mAm = 0Táto rovnos» sa dá upravi» na(�1 � �2�)A1 + �2(A2 + �A1) + �3A3 + � � �+ �mAm = 0a pritom aspoò jedno z èísel �1��2�; �2; : : : ; �m je r�zne od nuly. To v¹ak znamená, ¾e riadkymatie B sú lineárne závislé.(3) Neh maximálny poèet lineárne nezávislýh riadkov v matii A je r a v matii B je s.Neh v skupine r lineárne nezávislýh riadkov matie A nie je druhý riadok. Potom tieto riadkysú aj v matii B, a preto r � s. Ak sa v tejto skupine r lineárne nezávislýh riadkov matie Adruhý riadok nahádza, staèí ho nahradi» riadkom A2+�A1 a dostaneme r lineárne nezávislýhriadkov matie B. Tak¾e opä» r � s. Na druhej strane matia A vznikne z matie B pomoouERO B2 := B2 � �B1, a tak na základe predo¹lýh úvah s � r. Potom v¹ak musí plati» r = s.Neh teraz matia B vznikla z matie A pomoou ESO S2 := S2 + �S1, kde S1;S2 súprvý a druhý ståpe matie A. Pre lineárnu závislos» èi nezávislos» riadkov matie A resp. B jerozhodujúe èi rovnos» �1A1 + �2A2 + �3A3 + � � �+ �mAm = 01



2 LINEÁRNA ALGEBRAresp. �1B1 + �2B2 + �3B3 + � � � + �mBm = 0je splnená aj pre nenulové èi len pre nulové èísla �1; : : : ; �m. Rozpí¹me tieto dve rovnosti pozlo¾káh. Pritom si treba uvedomi», ¾e ak Aj = (aj1; aj2; aj3; : : : ; ajn), tak Bj = (aj1; aj2 +�aj1; aj3; : : : ; ajn). Získame tak dve sústavy lineárnyh rovní o neznámyh �1; : : : ; �m.a11�1 + a21�2 + a31�3 + � � � + am1�m = 0a12�1 + a22�2 + a32�3 + � � � + am2�m = 0a13�1 + a23�2 + a33�3 + � � � + am3�m = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .a1n�1 + a2n�2 + a3n�3 + � � �+ amn�m = 0resp. a11�1 + a21�2 + a31�3 + � � � + am1�m = 0(a12 + �a11)�1 + (a22 + �a21)�2 + (a32 + �a31)�3 + � � � + (am2 + �a11)�m = 0a13�1 + a23�2 + a33�3 + � � � + am3�m = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .a1n�1 + a2n�2 + a3n�3 + � � � + amn�m = 0Jasne vidie», ¾e sú tieto sústavy ekvivaletné, lebo druhá sústava vznikne z prvej pripoèítaním�-násobku prvej rovnie k druhej. To ale znamená, ¾e obidve sústavy majú rovnaké rie¹enia, ateda riadky matie A sú lineárne závislé práve vtedy, keï sú lineárne závislé riadky matia B.Keby sme v tejto èasti d�kazu skupinu v¹etkýh riadkov matie A nahradili skupinou MA jejr riadkov a skupinu v¹etkýh riadkov matie B skupinou MB jej riadkov, prièom MB = MA,ak MA neobsahuje riadok A2, v opaènom prípade MB vnikne z MA nahradením riadku A2riadkom A2 + �A1, tak prídeme k záveru, ¾e MA, MB sú súèasne lineárne závislé alebo súèasnelineárne nezávislé. Z toho potom vyplýva, ¾e maximálny poèet lineárne nezávislýh riadkov voboh matiiah je rovnaký.D�kaz pre iné ERO èi ESO je podobný. �Veta 1.2. Neh matia B vznikne z matie A jednou ERO resp. ESO. Potom platí:(1) Ståpe matie A sú lineárne nezávislé práve vtedy, keï sú lineárne nezávislé ståpe matieB.(2) Maximálny poèet lineárne nezávislýh ståpov v matiiah A, B je rovnaký.D�kaz je podobný ako v predhádzajúej vete. �Veta 1.3. Nenulové riadky stupòovitej matie sú linárne nezávislé.D�kazNeh A = 0BBB� A1A2...Am 1CCCA je stupòovitá matia typu m�n, kde A1; : : : ; As sú jej nenulové riadkya As+1 = � � � = Am = 0, Aj = (aj1; aj2; : : : ; ajn) pre j 2 f1; : : : ; sg a neh ajkj je vedúi prvokriadku Aj . Potom 1 � k1 < k2 < � � � < ks � n a ajk = 0 pre k < kj .Zistime, pre aké èísla �1; : : : ; �s platí�1A1 + �2A2 + � � �+ �sAs = 0Zapí¹me to po zlo¾káh, prièom uvedieme len zlo¾ky na miestah k1; k2; : : : ; ks�1a1k1 = 0�1a1k2 + �2a2k2 = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�1a1ks + �2a2ks + � � �+ �sasks = 0



LINEÁRNA ALGEBRA 3Táto sústava lineárnyh rovní má jediné rie¹enie (�1; : : : ; �s) = (0; : : : ; 0), èo znamená, ¾enenulové riadky matie A sú lineárne nezávislé. �Veta 1.4. V ka¾dej matii sa maximálny poèet lineárne nezávislýh riadkov rovná maximálnemupoètu lineárne nezávislýh ståpov.D�kazNeh maximálny poèet lineárne nezávislýh riadkov matie A typu m � n je r. PomoouERO upravme matiu A na redukovanú stupòovitú matiu. Táto matia má práve r nenulovýhriadkov. Zameòme v nej poradie riadkov tak, aby vedúi prvok prvého riadku bol v prvom ståpi,vedúi prvok druhého riadku v druhom ståpi atï, a¾ vedúi prvok r-tého riadku bol v r-tomståpi. Dostaneme tak matiu
B = 0BBBBBBBBBB�

1; 0; 0; : : : ; 0; b1 r+1; : : : ; b1n0; 1; 0; : : : ; 0; b2 r+1; : : : ; b2n0; 0; 1; : : : ; 0; b3 r+1; : : : ; b3n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0; 0; 0: : : : ; 1; br r+1; : : : ; brn0; 0; 0: : : : ; 0; 0; : : : ; 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0; 0; 0: : : : ; 0; 0; : : : ; 0
1CCCCCCCCCCAPrvýh r ståpov matie B je lineárne nezávislýh a ka¾dý ïal¹í je ih lineárnou kombináiounapr. 0BBBBBBBBBBB�

b1nb2nb3n...brn0...0
1CCCCCCCCCCCA = b1n0BBBBBBBBBBB�

100...00...0
1CCCCCCCCCCCA+ b2n0BBBBBBBBBBB�

010...00...0
1CCCCCCCCCCCA+ b3n0BBBBBBBBBBB�

001...00...0
1CCCCCCCCCCCA+ � � � + brn0BBBBBBBBBBB�

000...10...0
1CCCCCCCCCCCApreto maximálny poèet lineárne nezávislýh ståpov v matii B je tie¾ r. Matia A vznikne zmatie B koneèným poètom EO. Tie nemenia maximálny poèet lineárne nezávislýh ståpov,preto v matii A maximálnym poètom lineárne nezávislýh ståpov je r. �De�níia 1.1. Hodnos»ou matie A nazývame maximálny poèet lineárne nezávislýh riadkovmatie A a oznaèujeme ju h(A).Veta 1.5. Neh A; B sú matie typu m� n, potom(1) h(A) � minfm; ng,(2) ak A � B, tak h(A) = h(B).(3) h(AT ) = h(A)D�kazTvrdenie je priamym d�sledkom de�níie hodnosti matie a predhádzajúih viet o maxi-málnom poète lineárne nezávislýh riadkov matie. �Príklad 1.1. Zistite, èi sú lineárne závislé alebo nezávislé vektory(1) (1; 2; 0); (2; 1:2); (4; 0; 1)(2) (2; 0; 3; 4); (�3; 1; 2; 1); (1; 1; 8; 9)



4 LINEÁRNA ALGEBRARie¹enieVektory zapí¹eme do matie ako riadky a urèíme jej hodnos».(1) 0� 1; 2; 02; 1: 24; 0; 1 1A R3:=R3�2R2R2:=R2�2R1� 0� 1; 2; 00; �3: 20; �2; �3 1A R2:=R2�R3R3:=R3�2R2� 0� 1; 2; 00; �1: 50; 0; �13 1AHodnos» matie je 3, preto vektory (v¹etky tri) sú lineárne nezávislé.(2) 0� 2; 0; 3; 4�3; 1; 2; 11; 1; 8; 9 1A R3:=R3�2R1�R2� 0� 2; 0; 3; 4�3; 1; 2; 10; 0; 0; 0 1A = BMatia B má dva nenulové riadky, jej hodnos» je najvia dva, a preto dané vektory (sú a¾ tri)sú lineárne závislé.Príklad 1.2. Urète hodnos» matie A = 0� 3; x; 10; 12; �1; x; 35; 10; 30; �5 1A v závislosti od parametrax 2 R.Rie¹enieA S1:=:S4S2:=:S4� 0� 1; 3; 10; x3; 2; x; �1�5; 5; 30; 10 1A R2:=R2�3R1R3:= 15R3+R1� 0� 1; 3; 10; x0; �7; x� 30; �1� 3x0; 4; 16; 2 + x 1A �R2:=:R3R3:=4R3+7R2� 0� 1; 3; 10; x0; 4; 16; 2 + x0; 0; 4x� 8; 10� 5x 1AMatiu A sme upravili na stupòovitú, ktorá má pre x = 2 dva, pre x 6= 2 tri nenulové riadky.Pretoak x = 2, tak h(A) = 2,ak x 6= 2, tak h(A) = 3.De�níia 1.2. Matia typu n� n sa nazýva ¹tvorová matia stupòa n.©tvorová matia sa nazývadiagonálna, ak v¹etky prvky mimo hlavnej diagonály sa rovnajú nule,jednotková, ak je diagonálna a v¹etky prvky na hlavnej diagonále sú jednotky (oznaèujemeju I alebo In),horná trojuholníková, ak v¹etky prvky pod hlavnou diagonálou sú nuly,dolná trojuholníková, ak v¹etky prvky nad hlavnou diagonálou sú nuly.Príklad 1.3.0� 2; 0; 00; 0; 00; 0; 3 1A { diagonálna matiaI3 = 0� 1; 0; 00; 1; 00; 0; 1 1A { jednotková matia



LINEÁRNA ALGEBRA 50BB� 2; �1; 0; 30; 0; 1; 50; 0; 3; 00; 0; 0; 1 1CCA { horná trojuholníková matia0BB� 2; 0; 0; 0�1; 0; 0; 00; 1; 3; 03; 5; 0; 1 1CCA { dolná trojuholníková matia
De�níia 1.3. ©tvorová matia A stupòa n sa nazývaregulárna, ak h(A) = n,singulárna, ak h(A) < n.Veta 1.6. Matia A je regulárna práve vtedy, keï A r� I.D�kazNeh A je ¹tvorová matia stupòa n. Ak A r� I, tak h(A) = h(I) = n, teda A je regulárnamatia.Neh A je regulárna matia, teda h(A) = n. Matiu A je mo¾né pomoou ERO upravi» naredukovanú stupòovitú matiu B, ktorej hodnos» je tie¾ n. Vedúe prvky riadkov matie B sújednotky a je ih n. Sú teda v ka¾dom ståpi. Navy¹e, nad a pod vedúimi prvkami sú len nuly.Takáto matia je práve jednotková, teda B = I. �Operáie s matiami.De�níia 1.4. Neh A = (ajk)mn ; B = (bjk)mn sú matie typu m � n. Súètom matí A; Bnazývame matiu A+B = (ajk + bjk)mnSúèinom èísla � a matie A nazývame matiu�A = (�ajk)mnPríklad 1.4. Vypoèítajte A� 3B, akA = � 5; �4; 3�2; 7; 0 � ; B = � 2; �4; 22; 3; �1 �Rie¹enieA� 3B = � 5; �4; 3�2; 7; 0 �+� �6; 12; �6�6; �9; 3 � = � �1; 8; �3�8; �2; 3 �Veta 1.7. Pre ka¾dé matie A;B;D 2 Cm�n a � 2 C platí(1) A+B = B+A(2) A+ (B+D) = (A+B) +D(3) �(A+B) = �A+ �B(4) (A+B)T = AT +BTD�kazNeh A = (ajk)mn ; B = (bjk)mn ; D = (djk)mn . Potom(1) A+B = (ajk)mn + (bjk)mn = (ajk + bjk)mn = (bjk + ajk)mn = B+A



6 LINEÁRNA ALGEBRA(2) A+ (B+D) = (ajk)mn + ((bjk)mn + (djk)mn ) = (ajk + (bjk + djk))mn == ((ajk + bjk) + djk)mn = (ajk + bjk)mn + (djk)mn = (A+B) +D(3) �(A+B) = �(ajk + bjk)mn = (�ajk + �bjk)mn = (�ajk)mn + (�bjk)mn = �A+ �B(4) Matie AT a BT majú na (j; k)-tom mieste prvky ak;j a bk;j. Matia AT +BT má potomna (j; k)-tom mieste prvok akj + bkj, èo je práve prvok matie (A +B)T na (j; k)-tommieste. �De�níia 1.5. Súèinom matí A 2 Cm�p; B 2 Cp�n (v tomto poradí) nazývame matiuD 2 Cm�n de�novanú takto: akA = 0BBB� A1A2...Am 1CCCA ; B = (B1;B2; : : : ;Bn);kde A1;A2; : : : ;Am sú riadky matie A a B1;B2; : : : ;Bn sú ståpe matie B, takD = 0BB� A1B1; A1B2; : : : ; A1BnA2B1; A2B2; : : : ; A2Bn. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .AmB1; AmB2; : : : ; AmBn 1CCASúèin matí A; B budeme oznaèova» AB.Príklad 1.5. Vypoèítajte AB a BA, ak(1) A = � 2; 0�1; 1 � ; B = � 1; �2; 30; �1; 2 �(2) A = (�3; 2; 1); B = 0� 223 1A(3) A = � 1; 0�1; 2 � ; B = � 2; 2�2; 2 �Rie¹enie(1) AB = � 2; 0�1; 1 �� 1; �2; 30; �1; 2 � == 0BBB� (2; 0)� 10 � ; (2; 0)� �2�1 � ; (2; 0)� 32 �(�1; 1)� 10 � ; (�1; 1)� �2�1 � ; (�1; 1)� 32 � 1CCCA == � 2 � 1 + 0 � 0; 2 � (�2) + 0 � (�1); 2 � 3 + 0 � 2�1 � 1 + 1 � 0; �1 � (�2) + 1 � (�1); �1 � 3 + 1 � 2 � = � 2; �4; 6�1; 1; �1 �Súèin BA neexistuje, lebo poèet ståpov matie B je iný ako poèet riadkov matie A.(2) AB = (�3; 2; 1)0� 223 1A = �3 � 2 + 2 � 2 + 1 � 3 = 1BA = 0� 223 1A (�3; 2; 1) = 0� 2 � (�3); 2 � 2; 2 � 12 � (�3); 2 � 2; 2 � 13 � (�3); 3 � 2; 3 � 1 1A = 0� �6; 4; 2�6; 4; 2�9; 6; 3 1A



LINEÁRNA ALGEBRA 7(3) AB = � 1; 0�1; 2 �� 2; 2�2; 2 � = � 2; 2�6; 2 �BA = � 2; 2�2; 2 �� 1; 0�1; 2 � = � 0; 4�4; 4 �Poznámka 1.1.(1) Násobenie matí nie je komutatívne, lebo ako sme zistili v predhádzajúom príklade,existujú také matie A;B, ¾e AB 6= BA.(2) Ak A = (ajs)mp ;B = (bsk)pn, tak AB = (djk)mn , kdedjk = aj1b1k + aj2b2k + � � �+ ajpbpk = pXs=1 ajsbskVeta 1.8. Neh A;B 2 Cm�n, D 2 Cn�p, G 2 Cp�q, H 2 Cp�m, � 2 C. Potom(1) AIn = ImA = A(2) (AD)G = A(DG)(3) (A+B)D = AD+BD(4) H(A+B) = HA+HB(5) �(AD) = (�A)D = A(�D)(6) (AD)T = DTATD�kazDoká¾eme druhú vlasnos», ostatné sa dokazujú podobne. Neh A = (ajk)mn , D = (dkr)np ,G = (grs)pq , AD = (jr)mp , DG = (hks)nq . Potomjr = nXk=1 ajkdkr; hks = pXr=1 dkrgrsPrvkom na (j; s)-tom mieste matie (AD)G jepXr=1 jrgrs = pXr=1 nXk=1 ajkdkr! grs = pXr=1 nXk=1 ajkdkrgrs = nXk=1 pXr=1 ajkdkrgrsa prvkom na (j; s)-tom mieste matie A(DG) jenXk=1 ajkhks = nXk=1 ajk pXr=1 dkrgrs = nXk=1 pXr=1 ajkdkrgrsèo sú evidentne rovnaké èísla, preto (AD)G = A(DG). �Sústavy lineárnyh rovní a niektoré matiové rovnie.Veta 1.9. (Frobeniova veta) Sústava lineárnyh rovní má rie¹enie práve vtedy, keï hodnos»matie sústavy sa rovná hodnosti roz¹írenej matie sústavy.D�kazAk pou¾ijeme oznaèenie S1; S2; : : : ; Sn pre ståpe matie A sústavy (1) a B pre pravú stranutejto sústavy, tak sústavu (1) m�¾eme písa» v tvarex1S1 + x2S2 + � � �+ xnSn = BNeh (q1; q2; : : : ; qn) je rie¹enie sústavy (1), teda platíq1S1 + q2S2 + � � � + qnSn = BStåpe B je lineárnou kombináiou ståpov matie sústavy, preto maximálny poèet lineárnenezávislýh ståpov v matii sústavy a v roz¹írenej matii sústavy je rovnaký, èi¾e h(A) =h(AjB).



8 LINEÁRNA ALGEBRAPredpokladajme teraz, ¾e matia sústavy a roz¹írená matia sústavy majú rovnakú hodnos».Teda, ak k matii sústavy pridáme jeden ståpe - pravú sranu sústavy, tak hodnos» sa nezmení.To je mo¾né, len keï ståpe B je lineárnou kombináiou ståpov matie A. Existujú teda takéèísla �1; �2; : : : ; �n, ¾e �1S1 + �2S2 + � � �+ �nSn = BTo ale znamená, ¾e (�1; �2; : : : ; �n) je rie¹ením sústavy. �Veta 1.10. Neh h(A) = h(AjB) = r, kde A je matia sústavy (1) o n neznámyh a B je jejpravá strana. Potomak r = n, sústava (1) má práve jedno rie¹enie,ak r < n, sústava (1) má nekoneène veµa rie¹ení, prièom n � r premennýh je mo¾né voli»µubovoµne.D�kazTvrdenie je iba preformulovaný poznatok získaný z Gaussovej eliminaènej metódy rie¹eniasústav lineárnyh rovní. �Príklad 1.6. Rie¹te v mno¾ine reálnyh èísel sústavu lineárnyh rovní s parametrom a 2 R.ax1 � 2x2 + x3 + 2x4 = 2a+ 2x1 + 2ax2 � x3 � x4 = �1�a2x1 � x2 + (1 + a)x3 + x4 = 1Rie¹enieRie¹i» sústavu lineárnyh rovní s parametrom znamená zisti» pre aké hodnoty parametra másústava rie¹enie a nájs» v¹etky rie¹enia. Na rie¹enie pou¾ijeme Gaussovu eliminaènú metódu.x4 x1 x2 x30� 2 a �2 1 2a+ 2�1 1 2a �1 �11 �a2 �1 1 + a 1 1A R1:=:R2R2:=:R3R2:=R2+R1R3:=R3+2R1� 0� �1 1 2a �1 �10 1� a2 2a� 1 a 00 2 + a 4a� 2 �1 2a 1A �
� x4 x2 x3 x10� �1 2a �1 1 �10 2a� 1 a 1� a2 00 4a� 2 �1 2 + a 2a 1A � 0� �1 2a �1 1 �10 2a� 1 a 1� a2 00 0 �2a� 1 2a2 + a 2a 1A = DAk 2a� 1 6= 0, t.j. a 6= 12 , matia D je stupòovitá. Jej prvé dva riadky sú nenulové. Hodnos»matie a roz¹írenej matie sústavy je aspoò 2. Presnej¹ie, ak a = �12 ,D = 0� �1 �1 �1 1 �10 �2 �12 34 00 0 0 0 �1 1Aodkiaµ vyplýva, ¾e hodnos» matie sústavy je 2 a hodnos» roz¹írenej matie sústavy je 3. V tomtoprípade sústava nemá rie¹enie. Ak a 6= �12 , hodnos» oboh matí je 3, èo je o 1 menej ako poèetneznámyh, preto má sústava nekoneène veµa rie¹ení, ktoré vypoèítame zo sústavy�x4 + 2ax2 � x3 + x1 = �1(2a� 1)x2 + ax3 + (1� a2)x1 = 0(�2a� 1)x3 + (2a2 + a)x1 = 2aKeï zvolíme x1 = t 2 R, tak x3 = � 2a2a+1+at, x2 = 2a24a2�1� t2a�1 , x4 = 4a3+8a2�2a�14a2�1 +�2a2+a�12a�1 t.



LINEÁRNA ALGEBRA 9Ostáva nám vyrie¹i» prípad, keï a = 12 . Vtedy matia D nie je stupòovitá, upravme ju.0� �1 1 �1 1 �10 0 12 34 00 0 �2 1 1 1A R2:=4R2R3:=R3+R2� 0� �1 1 �1 1 �10 0 2 3 00 0 0 4 1 1A R2:=4R2�3R3R1:=4R1�R3�
� 0� �4 4 �4 0 �50 0 8 0 �30 0 0 4 1 1A R2:= 18R2R3:= 14R3R1:=� 14R1�R2� 0� 1 �1 0 0 1380 0 1 0 �380 0 0 1 14 1AZ tejto redukovanej stupòovitej matie m�¾eme hneï písa» rie¹enie: x2 = t 2 R, x4 = 138 + t,x3 = �38 , x1 = 14 .Zhrnutie:1. ak a = �12 , tak K = ;2. ak a = 12 , tak K = ��14 ; t; �38 ; 138 + t� ; t 2 R	3. ak a 6= 12 ;�12 , tak K = n�t; 2a24a2�1 � t2a�1 ; � 2a2a+1 + at; 4a3+8a2�2a�14a2�1 + �2a2+a�12a�1 t� ; t 2 RoOperáia súèinu matí nám umo¾òuje takýto zápis sústavy lineárnyh rovní (1)0BB� a11; a12; : : : ; a1na21; a22; : : : ; a2n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .am1; am2; : : : ; amn 1CCA0BBB� x1x2...xn 1CCCA = 0BBB� b1b2...bm 1CCCAalebo AX = Bkde A je matia sústavy, X je ståpe neznámyh a B je pravá strana sústavy.Je to matiová rovnia. Poïme sa zaobera» v¹eobenej¹ím prípadom tejto rovnie, keï matiaB m�¾e ma» via ståpov ako jeden. Aby bol de�novaný ¹úèin AX a rovnal sa matii B, musiama» matie A; B rovnaký poèet riadkov a matia X musí ma» toµko riadkov ako má matia Aståpov. Neh A je matia typu m�n, B je typu m�p, potom X je matia typu n�p. Neh Bkpre k 2 f1; : : : ; pg sú ståpe matie B a Xk sú ståpe matie X, èi¾e B = (B1; B2; : : : ; Bp) aX = (X1; X2; : : : ; Xp) Potom matiovú rovniuAX = B; èi¾e A(X1; X2; : : : ; Xp) = (B1; B2; : : : ; Bp) (5)m�¾eme písa» v tvare AX1 = B1; AX2 = B2; : : : ; AXp = Bp (6)Ka¾dá z matiovýh rovní AXk = Bk je vlastne sústavou m lineárnyh rovní o n neznámyh smatiou sústavy A a pravou stranou Bk. Matiová rovnia (5) má rie¹enie práve vtedy, keï márie¹enie ka¾dá sústava lineárnyh rovní v (6), t.j. keï h(A) = h(AjBk) pre k 2 f1; : : : ; pg. Tonastane práve vtedy, keï ståpe matie B sú lineárnou kombináiou ståpov matie A, èi¾e keïh(A) = h(AjB). Poèet rie¹ení rovnie (5) závisí od poètu rie¹ení sústav rovní v (6). M�¾emevyslovi» vetu:Veta 1.11. Matiová rovnia AX = B, kde A je matia typu m � n, B je typu m � p márie¹enie práve vtedy, keï h(A) = h(AjB).Ak r = h(A) = h(AjB) ar = n, rovnia (5) má práve jedno rie¹enie,r < n, rovnia (5) má nekoneène veµa rie¹ení. �Rie¹enie rovnie (5) dostaneme tak, ¾e vyrie¹ime v¹etky sústavy v (6). Keï¾e majú rovnakúmatiu sústavy, m�¾eme ih rie¹i» naraz tak, ¾e vedµa matie sústavy napí¹eme pravú stranu



10 LINEÁRNA ALGEBRAprvej sústavy, hneï vedµa pravú stranu druhej sústavy a¾ poslednej sústavy, èím napí¹eme matiu(AjB). Tú upravíme na stupòovitú matiu a z nej urèíme rie¹enia jednotlivýh sústav zo (6).Príklad 1.7. Rie¹te matiovú rovniu AX = B, akA = 0BB� 2; 1; �3; 13; 2; 1; 14; 3; 5; 15; 4; 9; 1 1CCA ; B = 0BB� �3; 11; 35; �79; �11 1CCARie¹enie0BB� 2; 1; �3; 1; �3; 13; 2; 1; 1; 1; �34; 3; 5; 1; 5; �75; 4; 9; 1; 9; �11 1CCA R4:=R4�R1�R2R3:=R3�2R1R2:=2R2�3R1� 0BB� 2; 1; �3; 1; �3; 10; 1; 11; �1; 11; �90; 1; 11; �1; 11; �90; 1; 11; �1; 11; �9 1CCA �R1:=R1�R2R3:=R3�R2R4:=R4�R2� 0BB� 2; 0; �14; 2; �14; 100; 1; 11; �1; 11; �90; 0; 0; 0; 0; 00; 0; 0; 0; 0; 0 1CCA R1:= 12R1� � 1; 0; �7; 1; �7; 50; 1; 11; �1; 11; �9 �Ak pou¾ijeme oznaèenie X = 0BB� x1; y1x2; y2x3; y3x4; y4 1CCA, tak z poslednej matie dostaneme sústavy rovníx1 � 7x3 + x4 = �7x2 + 11x3 � x4 = 11 y1 � 7y3 + y4 = 5y2 + 11y3 � y4 = �9a z nih x3 = r 2 R; x4 = s 2 R; x1 = �7 + 7r � s; x2 = 11� 11r + sy3 = u 2 R; y4 = v 2 R; y1 = 5 + 7u� v; y2 = �9� 11u+ vRie¹ením danej rovnie je ka¾dá matia 0BB� �7 + 7r � s; 5 + 7u� v11� 11r + s; �9� 11u + vr; us; v 1CCA, kde r; s; u; v 2 R.Matiovú rovniu XA = B rie¹ime tak, ¾e ju transponujeme, èím získame rovniu ATXT =BT , ktorú u¾ vieme rie¹i».Príklad 1.8. V mno¾ine reálnyh èísel rie¹te rovniu AXB =D, akA = � 2; 1�1; 1 � ; B = 0� 1; �1�1; 11; 1 1A ; D = � 5; �1�1; 5 �Rie¹eniePou¾itím substitúie XB = Y dostaneme rovniu AY = D. Nájdime jej rie¹enie� 2; 1 5; �1�1; 1 �1; 5 � � � 2; 1 5; �10; 3 3; 9 � � � 2; 0 4; �40; 1 1; 3 � � � 1; 0 2; �20; 1 1; 3 �



LINEÁRNA ALGEBRA 11Rovnia má jedno rie¹enie, lebo h(A) = h(AjD) = 2 a poèet ståpov matie A je tie¾ 2. Týmrie¹ením je zrejme Y = � 2; �21; 3 �. Ostáva nám vyrie¹i» rovniuX0� 1; �1�1; 11; 1 1A = � 2; �21; 3 �Transponovaním dostaneme rovniu� 1; �1; 1�1; 1; 1 �XT = � 2; 1�2; 3 �Rie¹me ju� 1; �1; 1 2; 1�1; 1; 1 �2; 3 � � � 1; �1; 1 2; 10; 0; 2 0; 4 � � � 1; �1; 0 2; �10; 0; 1 0; 2 �Hodnos» oboh matí BT ; (BT jYT ) je 2, poèet ståpov matie BT je 3, tak¾e jednu neznámu vka¾dom ståpi matie XT volíme µubovoµne.XT = 0� 2 + t; �1 + st; s0; 2 1Aa teda X = � 2 + t; t; 0�1 + s; s: 2 � ; kde t; s 2 RNa rie¹enie inýh typov matiovýh rovní m�¾eme pou¾i» základnú metódu: urèi» typ ne-známej matie, oznaèi» si jej prvky, vykona» po¾adované operáie a porovnaním µavej a pravejstrany dostaneme sústavu rovní, ktorú vyrie¹ime.Príklad 1.9. Rie¹te rovniu � 1; �12; 1 �X�X� 1; �12; 1 � = 0.Rie¹enieAby boli de�nované uvedené súèiny, musí by» matia X ¹tvorová, stupòa 2.Neh X = � x1; x2x3; x4 �. Dosaïme a upravme� 1; �12; 1 �� x1; x2x3; x4 ��� x1; x2x3; x4 �� 1; �12; 1 � = � 0; 00; 0 �� x1 � x3; x2 � x42x1 + x3; 2x2 + x4 ��� x1 + 2x2; �x1 + x2x3 + 2x4; �x3 + x4 � = � 0; 00; 0 �� �2x2 � x3; x1 � x42x1 � 2x4; 2x2 + x3 � = � 0; 00; 0 �Porovnaním prvkov dostaneme homogénnu sústavu lineárnyh rovní�2x2 � x3 = 0x1 � x4 = 02x1 � 2x4 = 02x2 + x3 = 0ktorú vyrie¹ime 0BB� 0; �2; �1; 01; 0; 0; �12; 0; 0; �20; 2; 1; 0 1CCA � 0BB� 1; 0; 0; �10; 2; 1; 00; 0; 0; 00; 0; 0; 0 1CCA



12 LINEÁRNA ALGEBRAZvoµme x3 = 2t; x4 = s, potom x1 = s; x2 = �t.Rie¹ením matiovej rovnie je ka¾dá matia X = � s; �t2t; s �, kde t; s 2 R.Inverzná matia.De�níia 1.6. Inverznou matiou k ¹tvorovej matii A nazývame matiu B, pre ktorú platíAB = BA = I.Poznámka 1.2. Inverznú matiu k matii A (pokiaµ existuje) oznaèujeme A�1. Matia A�1 jezrejme ¹tvorová, toho istého stupòa ako matia A.Veta 1.12. Neh A je matia typu m� p a B je matia typu p� n. Potomh(AB) � minfh(A); h(B)gD�kazMatiová rovnia AX = AB má rie¹enie (X = B), preto h(A) = h(AjAB). To ale znamená,¾e ståpe matie AB sú lineárnou kombináiou ståpov matie A, a pretoh(AB) � h(A)Túto vlastnos» majú v¹etky matie, pre ktoré je de�novaný ih súèin, ¹peiálne tedah(BTAT ) � h(BT )Potom platí h(AB) = h((AB)T ) = h(BTAT ) � h(BT ) = h(B)Nerovnosti h(AB) � h(A), h(AB) � h(B) sú ekvivalentné s nerovnos»ouh(AB) � minfh(A); h(B)g �Veta 1.13. K ¹tvorovej matii A existuje inverzná matia práve vtedy, keï A je regulárnamatia.D�kazNeh k ¹tvorovej matii A stupòa n existuje inverzná matia A�1. Potom AA�1 = In a prehodnosti týhto matí platín = h(In) = h(AA�1) � minfh(A); h(A�1)g � h(A)Na druhej strane, hodnos» matie nem�¾e by» väè¹ia ako je poèet jej riakov, preto h(A) = n, èoznamená, ¾e A je regulárna matia.Neh teraz A je regulárna matia stupòa n. Potom h(A) = n a takisto h(AjIn) = n. Toale znamená, ¾e rovnia AX = In má rie¹enie. Oznaème ho E. Z takýh istýh d�vodov márie¹enie aj rovnia ATX = In. Neh tým rie¹ením je matia F. Pre matie E; F platí AE = Ina ATF = In. Transponovaním druhej rovnosti dostaneme FTA = In. Ak by matie E; FT bolirovnaké, znamenalo by to, ¾e E je inverzná matia k matii A. PoèítajmeE = InE = (FTA)E = FT (AE) = FT In = FT �Inverzná matia k regulárnej matii A je rie¹ením rovnie AX = I. Keï¾e matia A jeriadkovo ekvivalentná s jednotkovou matiou I, m�¾eme pri rie¹ení uvedenej rovnie postupova»tak, ¾e matiu (AjI) pomoou ERO (ESO je neprípustná) upravíme na (IjB) Matia B je zrejmerie¹ením rovnie AX = I, a teda B = A�1.Príklad 1.10. Vypoèítajte inverznú matiu k A = 0� �2; �6; �3�2; �7; �41; 2; 1 1A



LINEÁRNA ALGEBRA 13Rie¹enie0� �2; �6; �3 1; 0; 0�2; �7; �4 0; 1; 01; 2; 1 0; 0; 1 1A r� 0� 1; 2; 1 0; 0; 10; �2; �1 1; 0; 20; �3; �2 0; 1; 2 1A r� 0� 1; 2; 1 0; 0; 10; 1; 1 1; �1; 00; 0; 1 3; �2; 2 1A r�r� 0� 1; 2; 0 �3; 2; �10; 1; 0 �2; 1; �20; 0; 1 3; �2; 2 1A r� 0� 1; 0; 0 1; 0; 30; 1; 0 �2; 1; �20; 0; 1 3; �2; 2 1AA�1 = 0� 1; 0; 3�2; 1; �23; �2; 2 1AVeta 1.14. Neh A, B sú regulárne matie stupòa n. Potom(1) (AB)�1 = B�1A�1(2) �AT ��1 = �A�1�TD�kaz(1) (AB) �B�1A�1� = A �BB�1�A�1 = AIA�1 = AA�1 = I(2) AT �A�1�T = �A�1A�T = IT = I �Inverznú matiu je mo¾né pou¾i» aj na rie¹enie niektorýh matiovýh rovní.Príklad 1.11. Rie¹te rovniu AXB = D, ak A = � 1; 11; 3 �, B = 0� �2; �6; �3�2; �7; �41; 2; 1 1A,D = � 2; �1; 01; 0; �2 �.Rie¹enieMatia A je regulárna, lebo jej riadky sú lineárne nezávislé (v opaènom prípade by jedenriadok bol násobkom druhého), teda k nej existuje inverzná matia. K matii B tie¾ existujeinverzná matia (vypoèítali sme ju v predhádzajúom príklade). Vynásobme rovniu matiouA�1 z µavej strany a matiou B�1 z pravej strany.A�1 = AXB = DA�1(AXB) = A�1DXB = A�1D = B�1X = A�1DB�1Vypoèítajme A�1:� 1; 1 1; 01; 3 0; 1 � r� � 1; 1 1; 00; 2 �1; 1 � r� � 2; 0 3; �10; 2 �1; 1 �A�1 = 12 � 3; �1�1; 1 �X = A�1DB�1 = 12 � 3; �1�1; 1 �� 2; �1; 01; 0; �2 �0� 1; 0; 3�2; 1; �23; �2; 2 1A == 12 � 3; �1�1; 1 �� 4; �1; 8�5; 4; �1 � = 12 � 17; �7; 25�9; 5; �9 �Cvièenie 1.



14 LINEÁRNA ALGEBRA(1) Urète hodnos» matí:(a) � �2; 1; 43; 2; �1 � [2℄(b) � 2; �3; 14; �6; 2 � [1℄() 0BBBB� 1; 2; 3; 4; 52; 3; 4; 5; 13; 4; 5; 1; 24; 5; 1; 2; 35; 1; 2; 3; 4
1CCCCA [5℄

(d) 0BBBB� 81; 90; 67; 10721; 15; 23; 1139; 60; 21; 8599; 135; 65; 181120; 150; 88; 192
1CCCCA [2℄(2) Vzávislosti od parametrov a; b 2 R urète hodnos» matí:(a) 0BB� 2; 2; 2; �a2; 2; �a; 22; �a; 2; 2�a; 2; 2; 2 1CCA [1; ak a = �2; 3; ak a = 6; 4; ak a 2 R n f�2; 6g℄(b) 0BB� a; b; 1; 0b; a; �1; 0a+ b; a+ b; 0; 00; 0; 0; a+ b 1CCA [1 pre a = �b; 3 pre a 6= �b℄(3) Zistite, ktoré z matíA = 0� 1; 02; 1�1; 2 1A ; B = (�1; 0; 2); D = � 1; 0; 0; �10; 2; 0; 5 � ;E = � 1; 11; 2 � ; F = 0BB� 1034 1CCA ; G = 0� 1; 2; 0�2; 0; �30; 3; 5 1A ;H = 0� 1; 0; 30; 0; �10; 0; 0 1A ; J = � 1; 00; �7 � ; K = � os�; � sin�sin�; os� � ;L = 0� 1; 0; 0; 00; 1; 2; 00; 0; 0; 1 1A ; M = 0BB� 2; 1; 20; 0; 20; 0; �20; 0; 0 1CCA ; O = 0� 1; 0; 0; 1; 00; 0; 1; 5; 00; 0; 0; ; 0; 1 1A ;P = (2; 0; �1; 3)sú(a) diagonálne [J; K pre � = k�; k 2 Z℄(b) dolné trojuholníkové [J; K pre � = k�; k 2 Z℄() horné trojuholníkové [H; J; K pre � = k�; k 2 Z℄(4) Pre matie A a¾ P z predhádzajúej úlohy vypoèítajte:(a) 3E+ J � � 4; 33; �1 � �(b) 2A� 3G [nie je de�nované℄



LINEÁRNA ALGEBRA 15() DT ; FT 2664DT = 0BB� 1; 00; 20; 0�1; 5 1CCA ; FT = (1; 0; 3; 4)3775(d) �2G� 5HT 240� �7; �4; 04; 0; 6�15; �1; �10 1A35(e) AD 240� 1; 0; 0; �12; 2; 0; 3�1; 4; 0; 11 1A35(f) PF [11℄(g) FP 26640BB� 2; 0; �1; 30; 0; 0; 06; 0; �3; 98; 0; �4; 12 1CCA3775(h) K2 �� os 2�; � sin 2�sin 2�; os 2� ��(i) GLE 240� 7; 9�5; �1114; 27 1A35(5) Rie¹te sústavy lineárnyh rovní v závislosti od parametra a 2 R:(a) x � 6y + 2z = �4a� 23x + 3y + 4z = 3a� 62x � 33y + 6z = �21a � ; pre a 6= �2���24� 15t; t; 15 + 212 t� ; t 2 R	 pre a = �2 �(b) ax + y + z = 1x + ay + z = 1x + y + az = 1 264 ; pre a = �2f(1� t� s; t; s); t 2 Rg pre a = 1n� 1a+2 ; 1a+2 ; 1a+2�o pre a 6= �2; 1 375(6) Rie¹te sústavy lineárnyh rovní v závislosti od parametrov a; b 2 R:(a) 2x + ay � 3z = 2x + y � z = 1�x + by + z = 3 " 1: a 2 R; b = �1 : K = ;2: a 2 R; b 6= �1 : K = n�4a+b�11b+1 ; 4b+1 ; 4(a�2)b+1 �o #(b) ax + y + z = 16x � 3y + bz = 22664 1: a = �2; b = �3 : K = ;2: a = �2; b 6= �3 : K = n�t; 1� at� 5b+3 ; 5b+3� ; t 2 Ro3: a 6= �2; b 2 R : K = n�5�(b+3)t6+3a ; 1� t� a5�(b+3)t6+3a ; t� ; t 2 Ro 3775(7) Rie¹te matiové rovnie:(a) � 1; 2; �33; 2; �1 �X = � 1; �311; 3 � 24X = 0� 5� t; 3� s�2 + 2t; �3 + 2st; s 1A ; t; s 2 R35(b) 0� 2; �31; �2�3; 1 1AX = 0� 1; 51; 02; �4 1A [nemá rie¹enie℄() X� 2; �3�4; 6 � = � �2; 30; 0 � �X = � �1 + 2t; t2s; s � ; t; s 2 R�



16 LINEÁRNA ALGEBRA(d) � 2; �11; 0 �X0� 1; 02; �1�1; 1 1A = � �10; 9�5; 4 ��X = � 3� t; �4 + t; t�2� s; 1 + s; s � ; t; s 2 R�(e) � 2; �1�2; 1 �X�X� 1; �10; 1 � = � 3; 0�2; �6 � �X = � 1; 2�2; 3 ��(8) Vypoèítajte inverznú matiu k matii:(a) � 1; �50; 1 � �� 1; 50; 1 ��(b) 0� 1; 2; �30; �1; �20; 0; 1 1A 240� 1; 2; 70; �1; �20; 0; 1 1A35() 0� 2; �1; 3�2; 2; 2�1; 1; 2 1A 2412 0� 2; 5; �82; 7; �100; �1; 2 1A35(d) 0BB� 1; 1; 0; 10; 2; 3; 20; 0; 3; 41; 0; 0; 4 1CCA 2664 112 0BB� 24; �12; 12; �12�6; 9; �9; 68; �4; 8; �8�6; 3; �3; 6 1CCA3775(9) Pomoou inverznej matie rie¹te matiovú rovniu:(a) � 2; �3�4; 6 �X = � 2; �3; 1�1; 2; �1 � �X = � 1; �1; 04; �5; 1 ��(b) 0� 5; 3; 4�6; �3; �54; 2; 2 1AX� �3; 22; �1 � =0� 1; 0�2; 10; �2 1A 24X = 0� �4; �63; 43; 5 1A35


