
LINEÁRNA ALGEBRARNDr. Peter Kaprálik, PhD.KM FEI STU, Ilkovièova 3, 812 19 Bratislava8. 2. 20021. Matie a sústavy lineárnyh rovníMatie.De�níia 1.1. Matiou typu m�n; m; n 2 N; nazývame tabuµku komplexnýh resp. reálnyhèísel A = 0BB� a11; a12; : : : ; a1na21; a22; : : : ; a2n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .am1; am2; : : : ; amn 1CCAÈíslo ajk sa nazýva prvok matie A na (j; k)-tom mieste. Prvky a11; a22; : : : ; app, kde p =minfm; ng, tvoria hlavnú diagonálu a prvky a1n; a2 n�1; : : : ; ap n�p+1 vedµaj¹iu diagonálu.Budeme pou¾íva» ïal¹ie oznaèenia a názvy:Cm�n { mno¾ina v¹etkýh mati typu m� n s komplexnými prvkami,Rm�n { mno¾ina v¹etkýh mati typu m� n s reálnymi prvkami.Prvky (a) 2 C1�1; a 2 C budeme pova¾ova» za rovnaké, preto aj C1�1 = C. Matie typu n� 1nazývame ståpové n-tie alebo ståpové vektory. Matie typu 1 � n sú nám u¾ dobre známen-tie.Matiu A, ktorej prvky sú ajk pre j 2 f1: : : : ;mg; k 2 f1; : : : ; ng budeme struènej¹ie zapisova»(ajk)mn alebo, keï bude jasné aký je poèet riadkov a ståpov matie alebo tieto hodnoty nebudúd�le¾ité, len (ajk).Matia, ktorej v¹etky prvky sú nuly sa nazýva nulová a oznaèujeme ju 0 alebo (0)mn , ak hemevyznaèi» aj jej typ.N -tia (aj1; aj2; : : : ; ajn) sa nazýva j-tý riadok a ståpová m-tia 0BBB� a1ka2k...amk 1CCCA k-tý ståpe matieA = (ajk)mn .Ak oznaèíme R1;R2; : : : ;Rm riadky a S1;S2; : : : ;Sn ståpe matie A typu m� n, tak budemetie¾ písa» A = 0BBB� R1R2...Rm 1CCCA ; A = (S1;S2; : : : ;Sn).Príklad 1.1. A = 0� 1; �5; 6; 73; 2; 1; 0�4; 5; 1; 3 1A 2 R3�4. Jej tretím ståpom je S3 = 0� 611 1A a druhýmriadkom je R2 = (3:2; 1; 0).De�níia 1.2. Dve matie A = (ajk); B = (bjk) sú rovnaké, ak sú rovnakého typu a pre v¹etkyj; k platí ajk = bjk. 1



2 LINEÁRNA ALGEBRADe�níia 1.3. Vedúim prvkom n-tie nazývame jej prvú zµava nenulovú zlo¾ku.Príklad 1.2. Vedúim prvkom ¹estie (0; 0;�2; 0; 3; 1) je jej tretia zlo¾ka �2. Nulová n-tianemá vedúi prvok.De�níia 1.4. Matia A = 0BBB� R1R2...Rm 1CCCA sa nazýva stupòovitá, ak pre j 2 f1; 2; : : : ;m� 1g platí:(1) Vedúi prvok riadku Rj+1 je posunutý aspoò o jedno miesto doprava vzhµadom k vedú-emu prvku riadku Rj .(2) Ak Rj = 0, tak Rj+1 = 0.Príklad 1.3.0BB� 0; 1; �2; 1; �1; 00; 0; 0; 2; 3; �10; 0; 0; 0; 1; 00; 0; 0; 0; 0; 0 1CCA { stupòovitá matia,0BB� 0; 1; 0; 1; �1; 00; 0; 2; 0; 2; �10; 0; 0; 0; 3; 00; 0; 0; 1; 2; 0 1CCA { nie je stupòovitáDe�níia 1.5. Matia A sa nazýva redukovaná stupòovitá, ak je stupòovitá, vedúi prvokka¾dého nenulového riadku je 1 a v ka¾dom ståpi, v ktorom sa nahádza vedúi prvok niektoréhoriadku, v¹etky ostatné prvky sa rovnajú 0.Príklad 1.4. Matia0BB� 0; 1; 0; 0; 0; 50; 0; 0; 1; 0; �10; 0; 0; 0; 1; 00; 0; 0; 0; 0; 0 1CCAje redukovaná stupòovitá.De�níia 1.6. Elementárnou riadkovou operáiou (ERO) na matii A = 0BBB� R1R2...Rm 1CCCA nazývameka¾dú z nasledujúih úprav matie A:(I) Vzájomná výmena dvoh riadkov matie A.(II) Nahradenie jedného riadku matie A jeho nenulovým násobkom.(III) Nahradenie jedného riadku súètom tohto riadku a µubovoµného násobku iného riadkumatie A.Jednotlivé ERO budeme oznaèova» takto:Rj :=: Rk { vzájomná výmena j-tého a k-tého riadkuRj := �Rj { nahradenie j-tého riadku jeho �-násobkomRj := Rj + �Rk { nahradenie j-tého riadku súètom tohto riadku a �-násobku k-tého riadku



LINEÁRNA ALGEBRA 3Príklad 1.5. Upravte matiu 0� 1; �3; 2; 1 + i�i; 1� 2i; 3; 50; 3i; �2; 4 1A pomoou ERO(1) R2 :=: R3(2) R1 := iR1(3) R3 := R3 + 2R1Rie¹enie(1) 0� 1; �3; 2; 1 + i�i; 1� 2i; 3; 50; 3i; �2; 4 1A R2:=:R3�! 0� 1; �3; 2; 1 + i0; 3i; �2; 4�i; 1� 2i; 3; 5 1A(2) 0� 1; �3; 2; 1 + i�i; 1� 2i; 3; 50; 3i; �2; 4 1A R1:= iR1�! 0� i; �3i; 2i; �1 + i�i; 1� 2i; 3; 50; 3i; �2; 4 1A(3) 0� 1; �3; 2; 1 + i�i; 1� 2i; 3; 50; 3i; �2; 4 1A R3:=R3+2R1�! 0� 1; �3; 2; 1 + i�i; 1� 2i; 3; 52; �6 + 3i; 2; 6 + 2i 1AAnalogiky sa de�nujú elementárne ståpové operáie (ESO) na matii A = (S1;S2; : : : ;Sn).Staèí v de�níii ERO nahradi» riadky ståpami, prièom súèet ståpovýh vektorov a násobokståpového vektora èíslom sú de�nované takto:0BBB� u1u2...um 1CCCA+0BBB� v1v2...vm 1CCCA = 0BBB� u1 + v1u2 + v2...um + vm 1CCCA �0BBB� u1u2...um 1CCCA = 0BBB� �u1�u2...�um 1CCCAERO a ESO nazývame spoloèným názvom elementárne operáie (EO).De�níia 1.7. Hovoríme, ¾e matia B vznikla z matie A koneèným poètom ERO (resp. ESO èiEO), ak existujú také matieA1;A2; : : : ;Ap, ¾eA = A1;B = Ap a pre ka¾dé j 2 f1; 2; : : : ; p�1gmatia Aj+1 vznikla z matie Aj jedinou ERO (resp. ESO èi EO).Veta 1.1. Ak matia B vznikne z matie A koneèným poètom ERO (resp. ESO èi EO), tak ajA vznikne z matie B koneèným poètom ERO (resp. ESO èi EO).D�kazStaèí dokáza», ¾e ak matia F vznikne z matie E jednou ERO èi ESO, tak aj matia Evznikne z matie F jednou ERO èi ESO. Uká¾eme to pre ERO, pre ESO by sa postupovalopodobne.Neh F vznikne z E elementárnou operáiou Rj :=: Rk, potom tá istá ERO upraví matiu Fna E.Neh F vznikne z E elementárnou operáiou Rj := �Rj . Keï¾e � musí by» r�zne od nuly,existuje èíslo 1� a zrejme z matie F pomoou ERO Rj := 1�Rj vznikne matia E.Neh F vznikne z E elementárnou operáiou Rj := Rj+�Rk. Potom z matie F pomoou ERORj := Rj � �Rk vznikne matia E. �De�níia 1.8. Dve matie A;B sa nazývajúriadkovo ekvivalentnéståpovo ekvivalentnéekvivalentné 9=; ak B vznikne z A koneèným poètom 8<: EROESOEOa oznaèujeme to v poradí A r� B; A s� B; A � B.



4 LINEÁRNA ALGEBRAPríklad 1.6. Matie A = 0� 0; 2; 41; 0; 33; 1; 12 1A ;B = 0� 1; 0; 30; 2; 40; 0; 1 1A sú riadkovo ekvivalentné, leboA = 0� 0; 2; 41; 0; 33; 1; 12 1A r�R1:=:R2 0� 1; 0; 30; 2; 43; 1; 12 1A r�R3:=R3�3R1 0� 1; 0; 30; 2; 40; 1; 3 1A r�r�R3:=2R3 0� 1; 0; 30; 2; 40; 2; 6 1A r�R3:=R3�R2 0� 1; 0; 30; 2; 40; 0; 2 1A r�R3:= 12R3 0� 1; 0; 30; 2; 40; 0; 1 1A = BZ d�vodu úspory èasu a miesta je vhodné pri úprave matie pomoou EO zapísa» novú matiunie po ka¾dej vykonanej EO, ale a¾ po niekoµkýh. Úpravu matie A m�¾eme krat¹ie zapísa»napr. takto:A = 0� 0; 2; 41; 0; 33; 1; 12 1A r�R1:=:R2R3:=R3�3R1 0� 1; 0; 30; 2; 40; 1; 3 1A r�R3:=2R3�R2R3:= 12R3 0� 1; 0; 30; 2; 40; 0; 1 1A = BNamiesto poslednýh dvoh úprav R3 := 2R3 � R2; R3 := 12R3 sme mohli pou¾i» len jednuR3 := R3 � 12R2.Veta 1.2. Ka¾dá matia je riadkovo ekvivaletná niektorej stupòovitej a tie¾ niektorej reduko-vanej stupòovitej matii.D�kaz pre µubovoµnú matiu nebudeme robi». Uká¾eme si v¹ak postup pri úprave konkrétnejmatie A na stupòovitú resp. redukovanú stupòovitú matiu.Príklad 1.7. Nájdite stupòovitú a redukovanú stupòovitú matiu riadkovo ekvivaletnú s mati-ouA = 0BBBB� 0; 1; 1; 00; 0; 0; 01; �1; �1; 01; 1; �1; �12; 2; 0; �1
1CCCCARie¹enieNajprv v matii A vyhµadáme riadok, ktorého vedúi prvok sa nahádza najvia vµavo, avymeníme tento riadok s prvým. Potom pripoèítame vhodné násobky prvého riadku k ostatnýmriadkom tak, aby v ståpi pod vedúim prvkom prvého riadku boli len nuly.A = 0BBBB� 0; 1; 1; 00; 0; 0; 01; �1; �1; 01; 1; �1; �12; 2; 0; �1

1CCCCA r�R1:=:R3R2:=:R5 0BBBB� 1; �1; �1; 02; 2; 0; �10; 1; 1; 01; 1; �1; �10; 0; 0; 0
1CCCCA r�r�R2:=R2�2R1R4:=R4�R1 0BBBB� 1; �1; �1; 00; 4; 2; �10; 1; 1; 00; 2; 0; �10; 0; 0; 0

1CCCCA = B



LINEÁRNA ALGEBRA 5Matiu B upravujeme tak ako matiu A, s tým rozdielom. ¾e úlohu prvého riadku tu preberáriadok druhý, ïalej potom riadok tretí atï a¾ nakonie dostaneme stupòovitú matiu.B r�R2:=:R3R3:=R3�4R2R4:=R4�2R2 0BBBB� 1; �1; �1; 00; 1; 1; 00; 0; �2; �10; 0; �2; �10; 0; 0; 0
1CCCCA r�R4:=R4�R3 0BBBB� 1; �1; �1; 00; 1; 1; 00; 0; �2; �10; 0; 0; 00; 0; 0; 0

1CCCCA = DMatia D je stupòovitá a riadkovo ekvivalentná s matiou A. Redukovanú stupòovitú matiudostaneme z matie D takto: Vhodné násobky posledného nenulového riadku pripoèítame kriadkom nad ním tak, aby sa vynulovali prvky nad vedúim prvkom posledného nenulovéhoriadku. Takto pokraèujeme s predposledným nenulovým riadkom atï, a¾ v¹etky prvky nad ve-dúimi prvkami budú nuly. Nakonie ka¾dý nenulový riadok vynásobíme prevrátenou hodnotoujeho vedúeho prvku.D r�R1:=2R1�R3R2:=2R2+R3 0BBBB� 2; �2; 0; 10; 2; 0; �10; 0; �2; �10; 0; 0; 00; 0; 0; 0
1CCCCA r�R1:=R1+R2 0BBBB� 2; 0; 0; 00; 2; 0; �10; 0; �2; �10; 0; 0; 00; 0; 0; 0

1CCCCA r�r�R1:= 12R1R2:= 12R2R3:=� 12R3 0BBBB� 1; 0; 0; 00; 1; 0; �120; 0; 1; 120; 0; 0; 00; 0; 0; 0
1CCCCA = EE je redukovaná stupòovitá matia riadkovo ekvivaletná s matiou A.De�níia 1.9. Trasponovanou matiou k matii A = (ajk)mn nazývame matiu AT = (a0kj)nm,kde a0kj = ajk pre v¹etky j; k.Príklad 1.8. Transponovanou matiou k matii A = 0� 1; 2; 3; 45; 6; 7; 89; 0; �1; �2 1A jeAT = 0BB� 1; 5; 92; 6; 03; 7; �14; 8; �2 1CCA.Sústavy lineárnyh rovní.De�níia 1.10. Neh m;n 2 N; ajk; bj 2 C pre j 2 f1; : : : ;mg, k 2 f1; : : : ; ng. Potoma11x1 + a12x2 + � � �+ a1nxn = b1a21x1 + a22x2 + � � �+ a2nxn = b2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .am1x1 + am2x2 + � � �+ amnxn = bm (1)je sústava m lineárnyh rovní o n neznámyh x1; x2; : : : ; xn s koe�ientami ajk a pravou stra-nou B = 0BBB� b1b2...bm 1CCCA. Matiu A = 0BB� a11; a12; : : : ; a1na21; a22; : : : ; a2n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .am1; am2; : : : ; amn 1CCA nazývame matiou sústavy (1) a



6 LINEÁRNA ALGEBRAmatiu A� = 0BB� a11; a12; : : : ; a1n b1a21; a22; : : : ; a2n b2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .am1; am2; : : : ; amn bm 1CCA roz¹írenou matiou sústavy (1).Ak pravá strana B = 0, tak (1) sa nazýva homogénna sústava.Poznámka 1.1. Zvislá èiara v roz¹írenej matii sústavy (1) slú¾i len na vizuálne oddeleniepravej strany od koe�ientov sústavy.Sústava lineárnyh rovní (1) je svojou roz¹írenou matiou sústavy jednoznaène urèená.De�níia 1.11. Súèinom matie typu 1 � n s matiou typu n � 1 je matia typu 1 � 1 (tedaèíslo) de�novaná takto(a1; a2; : : : ; an)0BBB� b1b2...bn 1CCCA = a1b1 + a2b2 + � � �+ anbnAk oznaèíme Aj, j-tý riadok matie A sústavy lineárnyh rovní (1) a X = (x1; x2; : : : ; xn)vektor neznámyh, tak vzhµadom na de�níiu súèinu riadkového a ståpového vektora, m�¾emesústavu lineárnyh rovní (1) zapísa» krat¹ieA1XT = b1; A2XT = b2; : : : ; AmXT = bm (2)De�níia 1.12. Rie¹ením sústavy lineárnyh rovní (2), samozrejme aj (1), nazývame ka¾dún-tiu q 2 Cn, pre ktorú platíA1q T = b1; A2q T = b2; : : : ; Amq T = bmMno¾inu v¹etkýh rie¹ení sústavy (1) bubeme oznaèova» K(1) alebo len K.De�níia 1.13. Dve sústavy lineárnyh rovní S1; S2 nazývame ekvivalentné, ak majú rovnakémno¾iny rie¹ení.Príklad 1.9. Rozhodnite, èi sú ekvivaletné sústavy lineárnyh rovní S1; S2 a S1; S3, akS1 : 2x1 � x2 = 0x1 � 2x2 = 1 S2 : 3x1 � x2 + x3 = 0x1 + x2 = 1 S3 : 2y1 � y2 = 0�y1 � y2 = 1Rie¹enieSústavy S1 a S2 nie sú ekvivalentné, lebo buï sú to sústavy s r�znym poètom premennýh (2a 3) a vtedy rie¹eniami sústavy S1 sú dvojie a sústavy S2 trojie, èo nie sú rovnaké objekty,alebo S1; S2 sú sústavy s tromi premennými, potom v¹ak trojia (1; 0;�3) je rie¹ením sústavyS2, ale nie je rie¹ením sústavy S1.Sústavy S1 a S3 sú ekvivalentné, lebo ako sa µahko presvedèíte, mno¾inou rie¹ení oboh sústavje KS1 = ���13 ;�23�	 = KS3 .De�níia 1.14. Lineárnou kombináiou rovní (2) s koe�ientami �1; �2; : : : ; �m nazývamelineárnu rovniu�1(A1XT ) + �2(A2XT ) + � � �+ �m(AmXT ) = �1b1 + �2b2 + � � � + �mbmDe�níia 1.15. Elementárnou úpravou sústav lineárnyh rovní nazývame ka¾dú úpravu, po-moou ktorej z µubovoµnej sústavy lineárnyh rovní S vznikne sústava lineárnyh rovní S 0ekvivalentná s S.Veta 1.3. Nasledujúe úpravy sú ekvivalentnými úpravami sústav lineárnyh rovní.(I) Vzájomná výmena dvoh rovní sústavy.(II) Nahradenie rovnie sústavy jej nenulovým násobkom.



LINEÁRNA ALGEBRA 7(III) Nahradenie rovnie sústavy súètom tejto rovnie a µubovoµného násobku inej rovniesústavy.(IV) Vynehanie rovnie, ktorá je lineárnou kombináiou inýh rovní sústavy.D�kazUrobíme ho len pre úpravu (IV), v ostatnýh prípadoh je postup podobný.Majme sústavu S : A1XT = b1; A2XT = b2; : : : ; AmXT = bmNeh napr. posledná rovnia je lineárnou kombináiou ostatnýh rovní sústavy, tedaAmXT = �1(A1XT ) + �2(A2XT ) + � � � + �m�1(Am�1XT )bm = �1b1 + �2b2 + � � �+ �m�1bm�1Vynehaním poslednej rovnie v sústave S dostaneme sústavuS 0 : A1XT = b1; A2XT = b2; : : : ; Am�1XT = bm�1Zrejme ka¾dé rie¹enie sústavy S je rie¹ením aj sústavy S 0. Staèí u¾ len dokáza», ¾e ka¾dé rie¹eniesústavy S 0 je rie¹ením sústavy S. Neh teda q je rie¹ením sústavy S 0, t.j. platíA1q T = b1; A2q T = b2; : : : ; Am�1q T = bm�1Keï¾e sústavy S;S 0 majú prvýhm�1 rovní rovnakýh, staèí dokáza», ¾e q je rie¹ením poslednejrovnie sústavy S. PoèítajmeAmqT = �1(A1qT| {z }b1 ) + �2(A2qT| {z }b2 ) + � � �+ �m�1(Am�1qT| {z }bm�1 ) = �1b1 + �2b2 + � � �+ �m�1bm�1 = bm�Gaussova eliminaèná metóda rie¹enia sústav lineárnyh rovní.Táto metóda spoèíva v úprave danej sústavy lineárnyh rovní pomoou elementárnyh úp-rav na sústavu s òou ekvivaletnú, ktorej rie¹enie by sme vedeli u¾ µahko nájs». Takou je sústavalineárnyh rovní, ktorej roz¹írená matia je stupòovitá alebo e¹te lep¹ie redukovaná stupòovitá.Keï¾e sústava lineárnyh rovní je jednoznaène urèená svojou roz¹írenou matiou, je výhodné za-pisova» sústavy pomoou nih. Uvedomme si e¹te, ¾e vykona» na sústave (2) elementárnu úpravuvzájomná výmena j-tej a k-tej rovnie resp.nahradenie j-tej rovnie jej � násobkom resp.nahradenie j-tej rovnie súètom tejto rovnie a �-násobku k-tej rovnievy¹krtnutie j-tej rovnie zo sústavya potom napísa» roz¹írenú matiu tejto novej sústavy je to isté, ako na roz¹írenej matii sústavy(2) vykona»ERO Aj :=: Ak resp.ERO Aj := �Aj resp.ERO Aj := Aj + �Ak rep.vy¹krtnutie j-tého riadku z roz¹írenej matie (pozor, to nie je ERO!)Toto nám umo¾òuje získa» stupòovitú alebo redukovanú stupòovitú roz¹írenú matiu sústavyekvivaletnej so sústavou (1) z jej roz¹írenej matie pou¾itím ERO. Pri týhto úpraváh budemepou¾íva» symboly �; r� aj v prípade, keï pou¾ijeme vy¹krtnutie riadku.Ak pri úprave roz¹írenej matie vznikne riadok(0; 0; : : : ; 0 j b); kde b 6= 0znamená to, ¾e v prislúhajúej sústave je rovnia0x1 + 0x2 + � � �+ 0xn = bktorá nemá rie¹enie, a teda rie¹enie nemá ani sústava (1).



8 LINEÁRNA ALGEBRAPríklad 1.10. Uká¾eme, ¾e sústava lineárnyh rovníx1 � x2 + x4 = 13x1 � 3x2 + 2x3 + 6x4 = 52x1 � 2x2 + 2x3 + 5x4 = 1nemá rie¹enie.Rie¹eniePomoou ERO upravujme roz¹írenú matiu sústavy na stupòovitú.0� 1; �1; 0; 1 13; �3; 2; 6 52; �2; 2; 5 1 1A R2:=R2�3R1R3:=R3�2R1� 0� 1; �1; 0; 1 10; 0; 2; 3 20; 0; 2; 3 �1 1A �R3:=R3�R2� 0� 1; �1; 0; 1 10; 0; 2; 3 20; 0; 0; 0 �3 1AZ posledného riadku vyplýva, ¾e sústava nemá rie¹enie.Uva¾ujme teraz situáiu, keï máme roz¹írenú matiu sústavy upravenú na stupòovitú matiu,ktorá neobsahuje riadok (0; 0; : : : ; 0 j b) s nenulovým èíslom b. V tom prípade táto matia, povy¹krtnutí nulovýh riadkov (tie sú lineárnou kombináiou ostatnýh), má tvarD = 0BB� 0; : : : ; 0; d1k1 ; : : : ; d1k2 ; : : : ; d1kr ; : : : ; d1kn u10; : : : ; 0; 0; : : : ; d2k2 ; : : : ; d2kr ; : : : ; d2kn u2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0; : : : ; 0; 0; : : : ; 0; : : : ; drkr ; : : : ; drkn ur 1CCAV rámèekoh sú vedúe prvky riadkov. V prípade, ¾e vedúi prvok prvého riadku je hneï na jehozaèiatku, t.j. k1 = 1, matia D nemá na zaèiatku nulové ståpe. Keï¾e vedúe prvky riadkov saposúvajú aspoò o jedno miesto doprava a v matii nem�¾e by» riadok (0; 0; : : : ; 0 j b) s nenulovýmèíslom b, musí plati» r � n; 1 � k1 < k2 < � � � < kr � nNapí¹me k matii D príslu¹nú sústavu lineárnyh rovní, na ktorej urobíme e¹te malú úpravu:na µavej strane rovní nehajme len neznáme xk1 ; xk2 ; : : : ; xkr , v¹etky ostatné presuòme na pravústranu. d1k1xk1 + d1k2xk2 + � � � + d1krxkr = u1 � Pj2M d1jxjd2k2xk2 + � � � + d2krxkr = u2 � Pj2M d2jxj. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .drkrxkr = ur � Pj2M drjxj (3)kde M = f1; 2; : : : ; ng n fk1; k2; : : : ; krg.Táto sústava je ekvivaletná so sústavou (1) a navy¹e dajú sa µahko nájs» v¹etky jej rie¹enia. Aktoti¾ za neznáme xj pre j 2 M (týhto neznámyh je n � r) dosadíme konkrétne èísla, dá sazo sústavy (3) vypoèíta» zostávajúih r neznámyh: z poslednej rovnie m�¾eme vypoèíta» xkr ,túto hodnotu keï dosadíme do predposlejnej rovnie, vypoèítame odtiaµ xkr�1 , atï a¾ z prvejrovnie vypoèítame xk1 . Je zrejmé, ¾e ak n�r = 0 (¾iadna z neznámyh sa nedá voli» µubovoµne),tak sústava (1) má jedno rie¹enie, ak n� r > 0, tak sústava (1) má nekoneène veµa rie¹ení.Keby sme roz¹írenú matiu sústavy (1) upravili a¾ na redukovanú stupòovitú, tak vedúe prvkyjej riadkov by boli jednotky a v¹etky prvky nad nimi zas nuly, teda d1k1 = d2k2 = � � � = drkr = 1,d1k2 = 0; d1k3 = d2k3 = 0; : : : ; d1kr = d2kr = � � � = dr�1 kr = 0. K tejto matii prislúhajúasústava lineárnyh rovní má po prenesení neznámyh xj pre j 2M na pravú stranu tvar



LINEÁRNA ALGEBRA 9xk1 = u1 � Pj2M d1jxjxk2 = u2 � Pj2M d2jxj. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xkr = ur � Pj2M drjxj (4)kde neznáme xk1 ; xk2 ; : : : ; xkr sú u¾ priamo vyjadrené pomoou zvy¹nýh neznámyh.Na záver m�¾eme napísa»: Ak v upravenej roz¹írenej matii sústavy (1) na stupòovitú matiuD sa nahádza riadok (0; 0; : : : ; 0 j b) s nenulovým èíslom b, tak sústava (1) nemá rie¹enie. Akmatia D tento riadok neobsahuje a pre poèet jej nenulovýh riadkov platí1 � r � = n; tak sústava (1) má jedno rie¹enie< n; tak sústava (1) má nekoneène veµa rie¹eníPríklad 1.11. V R rie¹te sústavu lineárnyh rovníx1 � x2 + x4 = 13x1 � 3x2 + 2x3 + 6x4 = 52x1 � 2x2 + 3x4 = 12x3 + 2x4 = 3Rie¹enieRoz¹írenú matiu sústavy upravíme pomoou ERO na stupòovitú0BB� 1; �1; 0; 1 13; �3; 2; 6 52; �2; 0; 3 10; 0; 2; 2 3 1CCA r�R2:=R2�3R1R3:=R3�3R1R4:=R4�R2 0BB� 1; �1; 0; 1 10; 0; 2; 3 20; 0; 0; 1 �10; 0; 0; �1 1 1CCA r�r�R4:=R4+R3 0BB� 1; �1; 0; 1 10; 0; 2; 3 20; 0; 0; 1 �10; 0; 0; 0 0 1CCA = DVidíme, ¾e sústava má rie¹enie. Matie D má 3 nenulové riadky, preto jednu (4�3 = 1) neznámuvolíme µubovoµne, zvy¹né tri neznáme vypoèítame zo sústavy prislúhajúej k matii D:x1 � x2 + x4 = 12x3 + 3x4 = 2x4 = �1Vedúe prvky riadkov matie D sú v prvom, tre»om a ¹tvrtom ståpi, preto vyjadrova» budemex1; x3; x4. Neznámu x2 volíme µubovoµne. Neh teda x2 = t 2 R, potom predhádzajúu sústavum�¾eme upravi» na x1 + x4 = 1 + t2x3 + 3x4 = 2x4 = �1odkiaµ x4 = �1; x3 = 52 ; x1 = 2 + tMno¾inou v¹etkýh rie¹ení sústavy jeK = ��2 + t; t; 52 ; �1� ; t 2 R�Výber premennýh, za ktoré m�¾eme voli» µuboµné hodnoty nem�¾e by» náhodný. Pri náhod-nom výbere by sa mohlo sta», ¾e sústavu, ktorá má rie¹enie, nedoká¾ete vyrie¹i», ako to ukazujenasledujúi príklad.



10 LINEÁRNA ALGEBRAPríklad 1.12. Sústava lineárnyh rovní o ¹tyroh neznámyh x1; x2; x3; x4, ktorej roz¹írenoumatiou je stupòovitá matia A = � 1; 2; 2; 1 20; 2; 2; �1 �1 �má zrejme rie¹enie a dve neznáme m�¾eme voli» µubovoµne. Neh teda napr. x1 = t; x4 = s.Potom z matie A m�¾eme písa» sústavu2x2 + 2x3 = 2� t� s2x2 + 2x3 = �1 + sTáto sústava pre µubovoµné hodnoty t a s nemá rie¹enie, lebo ak od prvej rovnie odèítamedruhú, dostaneme rovniu 0x2 + 0x3 = 3� t� 2sktorej nevyhovuje ¾iadne x2; x3, preto¾e pravá strana rovnie m�¾e by» r�zna od nuly.Pri úprave roz¹írenej matie sústavy lineárnyh rovní na stupòovitú, m�¾eme pou¾i» aj jednuESO, a to vzájomnú výmenu dvoh ståpov. Nesmie v¹ak by» medzi nimi pravá strana sústavy.Tejto ESO odpovedá v sústave rovní len zmena poradia premennýh. Jej pou¾itie m�¾e zjed-nodu¹i» úpravu matie na stupòovitý tvar.Príklad 1.13. Rie¹te v R homogénnu sústavu lineárnyh rovníx2 + x3 � 5x5 = 02x1 + 3x2 + x3 + x4 � 4x5 = 02x1 + 2x2 + x4 + x5 = 03x1 + 4x2 + 2x3 + 2x4 � x5 = 0Rie¹eniePosledný ståpe roz¹írenej matie tejto sústavy je nulový a pou¾itím ktorejkoµvek ERO sanezmení, preto ho nebudeme písa».0BB� 0; 1; 1; 0; �52; 3; 1; 1; �42; 2; 0; 1; 13; 4; 2; 2; �1 1CCA S1:=:S3S2:=:S4� x3 x4 x1 x2 x50BB� 1; 0; 0; 1; �51; 1; 2; 3; �40; 1; 2; 2; 12; 2; 3; 4; �1 1CCA R2:=R2�R1R4:=R4�2R1�
� 0BB� 1; 0; 0; 1; �50; 1; 2; 2; 10; 1; 2; 2; 10; 2; 3; 2; 9 1CCA R3:=:R4R3:=R3�2R2R4:=R4�R2� 0BB� 1; 0; 0; 1; �50; 1; 2; 2; 10; 0; �1; �2; 70; 0; 0; 0; 0 1CCA R3:=�1R3R2:=R2�R3�
� 0BB� 1; 0; 0; 1; �50; 1; 0; �2; 150; 0; 1; 2; �70; 0; 0; 0; 0 1CCAVedúe prvky riadkov nie sú v ¹tvrtom a piatom ståpi. V týhto ståpoh sú koe�ienty prineznámyh x2 a x5 (menili sme poradie neznámyh). Tieto neznáme volíme µubovoµne: x2 = t,x5 = s, prièom t; s 2 R. Z matie potom dostanemex3 = �t+ 5sx4 = 2t� 15sx1 = �2t+ 7s



LINEÁRNA ALGEBRA 11Rie¹ením sústavy je ka¾dá pätia(�2t+ 7s; t; �t+ 5s; 2t� 15s; s); kde t; s 2 RCvièenie 1.(1) Zistite, ktoré z matíA = 0� 1; 02; 1�1; 2 1A ; B = (�1; 0; 2); D = � 1; 0; 0; �10; 2; 0; 5 � ;E = � 1; 11; 2 � ; F = 0BB� 1034 1CCA ; G = 0� 1; 2; 0�2; 0; �30; 3; 5 1A ;H = 0� 0; 1; 0; 30; 0; 0; �10; 0; 0; 0 1A ; J = � 1; 00; �7 � ; K = � os�; � sin�sin�; os� � ;L = 0� 1; 0; 0; 00; 1; 2; 00; 0; 0; 1 1A ; M = 0BB� 2; 1; 20; 0; 20; 0; �20; 0; 0 1CCA ; O = 0� 1; 0; 0; 1; 00; 0; 1; 5; 00; 0; 0; ; 0; 1 1Asú(a) stupòovité, [B; D; H; J; K pre � = k�; k 2 Z; L; O℄(b) redukované stupòovité? [K pre � = 2k�; k 2 Z; L; O℄(2) Nájdite redukovanú stupòovitú matiu, ktorá je riadkovo ekvivaletná s matiou(a) 0� 1; �2; 0; 13; 2; 1; 01; �1; 1; �2 1A 24 0� 1; 0; 0; 10; 1; 0; 00; 0; 1; �3 1A 35(b) 0BB� 4; 5; 6; 7; 8; 93; 4; 5; 6; 7; 82; 3; 4; 5; 6; 71; 2; 3; 4; 5; 6 1CCA 2664 0BB� 1; 0; �1; �2; �3; �40; 1; 2; 3; 4; 50; 0; 0; 0; 0; 00; 0; 0; 0; 0; 0 1CCA 3775(3) Rozhodnite, èi sú ekvivaletné sústavy lineárnyh rovní S1; S2, ak(a) S1 : 2x1 + x2 � 3x3 = 2x1 � 3x2 � 2x3 = 1 S2 : 2y1 + y2 � 3y3 = 2y1 + 4y2 � y3 = 1 [áno℄(b) S1 : 2x1 + x2 � 3x3 = 2x1 � 3x2 � 2x3 = 1 S2 : 2x1 + x2 � 3x3 = 23x1 � 2x2 � x3 = 3 [nie℄(4) Rie¹te sústavu lineárnyh rovní(a) 3x1 � 2x2 + 3x3 = 3�2x1 + 3x2 � 5x3 = �3x1 + 7x2 � 3x3 = 16 [(1, 3, 2)℄(b) �2x1 + 3x2 + 5x3 = 33x1 + x2 � 4x3 = 54x1 + 5x2 � 3x3 = 8 [nemá rie¹enie℄() 5x1 + 2x2 + 4x3 + x4 = 9�2x1 + x2 � x3 � x4 = 5�4x1 + 4x2 � 2x4 = 187x1 + 3x2 + 7x3 + 2x4 = 123x1 + 2x2 + 2x3 = 10 ��23 ; 316 + t; �76 � t; 2t� ; t 2 R�



12 LINEÁRNA ALGEBRA(d) 2x1 � 3x2 + x3 � x4 = 3�x1 � 2x2 � x3 + 2x4 = �2�x1 � 9x2 � 2x3 + 5x4 = 0 [nemá rie¹enie℄(e) 2x1 � 2x2 � 3x3 + x4 � 4x5 = 113x1 � 3x2 + 2x3 � 2x4 + x5 = �75x1 � 5x2 � 2x3 + 3x4 � 11x5 = 182x1 � 2x2 + x3 � 3x5 = 0 [(1 + a+ b; a; �2; 3 + 2b; b) ; a; b 2 R℄(f) 6x1 � 2x2 + 2x3 + 5x4 + 7x5 = 09x1 � 3x2 + 4x3 + 8x4 + 9x5 = 0�3x1 + x2 � 6x3 � 5x4 + 4x5 = 03x1 � x2 + 4x3 + 4x4 � x5 = 0 ��a�2b�53 ; a; �b+32 ; b; � ; a; b;  2 R�


