
ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIARNDr. Peter Kaprálik, PhD.KM FEI STU, Ilkovièova 3, 812 19 Bratislava20. 3. 20031. Komplexné èíslaZo stredo¹kolského kurzu matematiky je vám známe, ¾e niektoré kvadratiké rovnie nemajúrie¹enie v mno¾ine reálnyh èísel a iné áno. Napríklad rovnia x2 + x � 2 = 0 má dva korenex1 = 1; x2 = �2, kým rovnia x2+1 = 0 nemá ¾iadny koreò ¹tvore ¾iadneho reaálneho èísla sanerovná èíslu�1). Komplexné èísla boli p�vodne vymyslené preto, aby ka¾dá kvadratiká rovnia(s reálnymi keo�ientami) mala rie¹enie. Veµmi rýhlo sa ukázalo, ¾e komplexné èísla sa hodianielen matematikom na zjednodu¹enie ih teórií, ale ¾e sú u¾itoèné aj vo fyzike a tehnikýhvedáh.Zavedenie pojmu komplexného èísla.Komplexným èíslom z nazývame ka¾dú usporiadanú dvojiu z = (a; b) reálnyh èísel a; b. Èísloa sa nazýva reálna èas» komplexného èísla z a oznaèuje sa Re(z). Èíslo b sa nazýva imaginárnaèas» komplexného èísla z a oznaèuje sa Im(z). Komplexné èíslo (0; 1) sa nazýva imaginárnajednotka a oznaèuje sa i.Dve komplexné èísla sú rovnaké, ak majú rovnaké reálne èasti a tie¾ imaginárne èasti, teda(a; b) = (; d) práve vtedy, keï a = ; b = d:Na mno¾ine v¹etkýh komplexnýh èísel, ktorú budeme oznaèova» C, de�nujeme sèitovanie anásobenie takto: Pre ka¾dé (a; b); (; d) 2 C(a; b) + (; d) = (a+ ; b+ d)(a; b) � (; d) = (a� bd; ad+ b)Umonenie komplexného èísla z na prirodzené èíslo k de�nujeme rekurentne takto:z1 = zzk = z � zk�1; k > 1:Poznámka 1.1. Symbol operáie násobenia � budeme obvykle vyneháva», a teda namiesto x �ybudeme písa» xy.Príklad 1.1. Vypoèítajte(1) (1;�p6) + (p3; 2)(2) (1;�p6) � (p3; 2)(3) (x; 0) + (y; 0)(4) (x; 0) � (y; 0)(5) (a; 0) + (0; 1) � (b; 0)(6) i2Rie¹enie(1) (1;�p6) + (p3; 2) = (1 +p3; 2�p6)(2) (1;�p6) � (p3; 2) = (p3 + 2p6; 2�p6p3) = (p3 + 2p6; 2� 3p2)(3) (x; 0) + (y; 0) = (x+ y; 0)(4) (x; 0) � (y; 0) = (xy � 0; x � 0 + 0 � y) = (xy; 0)(5) (a; 0) + (0; 1) � (b; 0) = (a; 0) + (0 � b� 1 � 0; 0 + b) = (a; 0) + (0; b) = (a; b)1



2 ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIA(6) i2 = (0; 1) � (0; 1) = (0� 1; 0 + 0) = (�1; 0)Veta 1.1. Pre v¹etky komplexné èísla x; y; z platíx+ y = y + x, x � y = y � x komutatívnos»(x+ y) + z = x+ (y + z), (x � y) � z = x � (y � z) asoiatívnos»(x+ y) � z = (x � z) + (y � z) distributívnos» �Algebraiký tvar komplexného èísla.V¹imnime si, ako sa sèitujú a násobia komplexné èísla tvaru (a; 0). Z predhádzajúeho prí-kladu vidie», ¾e súètom resp. súèinom dvoh komplexnýh èísel s nulovou imaginárnou èas»ouje opä» èíslo toho istého tvaru, prièom reálna èas» súètu je súètom ih reálnyh èastí a analo-giky to platí pre súèin. Prvá zlo¾ka súètu resp. súèinu týhto èísel je teda ¹tandartným súètomresp. súèinom reálnyh èísel - prvýh zlo¾iek týhto èísel a druhá zlo¾ka je nula. Rozdiel medzireálnym èíslom a a komplexným èíslom (a; 0) je preto len formálny a tieto èísla budeme ïalejpova¾ova» za rovnaké. Teda napr. i2 = (�1; 0) = �1. Mno¾ina R v¹etkýh reálnyh èísel je po-tom podmno¾inou mno¾iny C v¹etkýh komplexnýh èísel. Komplexné èísla, ktoré nie sú reálne(ih imaginárna èas» je nenulová), sa nazývajú imaginárne èísla. Z nih tie, ktoré majú nulovúreálnu èas» sa nazývajú rýdzoimaginárne èísla.Na základe prvého príkladu a dohody o stoto¾není komplexného èísla (a; 0) s reálnym èíslom am�¾eme pre ka¾dé komplexné èíslo z = (a; b) písa»z = (a; b) = (a; 0) + (b; 0) � (0; 1) = a+ biVýraz a+ bi sa nazýva algebraiký tvar komplexného èísla z.Pre sèitovanie a násobenie komplexnýh èísel v algebraikom tvare evidentne platí(a+ bi) + (+ di) = a+ + (b+ d)i(a+ bi)(+ di) = a� bd+ (ad+ b)iNa výpoèet súèinu komplexnýh èísel m�¾eme pou¾i» aj distributívnos» násobenia vzhµadomk sèitovaniu a fakt, ¾e i2 = �1:(a+ bi)( + di) = a(+ di) + bi(+ di) = a+ adi+ bi+ bdi2 = a� bd+ (ad+ b)iPríklad 1.2. Nájdite v¹etky reálne èísla s; t, pre ktoré (2� 3i)s� 2t(�1 + 2i) = 4� 5i.Rie¹enie (2� 3i)s� 2t(�1 + 2i) = 4� 5i2s� 3si+ 2t� 4ti = 4� 5i2s+ 2t+ (�3s� 4t)i = 4� 5i2s+ 2t = 4 ^ �3s� 4t = �5s = 3; t = �1Komplexné èísla m�¾eme interpretova» gra�ky. Pou¾ívame na to rovinu s pravouhlou súradni-ovou sústavou, ktorú nazývame Gaussova rovina. V nej komplexné èíslo z = a+bi zobrazujemeako bod so súradniami (a; b) (pozri obr. 1). Reálne èísla le¾ia na vodorovnej súradniovej osi,ktorú nazývame tie¾ reálna os. Druhú súradniovú os nazývame imaginárna os. Na nej le¾iarýdzoimaginárne èísla a reálne èíslo nula.Komplexné èísla x = a+ bi; y = + di je mo¾né sèitova» aj gra�ky. Ih súètom je komplexnéèíslo z, ktoré v prípade, keï x 6= 0; y 6= 0, získame doplnením trojuholníka 0xy na rovnobe¾ník0xzy (obr. 2).Podielom komplexnýh èísel x; y (v tomto poradí), y 6= 0, nazývame komplexné èíslo z, prektoré platí x = yz, a pí¹eme z = xy alebo z = x : y.
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Obr. 1 Obr.2Gra�ké znázornenie komplexného èísla. Gra�ké sèitovanie komplexnýh èísel.Ak èíslo y je reálne, tak výpoèet podielu xy je veµmi jednoduhý: neh x = a + bi; y = , kdea; b;  2 R;  6= 0, potom xy = a+ bi = 1 (a+ bi) = a + b iAko sa postupuje pri delení imaginárnym èíslom si uká¾eme a¾ po zavedení komplexne zdru¾e-ného èísla.Komplexne zdru¾eným èíslom k èíslu z = a + bi nazývame èíslo z = a � bi. Obrazy týhtodvoh èísel v Gaussovej rovine sú súmerne zdru¾ené podµa reálnej osi. ¥ahko si overíte, ¾e súèinkomplexne zdru¾enýh èísel je èíslo reálne, presnej¹ie(a+ bi)(a� bi) = a2 + b2Príklad 1.3. Nájdite v¹etky komplexné èísla x, pre ktoréx(�2 + i) + x(3� 2i) = �5� 3iRie¹enieKomplexné èíslo x budeme hµada» v algebraikom tvare: x = a+ bi, kde a; b 2 R.(a+ bi)(�2 + i) + (a� bi)(3� 2i) = �5� 3i�2a+ ai� 2bi� b+ 3a� 2ai� 3bi� 2b = �5� 3ia� 3b+ (�a� 5b)i = �5� 3ia� 3b = �5 ^ �a� 5b = �3a = �2; b = 1x = �2 + iVeta 1.2. Pre v¹etky komplexné èísla x; y; z; z 6= 0, a ka¾dé prirodzené èíslo n platí(1) x = x(2) x+ x = 2Re(x); x� x = 2 Im(x)(3) x+ y = x+ y(4) x� y = x� y(5) xy = x y(6) xn = (x)n(7) �xz � = xz �Vrá»me sa k deleniu komplexnýh èísel. Vydeli» èíslo x imaginárnym èíslom y m�¾eme tak,¾e zlomok xy roz¹írime komplexne zdru¾eným èíslom k menovateµu, èím dostaneme v menovatelireálne èíslo, ktorým deli» u¾ vieme. Neh teda x = a+ bi; y = + di; y 6= 0, potom



4 ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIAxy = a+ bi+ di = (a+ bi)(� di)(+ di)( � di) = a+ bd+ (�ad+ b)i2 + d2 == a+ bd2 + d2 + �ad+ b2 + d2 iPríklad 1.4. Vypoèítajte (1� i)2 + (2� i)(2 + 3i)(1� 2i)(3 + i)Rie¹enie(1� i)2 + (2� i)(2 + 3i)(1� 2i)(3 + i) = 1� 2i+ i2 + 4 + 6i� 2i� 3i23 + i� 6i� 2i2 = 7 + 2i5� 5i == 7 + 2i5(1� i) 1 + i1 + i = 7 + 7i+ 2i� 25 � 2 = 5 + 9i10 = 12 + 910 iPríklad 1.5. V mno¾ine reálnýh èísel rie¹te rovniu (a2 � 3i)x � 1 + 2i = ax + (a � 4)ixs parametrom a 2 R.Rie¹enie (a2 � 3i)x� ax� (a� 4)ix = 1� 2i�a2 � a+ (1� a)i� x = 1� 2iÈíslo a2 � a+ (1� a)i je nulové práve vtedy, keï a2 � a = 0 ^ 1� a = 0, t.j. a = 1. Potom v¹akpre a = 1 rovnia nemá rie¹enie, lebo 0 � x = 0 6= 1� 2i pre v¹etky x 2 R.Pre a 6= 1 má rovnia jediné rie¹eniex = 1� 2ia2 � a+ (1� a)ix = (1� 2i)[a2 � a� (1� a)i℄[a2 � a+ (1� a)i℄[a2 � a+ (1� a)i℄x = [a2 + a� 2 + (�2a2 + 3a� 1)i℄a4 � 2a3 + 2a2 � 2a+ 1x = a2 + a� 2a4 � 2a3 + 2a2 � 2a+ 1 + �2a2 + 3a� 1a4 � 2a3 + 2a2 � 2a+ 1 ix = (a� 1)(a+ 2)(a� 1)(a3 � a2 + a� 1) + (a� 1)(�2a+ 1)(a� 1)(a3 � a2 + a� 1) ix = a+ 2(a2 + 1)(a� 1) � 2a� 1(a2 + 1)(a� 1) iAbsolútna hodnota a goniometriký tvar komplexného èísla.Absolútna hodnota komplexného èísla z = a+ bi je nezáporné reálne èíslojzj =pa2 + b2Pri gra�kom zobrazení v Gaussovej rovine (obr. 3) je to vzdialenos» bodu z od bodu 0.Ka¾dé komplexné èíslo, ktorého absolútna hodnota sa rovná 1, nazývame komplexnou jed-notkou. V Gaussovej rovine v¹etky komplexné jednotky vytvárajú kru¾niu so stredom 0 apolomerom 1.Veta 1.3. Pre v¹etky komplexné èísla x; y; z; z 6= 0, a ka¾dé prirodzené èíslo n platí(1) xx = jxj2



ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIA 5
Obr. 3 Absolútna hodnota komplexného èísla.(2) jx+ yj � jxj+ jyj trojuholníková nerovnos»(3) jx+ yj � jjxj � jyjj(4) jxyj = jxjjyj(5) jxnj = jxjn(6) ���xz ��� = jxjjzj �Príklad 1.6. Vypoèítajte absolútnu hodnotu èísla 2 +p6i1� 2i .Rie¹enie �����2 +p6i1� 2i ����� = j2 +p6ijj1� 2ij = p4 + 6p1 + 4 =r105 = p2:Ku ka¾dému komplexnému èíslu z; z 6= 0; existuje orientovaný uhol polpriamok 01 (kladná èas»reánej osi) a 0z (obr. 4). Veµkos» tohto orientovaného uhla sa nazýva argument alebo amplitúdakomplexného èísla z a oznaèuje sa arg(z).

Obr. 4 Argument komplexného èísla.Uvedomme si, ¾e ak ' je argument èísla z, tak aj '+2k� je argument èísla z, pre ka¾dé k 2 Z.Z de�níie goniometrikýh funkií a z podobnosti trojuholníkov pre ka¾dé komplexné èíslo z,ktorého argumentom je ', vyplýva (obr. 4):Re(z) = jzj os'Im(z) = jzj sin' alebo ekvivalentne os' = Re(z)jzjsin' = Im(z)jzjTo nám umo¾òuje vyjadri» èíslo z v tvarez = jzj os'+ ijzj sin' = jzj(os'+ i sin')



6 ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIAktorý sa nazýva goniometriký tvar komplexného èísla z.Pre ka¾dé reálne èíslo � de�nujme:ei� = os�+ i sin�; (e je Eulerove èíslo)Potom komplexné èíslo z s argumentom ' m�¾eme zapísa» v exponeniálnom tvarez = jzjei'Príklad 1.7. Zapí¹te v goniometrikom a exponeniálnom tvare komplexné èíslo(1) z = �1 +p3i,(2) z = 1 + os�+ i sin�.Rie¹enie(1) jzj =q(�1)2 + (p3)2 = 2.Pre argumet ' platí: os' = �12 ; sin' = p32Z toho vyplýva, ¾e ' = 2�3 . Potom goniometriký tvar èísala z jez = 2�os 2�3 + i sin 2�3 �a exponeniálny tvar je z = 2ei 2�3(2) z = 2 os2 �2 + 2i sin �2 os �2 = 2 os �2 �os �2 + i sin �2�Ak os �2 � 0, tak goniometriký tvar èísla z je2 os �2 �os �2 + i sin �2 �a exponeniálny 2 os �2 ei�2Ak os �2 < 0, tak os �2 = � ��os �2 �� az = 2 ���os �2 ��� (�1)�os �2 + i sin �2 � = 2 ���os �2 ��� (os � + i sin�)�os �2 + i sin �2� == 2 ���os �2 ��� �os�� + �2�+ i sin�� + �2 �� = 2 ���os �2 ��� ei(�+�2 )Veta 1.4. Neh x = jxj(os � + i sin �); y = jyj(os#+ i sin#); n 2 N, potomxy = jxjjyj[os(� + #) + i sin(� + #)℄ = jxjjyjei(�+#)xy = jxjjyj [os(� � #) + i sin(� � #)℄ = jxjjyjei(��#); pre y 6= 0xn = jxjn(osn� + i sinn�) = jxjnein� - Moivreova veta (èítaj Moavrova) �Príklad 1.8. Vypoèítajte (1� ip3)4[(�1� i)(�3 + ip3)℄2



ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIA 7Rie¹enie j1� ip3j = 2; j � 1� ij = p2; j � 3 + ip3j = p9 + 3 = 2p3Oznaème � = arg(1� ip3); � = arg(�1� i);  = arg(�3 + ip3), potomos� = 12 ; os � = � 1p2 ; os  = �p32sin� = �p32 ; sin� = � 1p2 ; sin = 12odkiaµ � = ��3 ; � = 5�4 ;  = 5�6Goniometriké tvary jednotlivýh komplexnýh èísel sú1� ip3 = 2 �os ���3 �+ i sin ���3 �� ; �1� i = p2 �os 5�4 + i sin 5�4 � ;�3 + ip3 = 2p3 �os 5�6 + i sin 5�6 �Teraz poèítajme:(1� ip3)4[(�1� i)(�3 + ip3)℄2 == �2 �os ���3 �+ i sin ���3 ���4��p2 �os 5�4 + i sin 5�4 �� �2p3 �os 5�6 + i sin 5�6 ��	2 == 16 �os ��4�3 �+ i sin ��4�3 ���2p6 �os �5�4 + 5�6 �+ i sin 25�12 ��2 = 16 �os ��4�3 �+ i sin ��4�3 ��24 �os 25�6 + i sin 25�6 � == 1624 �os��4�3 � 25�6 �+ i sin��11�2 �� = 23 hos��6� + �2�+ i sin �2 i = 23 iPríklad 1.9. Pre � 2 R vyjadrite os 3� a sin 3� pomoou monín os� a sin�.Rie¹enieÚlohu budeme rie¹i» pomoou komplexnýh èísel. Umonením komplexnej jednotky os� +i sin� pomoou binomikej vety dostaneme(os�+ i sin�)3 = os3 �+ 3i os2 � sin�+ 3i2 os� sin2 �+ i3 sin3 � == os3 �� 3 os� sin2 �+ (3 os2 � sin�� sin3 �)iPodµa Moivreovej vety v¹ak platí(os�+ i sin�)3 = os 3� + i sin 3�Porovnaním reálnyh a imaginárnyh èastí oboh èísel dostanemeos 3� = os3 �� 3 os� sin2 �sin 3� = 3 os2 � sin�� sin3 �Binomiká rovnia.Rovnia xn = akde a 2 C; n je prirodzené èíslo, sa nazýva binomiká rovnia stupòa n.Pre absolútnu hodnotu rie¹enia binomikej rovnie platíjxjn = jajodkiaµ jxj = npjaj



8 ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIAAk a = 0, tak zrejme jediným rie¹ením binomikej rovnie je x = 0.Neh teraz a 6= 0. V takom prípade èíslo a má exponeniálny tvar, povedzme a = jajei�.Hµadajme rie¹enie binomikej rovnie v exponeniálnom tvare. Potomx = npjajei�prièom staèí u¾ len urèi» honotu �. Dosadením do binomikej rovnie dostaneme� npjajei��n = jajei�jajein� = jajei�ein� = ei�n�k = �+ 2k�; k 2 Z�k = �+ 2k�nVidíme, ¾e ka¾dé dva susedné argumenty �k; �k+1 sa od seba lí¹ia o kon¹tantnú hodnotu 2�n a prek = 0; 1; : : : ; n�1 sú v¹etky argumenty �k navzájom r�zne a le¾ia v intervale h�n ; �n +2�). Ka¾dýiný argument �k dostaneme z uvedenýh n argumentov pripoèítaním vhodného eloèíselnéhonásobku èísla 2�. Tieto zistenia nám umo¾òujú vyslovi» tvrdenieVeta 1.5. Binomiká rovnia xn = akde a 6= 0; a = jajei�; n 2 N má práve n navzájom r�znyh koreòovxk = npjajei�+2k�n ; k 2 f0; 1; : : : ; n� 1gktoré v Gaussovej rovine le¾ia na kru¾nii so stredom 0, polomerom npjaj a tvoria vrholypravidelného n-uholníka. �Príklad 1.10. Vyrie¹te rovniua) x3 + i = 0,b) x2 = 3� 4i.Rie¹eniea) x3 = �ix3 = ei(��2 )xk = 3p1ei��2 +2k�3 ; k = 0; 1; 2x0 = ei(��6 ) = os(��6 ) + i sin(��6 ) = p32 � 12 ix1 = ei� �2 +2�3 = ei�2 = os �2 + i sin �2 = ix2 = ei� �2 +4�3 = ei 7�6 = os 7�6 + i sin 7�6 = �p32 � 12 iKoreòmi rovnie sú èísla p32 � 12 i; i; �p32 � 12 i.b) j3� 4ij =p32 + (�4)2 = 5Pre argument � èísla 3� 4i platí os� = 35 ; sin� = �45 . Èíslo � nebudeme vyèísµova», lebo akouvidíme, jeho hodnotu nebudeme potrebova». V¹imnime si e¹te, ¾e z predhádzajúih vz»ahovvyplýva � 2 (3�2 ; 2�) a odtiaµ �2 2 (3�4 ; �).Exponeniálny tvar pravej strany rovnie je 5ei�. Potom pre korene rovnie platíxk = p5ei�+2k�2 ; k = 0; 1tedax0 = p5ei�2x1 = p5ei�+2�2 = p5ei�2 ei� = �p5ei�2 = �x0



ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIA 9Vidíme, ¾e korene binomikej rovnie druhého stupòa sú navzájom opaèné èísla.U¾ sme zistili, ¾e �2 le¾í v druhom kvadrante, pretoos �2 = �r1 + os�2 = �s1 + 352 = � 2p5sin �2 =r1� os�2 =s1� 352 = 1p5Potom x0 = p5(os �2 + i sin �2 ) = p5�� 2p5 + 1p5 i� = �2 + ix1 = �x0 = 2� iKoreòmi rovnie sú èísla �2 + i; 2� i.Kvadratiká a bikvadratiká rovnia.Rovnia ax2 + bx+  = 0kde a; b;  2 C; a 6= 0 sa nazýva kvadratiká rovnia.Upravme µavú stranu kvadratikej rovnie:ax2 + bx+  = a �x2 + bax+ a� = a"�x+ b2a�2 � b24a2 + a# == a"�x+ b2a�2 � b2 � 4a4a2 #Teraz m�¾eme kvadratikú rovniu písa» v tvarea"�x+ b2a�2 � b2 � 4a4a2 # = 0 ��1a�x+ b2a�2 � b2 � 4a4a2 = 0Komplexné èíslo D = b2 � 4a sa nazýva diskriminant kvadratikej rovnie.Neh d je komplexné èíslo, pre ktoré platí d2 = D. Také èislo d v¾dy existuje (dokona preD 6= 0 sú také èísla dve - navzájom opaèné), získame ho vyrie¹ením binomikej rovnie y2 = D.Pokraèujme v úprave kvadratikej rovnie:�x+ b2a�2 � d24a2 = 0�x+ b2a�2 �� d2a�2 = 0�x+ b2a � d2a��x+ b2a + d2a� = 0Súèin koplexnýh èísel sa rovná nule práve vtedy, keï aspoò jedno z nih je nulové, pretox+ b2a � d2a = 0 alebo x+ b2a + d2a = 0odkiaµ x = �b+ d2a alebo x = �b� d2aTým sme dokázali tvrdenie:



10 ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIAVeta 1.6. Kvadratiká rovnia ax2 + bx+  = 0kde a; b;  2 C; a 6= 0 má korene x1;2 = �b� d2akde d je jeden z koreòov binomikej rovnie y2 = b2 � 4a. �Poznámka 1.2. Ak diskriminant kvadratikej rovnie D = b2 � 4a je reálne nezáporné èíslo,tak jedným koreòom binomikej rovnie y2 = D je reálne èíslo pD a korene kvadratikej rovniemajú tvar x1;2 = �b�pD2aAk D je záporné reálne èíslo, tak jedným koreòom binomikej rovnie y2 = D je imaginárneèíslo ipjDj a korene kvadratikej rovnie majú tvarx1;2 = �b� ipjDj2aPríklad 1.11. Vyrie¹te kvadratikú rovniu x2 � 2x� 2 + 4i = 0Rie¹enieVypoèítame najpr diskriminant:D = (�2)2 � 4(�2 + 4i) = 4 + 8� 16i = 12� 16i = 4(3� 4i)Pre argument Æ diskriminantu D platíos Æ = 35 ; sin Æ = �45 ; Æ 2 �3�2 ; 2�� ; Æ2 2 �3�4 ; ��Jedným rie¹ením binomikej rovnie y2 = 4(3� 4i) jed = p4 � 5�os Æ2 + i sin Æ2� = 2p50��s1 + 352 + is1� 352 1A = �4 + 2iPre korene kvadratikej rovnie platíx1;2 = 2� (�4 + 2i)2 = � �1 + i3� iKvadratiká rovnia má dva korene �1 + i a 3� i.Bikvadratikou rovniou nazývame rovniuax4 + bx2 +  = 0; a; b;  2 C;  6= 0Rie¹ime ju pomoou substitúie z = x2; èím dostaneme kvadratikú rovniu az2 + bz +  = 0,ktorú vieme rie¹i».Príklad 1.12. Vyrie¹te bikvadratikú rovniu x4 � 2x2 � 2 + 4i = 0.Rie¹eniePo substitúii z = x2 dostaneme kvadratikú rovniu z2 � 2z � 2 + 4i = 0, ktorej korenesme vypoèítali v predhádzajúom príklade. Teda z1 = �1 + i; z2 = 3� i. Staèí u¾ len vyrie¹i»binomiké rovnie



ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIA 11x2 = �1 + i x2 = 3� ij � 1 + ij = p2; os� = � 1p2 ; � 2 ��2 ; �� j3� ij = p10; os � = 3p10 ; � 2 �3�2 ; 2��os �2 =r1� 1p22 =qp2�12p2 os �2 = �r1+ 3p102 = �qp10+32p10sin �2 =r1+ 1p22 =qp2+12p2 sin �2 =r1� 3p102 =qp10�32p10x2 = p2ei� x2 = p10ei�x0 = 4p2ei�2x0 = 4p2�qp2�12p2 + iqp2+12p2 �x0 =qp2�12 + iqp2+12x1 = �x0 = �qp2�12 � iqp2+12
x0 = 4p10ei�2x0 = 4p10��qp10�32p10 + iqp10+32p10 �x0 = �qp10+32 + iqp10�32x1 = �x0 =qp10+32 � iqp10�32Koreòmi bikvadratikej rovnie sú èíslasp2� 12 + isp2 + 12 ; �sp2� 12 � isp2 + 12 ;�sp10 + 32 + isp10� 32 ; sp10 + 32 � isp10� 32 :Cvièenie 1.1.(1) Nájdite reálne èísla r; s tak, aby platilo(a) (2� 4i)r + (3� 5i)s = 2i [r = �3; s = 2℄(b) (�3� 2i)r + (�1 + 2i)si = �6� 5i [r = 4; s = �3℄(2) Kedy je súèet komplexnýh èísel a+ bi;  + di èíslo a) reálne, b) imaginárne, ) rýdzo-imaginárne? [ a) b = �d, b) b 6= �d ) a = �; b 6= �d ℄(3) Vypoèítajte(a) (2 + 3i)(3 � 4i) � (5� 4i) [13 + 5i℄(b) (�2 + 3i)3 [46 + 9i℄() in; n 2 N 2664 i pre n = 1 + 4k;�1 pre n = 2 + 4k�i pre n = 3 + 4k1 pre n = 4k 3775(d) 2�1 + 3i ��15 � 35 i�(e) (1� i)3(2 + i)(1 + 2i) [�25 + 25 i℄(4) Pre ktoré komplexné èísla z = a+ bi platí(a) z = z [a 2 R; b = 0℄(b) z2 = z [0; 1;�12 + ip32 ;�12 � ip32 ℄(5) Vypoèítajte absolútnu hodnotu komplexnýh èísel(a) 3� 4i [5℄(b) (1 + i)12(1� i)10 [2℄



12 ALGEBRA A ANALYTICKÁ GEOMETRIA(6) Napí¹te v goniometrikom a exponeniálnom tvare(a) 5 [5(os 0 + i sin 0) = 5ei0℄(b) �3 [3(os � + i sin�) = 3ei�℄() 2i h2 �os �2 + i sin �2 � = 2ei�2 i(d) �i h�os 3�2 + i sin 3�2 � = ei 3�2 i(e) �p3� 3i h2p3 �os 4�3 + i sin 4�3 � = 2p3ei 4�3 i(f) p2� ip2 h2 �os 7�4 + i sin 7�4 � = 2ei 7�4 i(g) 1� os�+ i sin� " 2 sin �2 ei( ���2 ); ak � 2 h4k�; 2� + 4k�i2 ��sin �2 �� ei( 3���2 ); ak � 2 (2� + 4k�; 4� + 4k�) #(7) Vypoèítajte(a) 1 + itg�1� itg � [os 2�+ i sin 2�℄(b) (1� ip3)(os'+ i sin')2(1 � i)(os'� i sin') hp22 �os �2'� �12�+ i sin �2'� �12��i() (�1 + ip3)15(1� i)20 + (�1� ip3)15(1 + i)20 [�64℄(8) Vyjadrite os 5x; sin 5x pomoou monín sinx; os x.� os 5x = os5 x� 10 os3 x sin2 x+ 5 os x sin4 xsin 5x = sin5 x� 10 sin3 x os2 x+ 5 sinx os4 x �(9) Rie¹te binomikú rovniu(a) x2 = 2i [�(1 + i)℄(b) x2 = �8i [�(2� 2i)℄() x2 = �8� 6i [�(1� 3i)℄(d) x3 = �i hi;�p32 � 12 i; p32 � 12 i; i(e) x4 = �4 [1� i;�1� i℄(f) (p3 + i)x6 = 1� i " 112p2 �os 19+24k72 � + i sin 19+24k72 ��k = 0; 1; 2; 3; 4; 5 #(10) Rie¹te kvadratikú rovniu(a) x2 � (2 + i)x� 1 + 7i = 0 [3� i;�1 + 2i℄(b) x2 � (3� 2i)x+ 5� 5i = 0 [2 + i; 1� 3i℄() (2 + i)x2 � (5 + i)x+ 2� 2i = 0 �2; 1�3i5 �(11) Rie¹te bikvadratikú rovniu(a) x4 + (4 + 2i)x2 + 8i = 0 [�2i;�(1 � i)℄(b) x4 � (5 + 4i)x2 + 6 + 8i = 0 [�p2;�(2 + i)℄


