
LINEÁRNA ALGEBRARNDr. Peter Kaprálik, PhD.KM FEI STU, Ilkovièova 3, 812 19 Bratislava2. 3. 20021. Analytiká geometria v priestoreGeometriu je mo¾né ¹tudova» dvomi metódami: syntetikou a analytikou. Syntetiká praujepriamo s geometrikými objektami. Túto metódu pou¾ívali aj Gréi v staroveku a dosiahli vyni-kajúih výsledkov. Vrholným dielom boli Euklidove Základy (��!�����) z obdobia okolo roku325 pred n.l., ktoré slú¾ili ako uèebnia geometrie ïal¹íh 2000 rokov.Pri analytikej metóde sú geometriké objekty harakterizované èíselnými údajmi a z nih súvyvodzované geometriké vlastnosti. Za zakladateµa analytikej geometrie je pova¾ovaný R. Des-artes (1596 - 1650), ktorý ju zaèal budova» systematiky ako matematikú disiplínu.V elej tejto kapitole pod èíslom budeme rozumie» reálne èíslo. Ïalej predpokladáme, ¾e zostrednej ¹koly poznáte základné vlastnosti trojrozmerného euklidovského priestoru E3 a základyanalytikej geometrie v rovine.1.1. Súradniové sústavy v priestore.Karteziánska súradniová sústava.Neh sú v trojrozmernom euklidovskom priestore E3 dané 3 navzájom kolmé priamky ox; oy;oz idúe bodom O. Na nih sú zvolené jednotkové body J1 2 ox; J2 2 oy; J3 2 oz tak, ¾ejO; J1j = jO; J2j = jO; J3j = 1. Potom ¹tvoriu (O; ox; oy; oz) nazývame karteziánskou súrad-niovou sústavou (v priestore E3), priamky ox; oy; oz súradniovými osami a bod O zaèiatkomkarteziánskej súradnioej sústavy. Priamky ox; oy urèujú rovinu �xy. Podobne sú de�novanéroviny �yz; �xz. Premietnime bod A 2 E3 kolmo do rovín �xy; �yz; �xz a priemety oznaèmev poradí Axy; Ayz; Axz. Potom bod A kolmo premietneme na priamky ox; oy; oz a priemetyoznaèíme v poradí Ax; Ay; Az (obr. 1)

Obr. 1Pokiaµ A nele¾í v niektorej z rovín �xy; �yz; �xz, tvoria body O; Ay; Axy; Ax; Az; Ayz; A; Axzvrholy pravouhlého hranola.Neh a1 = � jO; Axj; ak Ax le¾í na polpriamke OJ1�jO; Axj; ak Ax nele¾í na polpriamke OJ1a2 = � jO; Ayj; ak Ay le¾í na polpriamke OJ2�jO; Ayj; ak Ay nele¾í na polpriamke OJ21



2 LINEÁRNA ALGEBRAa3 = � jO; Azj; ak Az le¾í na polpriamke OJ3�jO; Azj; ak Az nele¾í na polpriamke OJ3potom poloha bodu A v priestore je jednoznaène urèená trojiou (a1; a2; a3), ktorú nazývamesúradniami bodu A. Týmto sp�sobom je ka¾dému bodu A 2 E3 priradená jediná trojia súrad-ní (a1; a2; a3) a ka¾dej takej trojii jediný bod z E3. To, ¾e bod A má súradnie (a1; a2; a3),zapisujeme A = (a1; a2; a3).Neh sú v E3 dané dva body A = (a1; a2; a3); B = (b1; b2; b3), potom na základe Pytagorovejvety pre vzdialenos» jA; Bj bodov A; B (obr. 2) platíjA; Bj =p(a1 � b1)2 + (a2 � b2)2 + (a3 � b3)2

Obr. 2Pravouhlým premietaním sa stred úseèky premietne do stredu priemetu úseèky a stredomintervalu ha; bi je èíslo a+b2 . Z týhto faktov pre stred S = (s1; s2; s3) úseèky AB (obr. 2)vyplýva si = ai + bi2 ; pre i 2 f1; 2; 3g; symboliky: S = A+B2I keï E3 nie je presným matematikým modelom priestoru, v ktorom ¾ijeme, napriek tomu simnohé reálne situáie znázoròujeme práve v E3. D�vod je ten, ¾e E3 s vyhovujúou presnos»oulokálne nahrádza skutoèný reálny priestor, v ktorom ¾ijeme. Preto¾e v tomto svete sa µudia u¾kedysi dávno dohodli na tom, èo je µavá a pravá ruka, máme mo¾nos» pomenova» existujúedva r�zne typy karteziánskyh súradniovýh sústav v E3, lí¹iae sa od seba vzájomnou po-lohou súradniovýh osí. Zaujmime teda þµudskéÿ stanovisko. Uva¾ujme súradniovú sústavu(O; ox; oy; oz). Predstavme si, ¾e v bode O v smere polpriamky OJ3 stojí pozorovateµ, ktorý sadíva na uhol polpriamok OJ1; OJ2. Ak má pozorovateµ polpriamku OJ1 po pravej resp. po µavejruke, tak súradniovú sústavu nazývame pravotoèivá (obr. 3), resp. µavotoèivá (obr. 4).

Obr. 3Pravotoèivá súradniová sústava Obr. 4¥avotoèivá súradniová sústava



LINEÁRNA ALGEBRA 3Cylindriká súradniová sústava.Zvoµme v E3 rovinu � a priamku o ? �. Neh ïalej O = � \ o, priamka p � �, prièomO 2 p (obr. 5). Na priamkah p; o zvoµme body J; J 0 tak, ¾e jO; J j = jO; J 0j = 1. ©tvoriu(O; polpriamka OJ; �; o) nazývame ylindriká súradniová sústava.

Obr. 5Neh A je µubovoµný bod priestoru E3, A1 je jeho pravouhlý priemet do roviny � a A2 zas jehopravouhlý priemet do priamky o. Neh % = jA1; Oj; ' 2 h0; 2�) je veµkos» uhla polpriamokOJ; OA1, ak A 62 o, resp ' = 0, ak A 2 o. Nehu = � jO; A2j; ak A2 le¾í na polpriamke OJ 0�jO; A2j; ak A2 nele¾í na polpriamke OJ 0Takto ka¾dému bodu A 2 E3 m�¾eme priradi» trojiu reálnyh èísel (%; '; u), ktorú nazývameylindriké súradnie bodu A, prièom % 2 h0; 1); ' 2 h0; 2�); u 2 (�1; 1).

Obr. 6Zvoµme v E3 pravotoèivú karteziánsku súradniovú sústavu (O; ox; oy; oz), kde ox = p; oz =o, body J; J 0 sú jednotkové body na osiah ox; oy (obr. 6). Potom pre karteziánske súradnie(x; y; z) bodu A, ktorého ylindriké súradnie sú (%; '; u), platíx = % os'y = % sin'z = u
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Obr. 7Sfériká súradniová sústava.V E3 zvoµme rovinu �, priamku p � � a body O 2 p; J1 2 p tak, aby jO; J1j = 1. Rovina� rozdeµuje priestor E3 na dva polpriestory, z ktorýh jeden oznaème E+3 a druhý E�3 (obr. 7).Trojiu (O; polpriamka OJ1; �) nazývame sfériká súradniová sústava.Neh A je µubovoµný bod priestoru E3 a A1 je jeho pravouhlý priemet do roviny �. De�nujme:% = jO; Aj;' 2 h0; 2�) je veµkos» kladne orientovaného uhla polpriamok OJ1; OA1 so zaèiatoèným rame-nom OJ1, ak A1 6= O a ' = 0, ak A1 = O; je veµkos» kladne orientovaného uhla polpriamok OA1; OA (zaèiatoèným ramenom je OA1),ak A 2 E+3 ; A 6= O; A1 6= O, prièom  2 h0; �2 i, je veµkos» záporne orientovaného uhla polpriamok OA1; OA (zaèiatoèným ramenom je OA1),ak A 2 E�3 ; A 6= O; A1 6= O;, prièom  2 h��2 ; 0i, = �2 , ak A 2 E+3 ; A 6= O; A1 = O, = 0, ak A = O, = ��2 , ak A 2 E�3 ; A 6= O; A1 = O;Takto ka¾dému boduA 2 E3 m�¾eme priradi» trojiu reálnyh èísel (%; ';  ), ktorú nazývamesfériké súradnie bodu A, prièom % 2 h0; 1); ' 2 h0; 2�);  2 h��2 ; �2 i.Zvoµme v E3 pravotoèivú karteziánsku súradniovú sústavu (O; ox; oy; oz), kde ox = p,oy � �; oy ? ox; oz ? �. Jednotkovými bodmi na súradniovýh osiah ox; oy; oz v uvedenomporadí sú body J1; J2; J3, prièom J3 2 E+3 . Potom pre karteziánske súradnie (x; y; z) a sférikésúradnie bodu A platí: x = % os' os y = % sin' os z = % sin 1.2. Vektorový poèet v trojrozmernom priestore.Vektor a jeho súradnie.V priestore E3 zvoµme úseèku AB. Ak urèíme poradie jej krajnýh bodov, napr., ¾e A je prvýma B je druhým v poradí, tak túto úseèku oznaèujeme ��!AB a nazývame orientovanou úseèkou.Bod A je jej zaèiatoèným a bod B konovým bodom. Gra�ky ju znázoròujeme ako úseèku so¹ipkou pri konovom bode. Medzi orientované úseèky budeme poèíta» aj tzv. nulové orientovanéúseèky, v ktorýh zaèiatoèný a konový bod splývajú.De�níia 1.1. Dve orientované úseèky ��!AB; ��!CD nazývame ekvipolentné a pí¹eme ��!AB � ��!CD,ak stredy úseèiek AD a BC sú toto¾né (Obr. 8).Poznámka 1.1. Ak sú orientované úseèky��!AB; ��!CD ekvipolentné, tak zrejme orientovaná úseèka��!CD vznikne z orientovanej úseèky ��!AB rovnobe¾ným posunutím. Teda v tomto posunutí sa
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Obr. 8zaèiatoèný bod orientovanej úseèky ��!AB zobrazí na zaèiatoèný bod orientovanej úseèky ��!CD akonový bod sa zobrazí na konový bod.De�níia 1.2. Neh ��!AB je µubovoµná orientovaná úseèka v E3. Mno¾ina v¹etkýh orientovanýhúseèiek ekvipolentnýh s ��!AB sa nazýva vektor v E3.Vektory budeme oznaèova» tak ako n-tie, teda a; b; u; w apod. Ak u je vektor urèenýorientovanou úseèkou ��!AB, tak ka¾dú orientovanú úseèku ��!XY 2 u (t.j. ��!XY � ��!AB) nazývamereprezentantom vektora u, tie¾ hovoríme, ¾e ��!XY je umiestnením vektora u do bodu X. Vektorreprezentovaný nulovou orientovanou úseèkou �!AA nazývame nulovým vektorom a oznaèujemeho 0.Neh ��!AB a ��!CD sú reprezentanti vektorov u a v. Potom, vzhµadom na de�níiu vektora, mo¾norovnos» vektorov u a v harakterizova» takto:u = v , ��!AB � ��!CDMajme v E3 zvolenú karteziánsku súradniovú sústavu a neh body A; B; C; D majúv tejto súradniovej sústave súradnie A = (a1; a2; a3), B = (b1; b2; b3), C = (1; 2; 3),D = (d1; d2; d3).Veta 1.1. Orientované úseèky ��!AB a ��!CD sú ekvipolentné práve vtedy, keïbi � ai = di � i pre v¹etky i 2 f1; 2; 3gD�kazOrientované úseèky ��!AB a ��!CD sú ekvipolentné práve vtedy, keï stredy úseèiek AB a CD sútoto¾né, t.j. pre stred S = (s1; s2; s3) týhto úseèiek platísi = ai + bi2 = i + di2 pre v¹etky i 2 f1; 2; 3gOdtiaµ ihneï vyplýva tvrdenie vety. �Táto veta nám hovorí, ¾e pre µubovoµné orientované úseèky, ktoré reprezentujú ten istý vektor,je rozdiel súradní konového a zaèiatoèného bodu stále rovnaký. To nám umo¾òuje de�nova»súradnie vektora.De�níia 1.3. Neh orientovaná úseèka ��!AB, kde A = (a1; a2; a3), B = (b1; b2; b3), je repre-zentantom vektora u. Potom trojiu (u1; u2; u3), kdeu1 = b1 � a1; u2 = b2 � a2; u3 = b3 � a3nazývame súradniami vektora u a pí¹emeu = (u1; u2; u3)Teraz vieme ka¾dému vektoru jednoznaène priradi» trojiu èísel. Platí to aj naopak. Trojii(v1; v2; v3) je priradený vektor reprezentovaný orientovanou úseèkou��!OV , kde O = (0; 0; 0); V =



6 LINEÁRNA ALGEBRA(v1; v2; v3). Na základe tohto m�¾eme poveda», ¾e pre µubovoµné dva vektory u; v, ktoré majúsúradnie (u1; u2; u3); (v1; v2; v3) platíu = v práve vtedy; keï (u1; u2; u3) = (v1; v2; v3)Sp�sob, akým sme zaviedli súradnie vektora, nás priam nabáda de�nova» rozdiel bodov asúèet bodu a vektora:De�níia 1.4. Rozdielom bodov B; A, v uvedenom poradí, nazývame vektor u, ktorý je repre-zentovaný orientovanou úseèkou ��!AB a pí¹emeu = B �ADe�níia 1.5. Súètom bodu A a vektora u nazývame bod B, pre ktorý platí u = B � A apí¹eme B = A+ uDohodnime sa, ¾e ak bod resp. vektor oznaèíme nejakým písmenom (veµkým resp. malým spruhom), tak jeho karteziánske súradnie budeme oznaèova» (pokiaµ sa nedohodneme inak) týmistým (v¾dy malým) písmenom s indexami, napr. M = (m1; m2; m3); e = (e1; e2; e3).Základné operáie s vektormi.Oznaème V(E3) mno¾inu v¹etkýh vektorov v E3. Na tejto mno¾ine budeme de�nova» súèetvektorov a násobok vektora reálnym èíslom.De�níia 1.6. Neh u; v sú vektory urèené orientovanými úseèkami ��!AB; ��!BC v uvedenomporadí. Potom vektor w reprezentovaný orientovanou úseèkou �!AC nazývame súètom vektorovu; v (obr. 9) a pí¹eme w = u+ v
Obr. 9Príklad 1.1. Daný je rovnobe¾nosten ABCDA0B0C 0D0. Vyjadrime vrholy tohto rovnobe¾nos-tena pomoou bodu A a vektorov a = B �A; b = D �A;  = A0 �A.Rie¹enieZ obrázku 10 priamo vidie», ¾eB = A+ a,C �A = (B �A) + (C �B) = a+ b, odkiaµ C = A+ (a+ b),D = A+ b,A0 = A+ ,B0 �A = a+ C 0 �A = (C �A) + (C 0 � C) = (a+ b) + , odkiaµ C 0 = A+ [(a+ b) + ℄
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Obr. 10Poznámka 1.2. Na prvý pohµad by sa mohlo zda», ¾e súèet vektorov závisí od výberu umiest-nenia vektora u do bodu A. Uká¾eme, ¾e tomu tak nie je.w = C �A = (1 � a1; 2 � a2; 3 � a3) == (1 � b1 + b1 � a1; 2 � b2 + b2 � a2; 3 � b3 + b3 � a3) == (v1 + u1; v2 + u2; v3 + u3) = (u1; u2; u3) + (v1; v2; v3)Vidíme, ¾e súradnie vektora w závisia len od súradní vektorov u a v a tie nezávisia od výberureprezentantov. Zároveò sme ukázali, ¾e súradnie súètu dvoh vektorov dotaneme ako súèetsúradní týhto vektorov, tedaVeta 1.2. Pre ka¾dé dva vektory u = (u1; u2; u3); v = (v1; v2; v3) platíu+ v = (u1 + v1; u2 + v2; u3 + v3) = (u1; u2; u3) + (v1; v2; v3)De�níia 1.7. Neh ��!AB je reprezentant vektora u a  je reálne èíslo. Potom súèinom èísla a vektora u nazývame vektor  � u, ktorý de�nujeme takto:Ak u = 0 alebo  = 0, tak  � u = 0.Ak u 6= 0 a  6= 0, zostrojme bod C tak, aby pre veµkos» úseèiek AB a AC platila rovnos»jA; Cj = jjjA; Bjprièom pre  > 0 bod C le¾í na polpriamke AB a pre  < 0 na polpriamke k nej opaènej.Súèinom  � u potom nazývame vektor urèený orientovanou úseèkou �!AC (obr. 11).
Obr. 11Veta 1.3. Pre ka¾dé  2 R a ka¾dý vektor u = (u1; u2; u3) 2 V(E3) platí � u = (u1; u2; u3)D�kazAk  = 0 alebo u = 0, tak  � u = 0 = (0; 0; 0) a taktie¾ (u1; u2; u3) = (0; 0; 0).Neh  6= 0 a u 6= 0. Umiestnime vektor u do zaèiatku O súradniovej sústavy. Potomu = U �O, prièom bod U má rovnaké súradnie ako vektor u, teda (u1; u2; u3). Neh V je bodpriamky OU , pre ktorý jO; V j = jjjO; U j, prièom bod V le¾í na polpriamke OU , ak  > 0,resp. na opaènej polpriamke k OU , ak  < 0. Potom  � u = V � O = (v1; v2; v3). OznaèmeUx; Vx pravouhlé priemety bodov U; V , v uvedenom poradí, do súradniovej osi ox. Body Ux; Vxmajú na osi ox súradnie v poradí u1; v1. Tieto èísla sú súèasne kladné alebo súèasne záporné,



8 LINEÁRNA ALGEBRAak je  kladné, a sú opaèného znamienka, ak je  záporné. Doká¾eme rovnos» v1 = u1.V prípade, ¾e priamka OU je kolmá na os ox, platí Ux = Vx = O èi¾e u1 = v1 = 0 a tedav1 = u1.Ak priamky OU , ox nie sú kolmé a ani toto¾né, tak trojuholníky OUxU , OVxV sú podobné aplatí jj = jO; V jjO; U j = jO; VxjjO; Uxj = jv1jju1j = ���� v1u1 ����Táto rovnos» platí aj v prípade, keï sú priamky OU a ox toto¾né. Vtedy toti¾ U = Ux a V = Vx.Z predo¹lýh úvah vyplýva, ¾e v1u1 je kladné èíslo práve vtedy, keï je  kladné. Potom v¹ak = v1u1odkiaµ v1 = u1Podobne sa doká¾e: v2 = u2; v3 = u3. �Sèitovanie vektorov a násobenie vektora èíslom pomoou súradní je rovnaké ako sèitovanien-tí a násobenie n-tie èíslom, preto zrejme platíVeta 1.4. Pre ka¾dé x; y; z 2 V(E3) a �; � 2 R platí(1) x+ y = y + x(2) (x+ y) + z = x+ (y + z)(3) x+ 0 = x(4) x+ (�1) � x = 0(5) 1 � x = x(6) (��) � x = � � (� � x)(7) � � (x+ y) = � � x+ � � y(8) (�+ �) � x = � � x+ � � x(9) � � x = 0 práve vtedy, keï � = 0 alebo x = 0Poznámka 1.3.(1) Vektor (�1) � x sa nazýva opaèný vektor k vektoru x a oznaèuje sa �x.(2) Namiesto � � x budeme písa» len �x.(3) x+ (�y) budeme skraova» na x� y.(4) Mno¾inu V(E3), spolu s operáiou súètu vektorov a násobenia vektora reálnym èíslomnazývame vektorovým priestorom.Lineárna závislos» a nezávislos» vektorov.Operáie súètu vektorov a násobenia vektora èíslom vo vektorovom priestore V(E3) majúrovnaké vlastnosti ako obdobné operáie v aritmetikom priestore R3. Preto m�¾eme vo vekto-rovom priestore zavies» pojmy lineárna kombináia vektorov, lineárne závislos» resp. nezávislos»vektorov rovnako ako v aritmetikom priestore.Príklad 1.2. Uká¾eme, ¾e vektory ei = Ji � O; i 2 f1; 2; 3g, kde J1; J2; J3 sú jednotkovébody na súradniovýh osiah a O je zaèiatok súradniovej sústavy, sú lineárne nezávislé.Rie¹enieZistime, pre aké èísla �1; �2; �3 je splnená rovnos»�1e1 + �2e2 + �3e3 = 0Ak sem dosadíme súradnie vektorov, dostaneme�1(1; 0; 0) + �2(0; 1; 0) + �3(0; 0; 1) = (0; 0; 0)odkiaµ (�1; �2; �3) = (0; 0; 0)



LINEÁRNA ALGEBRA 9V¹etky koe�ienty �i sú nulové, preto vektory e1; e2; e3 sú lineárne nezávislé.Veta 1.5. Dva vektory sú lineárne závislé práve vtedy, keï ih mo¾no umiestni» na jednupriamku.D�kazDva vektory sú lineárne závislé práve vtedy, keï jeden z nih je násobkom druhého. Podµade�níie súèinu èísla a vektora to je mo¾né len keï oba vektory majú umiestnenie na jednejpriamke. �Veta 1.6. Tri vektory sú lineárne závislé práve vtedy, keï sa dajú umiestni» do jednej roviny.D�kazNeh vektory u; v; w sú lineárne závislé. Potom jeden z nih je lineárnou kombináiou ostat-nýh. Bez ujmy na v¹eobenosti m�¾eme predpoklada», ¾ew = �u+ �vNeh ��!AB je reprezentantom vektora u a ��!AB0 je reprezentantom vektora �u. Body A; B; B0zrejme le¾ia na jednej priamke, oznaème ju p. Neh ïalej ��!B0C je reprezentantom vektora v a��!B0C 0 je reprezentantom vektora �v. Aj v tomto prípade le¾ia body B0; C; C 0 na jednej priamke,povedzme q. Priamky p; q sú buï r�znobe¾né alebo toto¾né. V oboh prípadoh le¾ia v tej istejrovine, oznaème ju %. V rovine % le¾ia aj orientované úseèky ��!AB, ��!B0C 0 a ��!AC 0, èo sú reprezentantivektorov v poradí u; v; w.Predpokladajme teraz, ¾e vektory u; v; w je mo¾né umiestni» do jednej roviny. Tú rovinuoznaème �. Pre tieto vektory platí práve jedna z mo¾ností(1) niektoré dva vektory sú lineárne závislé,(2) ka¾dé dva vektory sú linárne nezávislé.V prvom prípade sú lineárne závislé v¹etky tri vektory. Uva¾ujme, ¾e nastala druhá mo¾nos».V tomto prípade sú v¹etky tri vektory nenulové. Neh ��!AB, �!AC, ��!AD sú reprezentanti vektorov
Obr. 12u; v; w v uvedenom poradí, prièom A; B; C; D 2 �. Priamky AB; AC sú r�znobe¾né, lebovektory u = B �A; v = C �A sú lineárne nezávislé. Veïme bodom D priamku p rovnobe¾nú spriamkou AC a priamku q rovnobe¾nú s priamkou AB (obr. 12). Neh B0 = p\AB, C 0 = q\AC.Potom existujú nenulové èísla �; � tak, ¾e �u = B0 � A; �v = C 0 � A a navy¹e w = D � A =�u+ �v. To v¹ak znamená, ¾e vektory u; v; w sú lineárne závislé. �Veta 1.7. Ka¾dé ¹tyri vektory vektorového priestoru V(E3) sú lineárne závislé.D�kazNeh u1; u2; u3; u4 2 V(E3). Ak sú prvé tri vektory lineárne závislé, tak sú lineárne zá-vislé v¹etky ¹tyri. Predpokladajme, ¾e prvé tri vektory sú lineárne nezávislé. Zvoµme bodyA; B1; B2; B3; B4 tak, ¾e ui = Bi � A pre i 2 f1; 2; 3; 4g. Potom priamky AB1; AB2; AB3sú r�znobe¾né a nele¾ia v jednej rovine. Veïme bodom B4 rovinu �1 rovnobe¾nú s priamkamiAB2; AB3, rovinu �2 rovnobe¾nú s priamkami AB1; AB3 a rovinu �3 rovnobe¾nú s priamkami



10 LINEÁRNA ALGEBRAAB1; AB2. Neh B0j = ABj \ �j pre j 2 f1; 2; 3g. Potom zrejme existujú èísla �j tak, ¾eB0j�A = �juj a navy¹e u4 = �1u1+�2u2+�3u3. Vektor u4 je lineárnou kombináiou ostatnýhvektorov, preto tieto vektory sú lineárne závislé. �Poznámka 1.4. Vo vektorovom priestore V(E3) sa pou¾íva aj nasledujúa terminológia:Vektory u1; : : : ; uk (k � 2) sa nazývajú kolineárne, ak ka¾dé dva z nih sú lineárne závislé.Vektory u1; : : : ; uk (k � 3) sa nazývajú komplanárne, ak ka¾dé tri z nih sú lineárne závislé.Príklad 1.3. Zistime, èi body A = (1; �1; 1); B = (2; 1; 4); C = (3; 3; 7) le¾ia na jednejpriamke.Rie¹enieBody A; B; C le¾ia na jednej priamke práve vtedy, keï sú vektory B �A; C �A kolineárne.Keï¾e B �A = (1; 2; 3); C �A = (2; 4; 6) = 2(1; 2; 3) = 2(B �A)body A; B; C le¾ia na jednej priamke.De�níia 1.8. Usporiadaná trojia lineárne nezávislýh vektorov z V(E3) sa nazýva usporia-daná báza.Veta 1.8. Neh (a; b; ) je usporiadaná báza. Potom ka¾dý vektor z V(E3) sa dá vyjadri» akolineárna kombináia prvkov a; b; . Toto vyjadrenie je a¾ na poradie sèítanov jednoznaèné.D�kazNeh u je µuboµný vektor. Podµa predo¹lej vety sú vektory a; b; ; u lineárne závislé. Existujúteda èísla �; �; ; �, z ktorýh aspoò jedno je nenulové, tak, ¾e�a+ �b+ + �u = 0Ak by � = 0, znamenalo by to, ¾e vektory a; b;  sú lineárne závislé, èo nie je pravda. Preto� 6= 0 a m�¾eme vyjadri» vektor u: u = ��� a� �� b� � Predpokladajme, ¾e sú mo¾né dve vyjadrenia:u = �1a+ �1b+ 1u = �2a+ �2b+ 2Potom 0 = u� u = (�1 � �2)a+ (�1 � �2)b+ (1 � 2)Z lineárnej nezávislosti vektorov a; b;  vyplýva�1 � �2 = 0; �1 � �2 = 0; 1 � 2 = 0odkiaµ �1 = �2; �1 = �2; 1 = 2 �Rozoznávame dva typy usporiadanýh báz. Umiestnime vektory usporiadanej bázy (u1; u2; u3)do spoloèného bodu A. Ak pozorovateµ stojí v bode A v smere vektora u3 tak, ¾e pred sebou vidíumiestnenia prvýh dvoh vektorov usporiadanej bázy a umiestnenie vektora u1 je vµavo (resp.vpravo) od umiestnenia vektora u2, potom usporiadaná báza (u1; u2; u3) sa nazýva µavotoèivá(resp. pravotoèivá). Dve bázy, ktoré sú obe buï pravotoèivé alebo obe µavotoèivé, sa nazývajúsúhlasne orientované. Dve bázy, z ktorýh jedna je µavotoèivá a jedna pravotoèivá, sa nazývajú



LINEÁRNA ALGEBRA 11nesúhlasne orientované.Neh pre vektory a; b;  platí a = a1u1 + a2u2 + a3u3b = b1u1 + b2u2 + b3u3 = 1u1 + 2u2 + 3u3Dá sa dokáza», ¾e (a; b; ) je báza súhlasne (resp. nesúhlasne) orientovaná s bázou (u1; u2; u3)práve vtedy, keï determinant ������ a1; a2; a3b1; b2; b31; 2; 3 ������je kladný (resp. záporný).1.3. Metriké vlastnosti vektorov v E3.V tejto èasti zavedieme do vektorového priestoru pojmy súvisiae s pojmami vzdialenos» èidå¾ka a veµkos» uhla, ktoré sú de�nované v euklidovskom priestore E3. Aj teraz budeme praova»v pevne zvolenej karteziánskej súradniovej sústave (O; ox; oy; oz).Skalárny súèin.De�níia 1.9. Neh ��!AB je reprezentantom vektora u. Veµkos»ou (tie¾ normou) vektora u nazý-vame vzdialenos» bodov A; B. Vektor, ktorého veµkos» je 1, sa nazýva jednotkový vektor. Veµkos»vektora u budeme oznaèova» kuk.Veta 1.9. Pre ka¾dý vektor u a ka¾dé reálne èíslo � platí(1) kuk � 0(2) kuk = 0 práve vtedy, keï u = 0(3) k�uk = j�j kukD�kazVyplýva priamo z de�níie veµkosti vektora a de�níie súèinu èísla a vektora. �Príklad 1.4. Neh u je nenulový vektor, r je kladné reálne èíslo. Nájdime v¹etky vektory v,ktoré vyhovujú podmienkam(1) vektory u; v sú lineárne závislé,(2) kuk = r.Rie¹enieKeï¾e vektory u; v sú lineárne závislé a u 6= 0, existuje také � 2 R, ¾e v = �u. Pre normuvektora v potom platí r = kvk = k�uk = j�j kukodkiaµ j�j = rkukPodmienkam (1) a (2) vyhovujú teda práve dva navzájom opaèné vektory, a tov1 = rkuku a v2 = � rkukuVeta 1.10. Pre veµkos» vektora u = (u1; u2; u3) platíkuk =qu21 + u22 + u23



12 LINEÁRNA ALGEBRAD�kazNeh ��!AB je reprezentantom vektora u. Potom u1 = b1 � a1; u2 = b2 � a2; u3 = b3 � a3,kuk = jA; Bj =p(b1 � a1)2 + (b2 � a2)2 + (b3 � a3)2 =qu21 + u22 + u23 �De�níia 1.10. Neh orientované úseèky ��!AB a �!AC sú reprezentantami vektorov u a v. Uhlomnenulovýh vektorov u; v nazývame veµkos» uhla polpriamok AB; AC. Budeme ho oznaèova»\(u; v).Poznámka 1.5. Z de�níie vyplýva, ¾e \(u; v) 2 h0; �i.De�níia 1.11. Skalárnym súèinom vektorov u; v nazývame èíslou:v = ( kuk kvk os\(u; v); ak u 6= 0; v 6= 00; ak u = 0; alebo v = 0
Obr. 13Poznámka 1.6. Z de�níie skalárneho súèinu priamo vyplývajú vzore na výpoèet uhla nenu-lovýh vektorov u; v os\(u; v) = u:vkuk kvka veµkosti µubovoµného vektora u kuk = pu:uAk pou¾ijeme oznaèenie u 2 = u:u, tak predo¹lý vzore m�¾eme písa» v tvarekuk = pu 2 alebo kuk2 = u 2Veta 1.11. Pre µubovoµné dva vektory u = (u1; u2; u3); v = (v1; v2; v3) platíu:v = u1v1 + u2v2 + u3v3D�kaza) Predpokladajme, ¾e vektory u; v sú lineárne nezávislé. Ih uhol oznaème ' a v priestorezvoµme body A; B; C (obr. 13) tak, ¾e u = B � A; v = C � A. Potom A; B; C sú vrholytrojuholníka a v� u = C �B, jA; Bj = kuk; jA; Cj = kvk; jB; Cj = kv� uk. Podµa kosínusovejvety kv � uk2 = kuk2 + kvk2 � 2kukkvk os'èi¾e (v1 � u1)2 + (v2 � u2)2 + (v3 � u3)2 = u21 + u22 + u23 + v21 + v22 + v23 � 2(u:v)Po jednoduhej úprave dostaneme tvrdenie vety.b) Neh vektory u; v sú lineárne závislé. Potom jeden z nih je násobkom druhého. Neh napr.v = �u. Ak � = 0, tak u = (0; 0; 0) a evidentne u:v = u1v1 + u2v2 + u3v3 = 0. Ak � > 0,tak uhol vektorov u; v je ' = 0 a j�j os 0 = �. Ak � < 0, tak uhol vektorov u; v je ' = � aj�j os � = (��)(�1) = �. V oboh prípadohu:v = kukk�uk os' = j�j os'kuk2 = �(u21 + u22 + u23) = u1(�u1) + u2(�u2) + u3(�u3) == u1v1 + u2v2 + u3v3 �



LINEÁRNA ALGEBRA 13Veta 1.12. Pre ka¾dé vektory u; v; w a ka¾dé reálne èíslo � platí(1) u:v = v:u(2) u:(v +w) = u:v + u:w(3) (�u):v = �(u:v)(4) u 2 � 0, prièomu 2 = 0, u = 0D�kazV¹etky ¹tyri vlastnosti sa µahko doká¾u prehodom k súradniiam, napr. vlastnos» (3) takto:(�u):v = (�u1; �u2; �u3):(v1; v2; v3) = �(u1v1 + u2v2 + u3v3) = �(u:v) �Príklad 1.5. Pre vektory a; b;  2 V(E3) platíkak = kbk = kk = 1; a+ b+  = 0Aké uhly zvierajú tieto vektory?Rie¹eniePostupným skalárnym vynásobením rovnosti a+ b+  = 0 vektormi a; b;  dostanemekak2 + a:b+ a: = 0a:b+ kbk2 + b: = 0a:+ b:+ kk2 = 0po úprave a:b+ a: = �1a:b+ b: = �1a:+ b: = �1èo je sústava lineárnyh rovní s neznámymi a:b; a:; b:. Pomoou ERO upravíme roz¹írenúmatiu tejto sústavy na redukovaný stupòovitý tvar:0� 1; 1; 0 �11; 0; 1 �10; 1; 1 �1 1A � 0� 1; 1; 0 �10; �1; 1 00; 1; 1 �1 1A � 0� 1; 1; 0 �10; �1; 1 00; 0; 2 �1 1A � 0B� 1; 0; 0 �120; 1; 0 �120; 0; 1 �12 1CAZ poslednej matie vyplýva a:b = a: = b: = �12Pre uhol ' vektorov a; b potom platíos' = a:bkak kbk = �12z èoho ' = 23�. Analogiky vypoèítame, ¾e \(a; ) = \(b; ) = 23�.Príklad 1.6. Vypoèítajme veµkos» vnútorného uhla trojuholníka ABC pri vrhole A, ak A =(3; 3; 0); B = (4; 1; 2); C = (1; 1; 8).Rie¹eniePre veµkos» � vnútorného uhla pri vrhole A zrejme platí � = \(B �A; C �A), pretoos� = (B �A):(C �A)kB �Ak kC �Ak = (1; �2; 2):(�2; �2; 8)k(1; �2; 2)k k(�2; �2; 8)k = �2 + 4 + 16p1 + 4 + 4p4 + 4 + 64 = 1p2odkiaµ dostaneme � = �4 .



14 LINEÁRNA ALGEBRADe�níia 1.12. Hovoríme, ¾e vektory u; v sú navzájom resp. na seba kolmé a oznaèujemeu ? v, ak u:v = 0.Poznámka 1.7. Uvedomme si, ¾e dva vektory sú na seba kolmé, ak niektorý z nih je nulový,alebo oba sú nenulové a ih uhol je �2 .Príklad 1.7. Nájdime vektor x vyhovujúi podmienkam(1) kxk = 6,(2) vektory x; a = (1; 0; 2); b = (�2; 1; 0) sú komplanárne,(3) vektor x je kolmý na vektor  = (1; �1; 1).Rie¹enieZ druhej podmienky vyplýva, ¾e vektor x je lineárnou kombináiou vektorov a; b, tedax = �a+ �b = (�� 2�; �; 2�)pre vhodné �; �. Tretia podmienka bude splnená práve vtedy, keï x: = 0, teda�� 2� � � + 2� = 0Odtiaµ dostaneme � = � a potomx = (��; �; 2�) = �(�1; 1; 2)Z prvej vlastnosti vyplýva 6 = j�jp(�1)2 + 12 + 22 = j�jp6odkiaµ j�j = p6. Uvedeným podmienkam vyhovujú dva vektoryx1 = p6(�1; 1; 2); x2 = �p6(�1; 1; 2)Veta 1.13. Ku ka¾dým dvom vektorom u; v; v 6= 0, existuje práve jeden vektor u0 kolineárnys v spåòajúi podmienku u� u0 ? v.D�kazPodµa predpokladu (obr. 14) u0 = �v a (u� u0):v = 0, odkiaµ(u� �v):v = 0u:v � �v 2 = 0Keï¾e kvk2 = v 2 6= 0, má táto rovnia jediné rie¹enie� = u:vkvk2Teda u0 = u:vkvk2 v �
Obr. 14De�níia 1.13. Vektor u0 de�novaný v predhádzajúej vete sa nazýva ortogonálny priemetvektora u do vektora v.



LINEÁRNA ALGEBRA 15Príklad 1.8. Vypoèítajme veµkos» vý¹ky na stranu  v trojuholníku ABC, ak A = (2; 1; 3),B = (�1; 2; 1); C = (3; �1; 0).Rie¹enieOznaème P pätu kolmie vedenej z bodu C na stranu . Potom vektor u0 = P � A jeortogonálnym priemetom vektora u = C �A do vektora v = B �A a tedau0 = u:vkvk2 v = (1; �2; �3):(�3; 1; �2)9 + 1 + 4 (�3; 1; �2) = 114 (�3; 1; �2)Teraz m�¾eme urèi» bod P a veµkos» vý¹ky v:P = A+ u0 = (2; 1; 3) + 114 (�3; 1; �2) = 114 (25; 15; 40)v = jP; Cj = kC � Pk = k 114 (17; �29; 2)k = 114 p289 + 841 + 4 = 114 p1134 = 9p1414De�níia 1.14. Usporiadaná báza sa nazýva ortogonálna, ak ka¾dé jej dva vektory sú naseba kolmé. Ortogonálna báza, ktorej v¹etky vektory sú jednotkové (ih veµkos» je 1) sa nazývaortonormálna.Poznámka 1.8. Ak J1; J2; J3 sú jednotkové body na súradniovýh osiah ox; oy; oz a e1 =J1 � O = (1; 0; 0); e2 = J2 � O = (0; 1; 0); e3 = J3 � O = (0; 0; 1), tak usporiadaná báza(e1; e2; e3) je zrejme ortonormálna.Bodom O a usporiadanou bázou (e1; e2; e3) je súradniová sústava (O; ox; oy; oz) jednoznaèneharakterizovaná, preto ju budeme oznaèova» aj (O; e1; e2; e3).V¹imnime si, ¾e µubovoµný vektor u = (u1; u2; u3) m�¾eme vyjadri» v tvare u = u1e1+u2e2+u3e3.Vektorový súèin.De�níia 1.15. Vektorovým súèinom vektorov u = (u1; u2; u3); v = (v1; v2; v3) nazývamevektor u� v = ����� u2; u3v2; v3 ���� ; � ���� u1; u3v1; v3 ���� ; ���� u1; u2v1; v2 �����Poznámka 1.9. Vektorový súèin vektorov u; v m�¾eme formálne vyjadri» v tvareu� v = ������ e1; e2; e3u1; u2; u3v1; v2; v3 ������Ak toti¾ výraz na pravej strane pova¾ujeme za determinant, prièom vektory e1; e2; e3 doèasnepova¾ujeme za èísla, tak rozvojom tohto determinantu podµa podµa prvého riadku dostaneme���� u2; u3v2; v3 ���� e1 � ���� u1; u3v1; v3 ���� e2 + ���� u1; u2v1; v2 ���� e3 = ����� u2; u3v2; v3 ���� ; � ���� u1; u3v1; v3 ���� ; ���� u1; u2v1; v2 �����Príklad 1.9. Vypoèítajme u� v, ak u = (2; 0; �1); v = (1; 2; 3).Rie¹enieu� v = ������ e1; e2; e32; 0; �11; 2; 3 ������ = ���� 0; �12; 3 ���� e1 � ���� 2; �11; 3 ���� e2 + ���� 2; 01; 2 ���� e3 = (2; �7; 4)Veta 1.14. Neh u; v; w 2 V(E3); � 2 R, potom(1) u� v = �v � u,(2) (�u)� v = u� (�v) = �(u� v),(3) (u+ v)� w = u� w + v � w.



16 LINEÁRNA ALGEBRAD�kazNeh u = (u1; u2; u3); v = (v1; v2; v3); w = (w1; w2; w3).(1) u� v = ����� u2; u3v2; v3 ���� ; � ���� u1; u3v1; v3 ���� ; ���� u1; u2v1; v2 ����� == �� ���� v2; v3u2; u3 ���� ; ���� v1; v3u1; u3 ���� ; � ���� v1; v2u1; u2 ����� = �v � u(2) (�u)� v = ����� �u2; �u3v2; v3 ���� ; � ���� �u1; �u3v1; v3 ���� ; ���� �u1; �u2v1; v2 ����� == ������ u2; u3v2; v3 ���� ; � ���� u1; u3v1; v3 ���� ; ���� u1; u2v1; v2 ����� = �(u� v)u� (�v) = � [(�v)� u℄ = ��(v � u) = �(u� v)(3) (u+ v)� w = ������ e1; e2; e3u1 + v1; u2 + v2; u3 + v3w1; w2; w3 ������ == ������ e1; e2; e3u1; u2; u3w1; w2; w3 ������+ ������ e1; e2; e3v1; v2; v3w1; w2; w3 ������ = u� w + v � w �Poznámka 1.10. Vektorový súèin nie je komutatívny a ani asoiatívny. Z toho d�vodu výrazu� v � w nemá zmysel.Veta 1.15. Vektory u; v sú lineárne závislé (kolineárne) práve vtedy, keï u� v = 0.D�kazNeh u; v sú kolineárne vektory. To nastane práve vtedy, keï jeden z nih je násobkom druhého.Bez ujmy na v¹eobenosti m�¾eme predpoklada», ¾e v = �u, kde � 2 R. Potomu� v = ����� u2; u3�u2; �u3 ���� ; � ���� u1; u3�u1; �u3 ���� ; ���� u1; u2�u1; �u2 ����� = (0; 0; 0) = 0Predpokladajme teraz, ¾e u � v = 0. To platí práve vtedy, keï súradnie vektora u � v súnulové, t.j. u2v3 � u3v2 = 0�u1v3 + u3v1 = 0u1v2 � u2v1 = 0Cheme dokáza», ¾e vektory u; v sú lineárne závislé. M�¾u nasta» dva prípady:1. u = v = 0. Potom sú vektory u; v lineárne závislé.2. Aspoò jeden z vektorov u; v je nenulový. Potom aspoò jedna zo súradní vektorov u; v jer�zna od nuly. Neh napríklad u1 6= 0 (ïal¹í postup by bol analogiký aj v prípade, ¾e je r�znaod nuly iná súradnia). Z poslednýh dvoh vy¹¹ie uvedenýh rovní vyplývav3 = v1u1 u3; v2 = v1u1 u2Z toho a z evidentnej rovnosti v1 = v1u1 u1vyplýva v = v1u1 uèo znamená, ¾e vektory u; v sú lineárne závislé. �



LINEÁRNA ALGEBRA 17Veta 1.16. Neh u; v sú lineárne nezávislé vektory, potom(1) u� v ? u; u� v ? v,(2) ku� vk = kukkvk sin\(u; v),(3) (u; v; u� v) je báza súhlasne orientovaná s bázou (e1; e2; e3).D�kaz(1) Staèí dokáza», ¾e u:(u� v) = v:(u� v) = 0. Poèítajmeu:(u� v) = u1 ���� u2; u3v2; v3 ����� u2 ���� u1; u3v1; v3 ����+ u3 ���� u1; u2v1; v2 ���� = ������ u1; u2; u3u1; u2; u3v1; v2; v3 ������ = 0Podobne sa uká¾e, ¾e v:(u� v) = 0.(2) ku� vk2 = (u2v3 � u3v2)2 + (�u1v3 + u3v1)2 + (u1v2 � u2v1)2 == (u21 + u22 + u23)(v21 + v22 + v23)� (u1v1 + u2v2 + u3v3)2 = kuk2kvk2 � (u:v)2 == kuk2kvk2 � kuk2kvk2 os\(u; v) = kuk2kvk2 sin2\(u; v)Odtiaµ a z faktu sin\(u; v) � 0 vyplývaku� vk = kukkvk sin\(u; v).(3) Ak (w1; w2; w3) sú súradnie vektorového súèinu u� v, staèí dokáza», ¾e determinant� = ������ u1; u2; u3v1; v2; v3w1; w2; w3 ������je kladný.� = w1 ���� u2; u3v2; v3 ����| {z }w1 �w2 ���� u1; u3v1; v3 ����| {z }�w2 +w3 ���� u1; u2v1; v2 ����| {z }w3 = w21 + w22 + w23 > 0 �Poznámka 1.11. Ak A je µubovoµne zvolený bod v E3, u; v sú lineárne nezávislé vektory,B = A + u; C = A + v; D = A + (u + v), tak body A; B; C sú vrholy trojuholníka, ktoréhoplo¹ný obsah je P = 12 jA; BjjA; Cj sin� = 12kukkvk sin\(u; v) = 12ku� vkZ toho vyplýva, ¾e veµkos» vektorového súèinu vektorov u; v sa èíselne rovná plo¹nému obsahurovnobe¾níka ABCD.Príklad 1.10. Vypoèítajme (a+ b)� (a� b), ak kak = 3; b = 5; \(a; b) = �3 .Rie¹enie(a+ b)� (a� b) = a� a� a� b+ b� a� b� b = 0� a� b� a� b� 0 = �2(a� b)Potom(a+ b)� (a� b) = �2(a� b) = 2a� b = 2kakb sin\(a; b) = 2:3:5:p32 = 15p3Príklad 1.11. Vypoèítajme plo¹ný obsah P trojuholníka ABC, ak A = (1; �1; 2); B =(2; 0; �2), C = (3; �2; 0).



18 LINEÁRNA ALGEBRARie¹enieNeh u = B �A; v = C �A. Potomu� v = ������ e1; e2; e31; 1; �42; �1; �2 ������ = (�6e1 � 6e2 � 3e3) = �3(2; 2; 1);P = 12ku� vk = 123p4 + 4 + 1 = 92Zmie¹aný súèin.De�níia 1.16. Zmie¹aným súèinom vektorov u; v; w 2 V(E3) nazývame reálne èíslo, ktoréoznaèujeme [u; v; w℄ a de�nujeme takto:[u; v; w℄ = u:(v � w)Poznámka 1.12. Názov zmie¹aný súèin naznaèuje, ¾e sú v òom þzmie¹anéÿ dva r�zne súèiny,a to skalárny a vektorový. Zmie¹aný súèin teda nepriná¹a niè nového, je v¹ak u¾itoènou symbo-likou skratkou a pou¾íva sa preto v rade vzorov.Veta 1.17. Pre ka¾dé tri vektory u; v; w platí rovnos»[u; v; w℄ = ������ u1; u2; u3v1; v2; v3w1; w2; w3 ������D�kaz[u; v; w℄ = u:(v � w) = u1 ���� v2; v3w2; w3 ����� u2 ���� v1; v3w1; w3 ����+ u3 ���� v1; v2w1; w2 ���� = ������ u1; u2; u3v1; v2; v3w1; w2; w3 �������Veta 1.18. Vektory u; v; w sú lineárne závislé (komplanárne) práve vtedy, keï [u; v; w℄ = 0.D�kazZmie¹aný súèin vektorov u; v; w sa rovná determinantu matie zostavenej zo súradní týhtovektorov. Ten sa rovná nule práve vtedy, keï keï sú vektory u; v; w lineárne závislé. �Veta 1.19. Neh V je objem rovnobe¾nostena ABCDEFGH. Potom (obr. 15)V = [B �A; D �A; E �A℄

Obr. 15D�kaz



LINEÁRNA ALGEBRA 19Oznaème a = B � A; b = D � A;  = E � A. Plo¹ný obsah steny ABCD je P = a� b.Vý¹ka v rovnobe¾nostena je normou vektora v, ktorý je ortogonálnym priemetom vektora  dovektora a� b. PretoV = Pv = a� b :(a� b)a� b2 (a� b) = a� b ��:(a� b)��a� b2 a� b = ���; a; b ��� = ���a; b; ����Príklad 1.12. Vypoèítajme objem ¹tvorstena ABCD, ak A = (1; �1; 2); B = (2; 0; �2),C = (3; �2; 0); D = (1; 1; 1).Rie¹enieNeh a = B �A; b = C �A;  = D �A ©tvorsten (trojboký ihlan) ABCD má plo¹ný obsahpodstavy (trojuholník ABC) P = 12 a� b. Jeho vý¹ka v je ortogonálnym priemetom vektora do vektora a� b. PretoV = 13Pv = 16 a� b :(a� b)a� b2 (a� b) = 16 ���a; b; ����a; b; � = ������ 1; 1; �42; �1; �20; 2; �1 ������ = ������ 1; 1; �40; �3; 60; 2; �1 ������ = 3 ������ 1; 1; �40; �1; 20; 0; 3 ������ = �9V = 16 ���a; b; ��� = 16 j � 9j = 32Cvièenie 1.(1) Neh T je »a¾isko 4 ABC, tA = T � A; tB = T � B; t C = T � C, Uká¾te, ¾e platítA + tB + tC = 0.[Neh SA; SB; SC sú stredy strán BC; AC; AB; a = C � B, b = A � C,  = B � A. Zvlastnosti »a¾iska vyplýva tA = 23 �+ 12a�, tB = 23 �a+ 12b�, t C = 23 �b+ 12�. PotomtA + tB + tC = 23 �+ 12a+ a+ 12b+ b+ 12� = 23 32(a+ b+ ) = 0℄(2) Daný je ¹tvorsten ABCD. Urète(a) (B �A) + (D �B) + (C �D), [C �A℄(b) (D �A) + (B � C) + (C �D), [B �A℄() (B �A) + (D � C) + (C �B) + (A�D): [0℄(3) Daný je ¹tvorsten ABCD. Neh K; L; M; P; Q; R sú stredy strán AB, BC, AC, AD,BD, CD v uvedenom poradí, u = B � A; v = C � A;w = D � A. Vyjadrite vektorya = R�K, b = Q�M ,  = L�P , pomoou vektorov u; v; w. 24 a = 12(�u+ v + w)b = 12(u� v + w) = 12(u+ v � w) 35(4) Vypoèítajte (a� b)2, (2a� 3b)(3a + b), ak kak = 3, kbk = 4, \(a; b) = �4 .[25� 12p2; 6� 42p2℄(5) Vypoèítajte ka+ bk; ka� bk, ak kak = 5, kbk = 4, \(a; b) = 23�. [p21; p61℄(6) Pre vektory a = (2; �3; 4); b = (�1; 5; 6) vypoèítajte a:b; pa 2 os\(a; b). h7; 7p62i(7) Aký uhol zvierajú vektory a; b, ak vektor a + 3b je kolmý na vektor 7a � 5b a vektora� 4b je kolmý na vektor 7a� 2b? ��3 �(8) Vektor x je kolmý na vektory a = (2; 3; �1), b = (1; �1; 3). Nájdite jeho súradnie, ak(a) s vektorom e1 = (1; 0; 0) zviera tupý uhol a kxk = p138, [(�8; 7; 5)℄(b) x: = 50, kde  = (2; �3; 4). �5017 (8; �7; �5)�(9) Neh A; B; C; D sú µubovoµné body le¾iae v jednej rovine. Vypoèítajte(C �B):(D �A) + (A� C):(D �B) + (B �A):(D � C) [0℄(10) Vypoèítajte pravouhlý priemet vektora u = B � A do vektora v = D � C, ak A =(1; �2; 4),B = (�3; �1; 7), C = (4; 2; �3), D = (1; �2; 5). [3289(�3; �4; 8)℄



20 LINEÁRNA ALGEBRA(11) Vypoèítajte ka� bk, ak kak = 5, kbk = 8, a:b = 24. [32℄(12) Vypoèítajte k(3u+ v)� (u� 3v)k, ak kuk = 3, kvk = 5, \(u; v) = �6 . [75℄(13) Vypoèítajte plo¹ný obsah 4ABC, ak A = (3; 2; �1), B = (4; 4; �1), C = (3; 2; 2)�32p5�(14) Vypoèítajte �a; b; � a v prípade, ¾e �a; b; � je báza, urète, èi je µavotoèivá alebo pra-votoèivá (súradnie vektorov a; b;  sú v pravotoèivej báze).(a) a = (13; 12; 11); b = (24; 23; 22);  = (35; 34; 33), [0℄(b) a = (1; 3; 5); b = (8; 9; 7);  = (2; 4; 6), [�6, µavotoèivá℄(15) Vypoèítajte objem ¹tvorstena ABCD, ak A = (1; 0; 0), B = (1; 1; 0), C = (2; 1; 0),D = (1; 2; 3). �12�(16) Vypoèítajte objem a vý¹ku ¹torbokého ihlana ABCDV, ak A = (2; �1; 2), B = (0; 0; 5),C = (�1; 0; 5), D = (4; �3; �4), V = (1; 2; 1). [vý¹ka: p10, objem: 253 ℄1.4. Lineárne útvary v E3.Predpokladáme, ¾e vE3 je zvolená karteziánska súradniová sústava (O; e1; e2; e3) a súradniev¹etkýh bodov a vektorov sa vz»ahujú k tejto súradniovej sústave.Priamka.De�níia 1.17. Smerovým vektorom priamky p nazývame ka¾dý nenulový vektor, ktorý jemo¾né umiestni» na priamku p.Veta 1.20. Neh p je priamka urèená dvomi r�znymi bodmi A; B; u = B �A. PotomX 2 p práve vtedy; keï existuje t 2 R; ¾e X = A+ tuD�kazBod X le¾í na priamke p práve vtedy, keï sú vektory u; X � A kolineárne. To nastane,vzhµadom k tomu, ¾e vektor u je nenulový, práve vtedy, keï vektor X �A je násobkom vektorau, t.j. existuje t 2 R, ¾e X �A = tu, èi¾e X = A+ tu. �Rovnia X = A+ tu; t 2 Rsa nazýva vektorová rovnia priamky p.Ak ju rozpí¹eme do súradní, prièom X = (x; y; z), dostaneme parametriké rovnie priamky p:x = a1 + tu1y = a2 + tu2z = a3 + tu3; t 2 RV prípade, ¾e u1u2u3 6= 0, m�¾eme z parametrikýh rovní eliminova» parameter t a dostanemekanoniké rovnie priamky p: x� a1u1 = y � a2u2 = z � a3u3Poznámka 1.13. To, ¾e priamka p je urèená bodmi A; B resp. bodom A a smerovým vektoromu, budeme zapisova» takto: p � AB resp. p � Au.Príklad 1.13. Napí¹me parametriké a kanoniké rovnie priamky p � AB, ak A = (1; 2; �3),B = (�1; 1; 2) a zistime, èi na priamke p le¾ia body C = (3; 3; �8); D = (�1; 1; 1).Rie¹enieVektor u = B �A = (�2; �1; 5) je smerovým vektorom priamky p. Potomx = 1� 2ty = 2� tz = �3 + 5t; t 2 R



LINEÁRNA ALGEBRA 21sú parametriké rovnie a x� 1�2 = y � 2�1 = z + 35kanoniké rovnie priamky p.Dosadením súradní bodu C do parametrikýh rovní priamky p dostaneme:3 = 1� 2t ) t = �13 = 2� t ) t = �1�8 = �3 + 5t ) t = �1Zistili sme, ¾e existuje t, pre ktoré C = A+ tu, teda C 2 p.Ak do parametrikýh rovní dosadíme bod D, dostaneme:�1 = 1� 2t ) t = 11 = 2� t ) t = 11 = �3 + 5t ) t = 45Neexistuje t, pre ktoré by platilo D = A+ tu, preto D 62 p.Rovina.De�níia 1.18. Ka¾dý nenulový vektor, ktorý má umiestnenie v rovine %, sa nazýva smerovývektor roviny %. Nenulový vektor, ktorý je kolmý na v¹etky smerové vektory roviny % sa nazývanormálový vektor roviny %.Veta 1.21. Neh A; B; C sú body roviny % nele¾iae na jednej priamke, u = B�A; v = C�A,n je normálový vektor roviny �. Potom % je mno¾ina bodov X, pre ktoré platíX = A+ su+ tv; s; t 2 Rresp. [X �A; u; v℄ = 0resp. (X �A):n = 0D�kazBod X le¾í v rovine % práve vtedy, keï vektory u; v; X � A sú komplanárne, t.j. platí[X �A; u; v℄ = 0.Vektory u; v sú lineárne nezávislé. V takom prípade vektory u; v; X � A sú komplanárnepráve vtedy, keï vektor X � A je lineárnou kombináiou vektorov u; v, èi¾e X � A = su+ tv,odkiaµ X = A+ su+ tv.Normálový vektor n je kolmý na v¹etky vektory, ktoré sa dajú umiestni» do roviny %. Tedabod X le¾í v rovine % práve vtedy, keï n ? X �A, t.j. (X �A):n = 0. �Rovnia X = A+ su+ tv; s; t 2 Rsa nazýva vektorová rovnia roviny %. Ak ju rozpí¹eme po súradniiah, dostaneme parametrikérovnie: x = a1 + su1 + tv1y = a2 + su2 + tv2z = a3 + su3 + tv3; s; t 2 RÚpravou rovnie (X �A):n = 0, prièom n = (a; b; ), dostaneme(x� a1; y � a2; z � a3):(a; b; ) = 0ax+ by + z + (�aa1 � ba2 � a3| {z }d ) = 0ax+ by + z + d = 0



22 LINEÁRNA ALGEBRAPosledná rovnia sa nazýva v¹eobená rovnia roviny %.Poznámka 1.14. To, ¾e rovina % je daná a) bodmi A; B; C, b) bodom A a lineárne nezávislýmismerovými vektormi u; v, ) bodomA a normálovým vektorom n, budeme zapisova» a) % � ABC,b) % � Auv, ) % � nA.Príklad 1.14. Napí¹me parametriké rovnie a v¹eobenú rovniu roviny %, v ktorej le¾í bodA = (2; �1; 1) a priamka p : (x; y; z) = (�3; 1; 2) + t(1; 1; �2).Rie¹enieVektor u = (1; 1; �2) je smerovým vektorom priamky p a teda aj roviny %. BodB = (�3; 1; 2)priamky p le¾í aj v rovine % a preto druhým smerovým vektorom roviny % je v = B � A =(�5; 2; 1). Teraz u¾ m�¾eme napísa» parametriké rovnie roviny %:x = 2 + s� 5ty = �1 + s+ 2tz = 1� 2s+ t; s; t 2 RV¹eobenú rovniu získame zo vz»ahu [X �A; u; v℄ = 0.������ x� 2; y + 1; z � 11; 1; �2�5; 2; 1 ������ = 05(x� 2) + 9(y + 1) + 7(z � 1) = 05x+ 9y + 7z � 8 = 0Podµa predhádzajúej vety, ka¾dá rovina má v¹eobenú rovniu. Otázka je, èi ka¾dá rovniaax+ by + z + d = 0 je v¹eobenou rovniou niektorej roviny. Odpoveï na to dáva táto veta.Veta 1.22. Mno¾ina v¹etkýh bodov X 2 E3, ktorýh súradnie vyhovujú rovnii ax + by +z + d = 0, prièom a2 + b2 + 2 6= 0, je rovina % � nA, kde n = (a; b; ); A = O � dknk2 n.D�kazRovina % � nA je urèená rovniou (X�A):n = 0. Staèí dokáza», ¾e (X�A):n = ax+by+z+d,kde X = (x; y; z). Poèítajme:(X �A):n = �(X �O) + dknk2 n�:n = (X �O):n+ d = (x; y; z):(a; b; ) + d == ax+ by + z + d �Vzájomná poloha priamok a rovín.Veta 1.23. Priamky p � Au; q � Bv súa) mimobe¾né práve vtedy, keï [B �A; u; v℄ 6= 0,b) r�znobe¾né práve vtedy, keï [B �A; u; v℄ = 0; u� v 6= 0,) rovnobe¾né a r�zne práve vtedy, keï u� v = 0; (B �A)� u 6= 0,d) rovnobe¾né a toto¾né práve vtedy, keï u� v = 0; (B �A)� u = 0.D�kazHµadajme spoloèné body priamok p; q, ktorýh parametriké rovnie súp : 8<: x = a1 + tu1y = a2 + tu2z = a3 + tu3 q : 8<: x = b1 + sv1y = b2 + sv2z = b3 + sv3Spoloèné body odpovedajú tým hodnotám parametrov t; s, pre ktoré platía1 + tu1 = b1 + sv1a2 + tu2 = b2 + sv2a2 + tu2 = b2 + sv2



LINEÁRNA ALGEBRA 23Po jednoduhej úprave dostaneme pre neznáme hodnoty t; s sústavu lineárnyh rovní:tu1 � sv1 = b1 � a1tu2 � sv2 = b2 � a2tu3 � sv3 = b3 � a3Oznaème h hodnos» matie tejto sústavy a h0 hodnos» roz¹írenej matie tejto sústavy. Pre tietohodnosti nastane práve jedna z mo¾ností:a) h = 2; h0 = 3. To nastáva práve vtedy, keï ståpe roz¹írenej matie sústavy, teda vektoryu; v; B � A, sú lineárne nezávislé, t.j. [B � A; u; v℄ 6= 0. V tomto prípade sústavanemá rie¹enie, t.j. p \ q = ;. Keï¾e vektory u; v nie sú kolineárne, priamky nem�¾u by»rovnobe¾né, sú teda mimobe¾né.b) h = h0 = 2. To platí práve vtedy, keï vektory u; v sú lineárne nezávislé a vektoryu; v; B � A sú lineárne závislé, t.j. u � v 6= 0; [B � A; u; v℄ = 0. V tomto prípade másústava práve jedno rie¹enie. Priamky p; q majú spoloèný jediný bod, sú teda r�znobe¾né.) h = 1; h0 = 2. To platí práve vtedy, keï vektory u; v sú lineárne závislé a vektory u; B�Asú linárne nezávislé, t.j. u � v = 0; (B � A) � u 6= 0. V tomto prípade sústava nemárie¹enie, teda p \ q = ;, a keï¾e smerové vektory priamok p; q sú kolineárne, tak tietopriamky sú rovnobe¾né a r�zne.d) h = h0 = 1. To nastane práve vtedy, keï vektory u; v a tie¾ u; B�A sú lineárne závislé,t.j. u� v = 0; (B � A) � u = 0. V tomto prípade sústava má rie¹enie. Jednu neznámu,buï t alebo s, m�¾eme voli» µubovoµne, a teda priamky p; q majú v¹etky svoje bodyspoloèné, èi¾e p = q. �Príklad 1.15. Zistime vzájomnú polohu priamok p � Au; q � Bv, keïa) A = (0; 0; 1); u = (2; 1; 0); B = (0; 0; 3); v = (1; 1; 1)b) A = (7; 5; 3); u = (3; 2; 1); B = (0; �1; �2); v = (1; 2; 3)Rie¹eniea) Keï¾e [B �A; u; v℄ = ������ 0; 0; 22; 1; 01; 1; 0 ������ = 2 6= 0, sú priamky p; q mimobe¾né.b) Vektory u; v sú lineárne nezávislé. Priamky p; q sú buï r�znobe¾né alebo mimobe¾né.Ktorá z týhto mo¾ností nastane, závisí od toho, èi majú spoloèné body alebo nie. Z pa-rametrikýh rovníp : 8<: x = 7 + 3ty = 5 + 2tz = 3 + t q : 8<: x = sy = �1 + 2sz = �2 + 3sdostávame, ¾e hodnoty parametrov, ktorým odpovedajú spoloèné body priamok, sú rie-¹ením sústavy 3t� 2s = �72t� 2s = �6t� 3s = �5Táto sústava má práve jedno rie¹enie t = �2; s = 1. Priamky p; q sú teda r�znobe¾né.Dosadením hodnoty t = �2 do parametrikýh rovní priamky p, resp. hodnoty s = 1 doparametrikýh rovní priamky q dostaneme spoloèný bod oboh piamok: Q = (1; 1; 1).Veta 1.24. Priamka p � Au a rovina % � nB súa) r�znobe¾né práve vtedy, keï u:n 6= 0,b) rovnobe¾né a p \ % = ; práve vtedy, keï u:n = 0; (A�B):n 6= 0,) rovnobe¾né a p � % práve vtedy, keï u:n = 0; (A�B):n = 0



24 LINEÁRNA ALGEBRAD�kazPriamka p a rovina % sú urèené rovniamip : X = A+ tu; t 2 R % : (X �B):n = 0Hµadajme ih spoloèné body, t.j. rie¹me sústavu rovníX = A+ tu(X �B):n = 0Dosaïme vyjadrenie bodu X z prvej rovnie do druhej a po úprave dostaneme�t(u:n) = (A�B):nTáto rovnia v prípadea) u:n 6= 0, má jediné rie¹enie. Teda priamka p a rovina % majú spoloèný práve jeden boda to Q = A� (A�B):nu:n u.b) u:n = 0 a (A�B):n 6= 0, nemá rie¹enie. To znamená, ¾e p\% = ;. Z kolmosti vektorov u an vyplýva, ¾e u je smerovým vektorom roviny % a teda priamka p rovina % sú rovnobe¾né.) u:n = 0 a (A�B):n = 0, je splnená pre ka¾dé t 2 R a preto p � %. �Príklad 1.16. Zistime vzájomnú polohu priamky p � Au a roviny % � Bvw, keï A = (1; 3; 2);u = (1; �1; �3); B = (�1; 1; 2); v = (1; �2; 0); w = (0; 2; �3).Rie¹enieÚlohu m�¾eme rie¹i» pomoou vektorovýh rovní priamky p a roviny %p : X = A+ tu % : Y = B + rv + swHµadajme spoloèné body priamky p a roviny %, t.j. také hodnoty parametrov t; r; s, ktoré podosadení do rovní priamky p a roviny % urèia ten istý bod X = Y . Porovnaním pravýh stránrovní priamky a roviny dostaneme pre t; r; s vektorovú rovniutu� rv � sw = B �Aktorá rozpísaná do súradní je sústavou troh lineárnyh rovní o troh neznámyh t; r; st � r = �2�t + 2r � 2s = �2�3t + 3s = 0Táto sústava má jediné rie¹enie (t; r; s) = (6; 8; 6), èomu odpovedá jediný spoloèný bod priamkyp a roviny %, a to bod Q = (7; �3; �16). Priamka p je s rovinou % r�znobe¾ná.Veta 1.25. Roviny  � A; Æ � dB súa) r�znobe¾né práve vtedy, keï � d 6= 0,b) rovnobe¾né a  \ Æ = ; práve vtedy, keï � d = 0; (B �A): 6= 0,) rovnobe¾né a  = Æ práve vtedy, keï � d = 0; (B �A): = 0.D�kazV¹eobené rovnie rovín ; Æ sú : 1x+ 2y + 3z + 0 = 0Æ : d1x+ d2y + d3z + d0 = 0kde  = (1; 2; 3); d = (d1; d2; d3). Hµadajme spoloèné body rovín ; Æ, t.j. rie¹me sústavutvorenú v¹eobenými rovniami rovín ; Æ. Ak h resp. h0 je hodnos» matie resp. roz¹írenejmatie tejto sústavy, tak m�¾u nasta» práve tri prípady:



LINEÁRNA ALGEBRA 25a) h = h0 = 2. To platí práve vtedy, keï sú riadky matie sústavy a teda vektory ; dlineárne nezávislé, t.j. �d 6= 0. Sústava rovní má nekoneène veµa rie¹ení, prièom jednuz neznámyh x; y; z je mo¾né zvoli» µubovoµne. Povedzme, ¾e je to x. V tom prípadex = t; t 2 R a z rovní sústavy je mo¾né vyjadri» y; z v tvare y = q2+ tu2; z = q3+ tu3.Pre spoloèné body rovín teda platí(x; y; z) = (0; q2; q3) + t(1; u2; u3); t 2 Rèo je vektorová rovnia priamky. Prienikom rovín je priamka, èi¾e roviny sú r�znobe¾né.b) h = 1; h0 = 2. Sústava rovní nemá rie¹enie a teda  \ Æ = ;. Bod B nele¾i v rovine ,preto (B � A): 6= 0. Keï¾e h = 1, sú vektory ; d lineárne závislé a preto  � d = 0.Normálový vektor roviny  je zároveò normálovým vektorom roviny Æ a naopak. Rovinysú teda rovnobe¾né.) h = h0 = 1. Z toho istého d�vodu ako v prípade b) aj teraz platí �d = 0, roviny ; Æ súrovnobe¾né. V tomto prípade má v¹ak sústava rovní rie¹enie, ktoré je zhodné s rie¹enímka¾dej z rovní tejto sústavy. Preto platí  = Æ. �Poznámka 1.15. V prípade, keï sú roviny ; Æ r�znobe¾né, je dvojiou ih v¹eobenýh rovníurèená priamka p =  \ Æ, èo zapisujeme p : � 1x+ 2y + 3z + 0 = 0d1x+ d2y + d3z + d0 = 0 .Príklad 1.17. Zistime vzájomnú polohu rovín(1) � : x� y = 0� : y � z = 0(2) � : �2x� 5y + z + 6 = 0� : X = (0; 2; �2) + s(�1; 1; 3) + t(�3; 1; �1)(3) � : X = (1; 1; 1) + q(2; 0; 4) + r(�6; 3; 3)� : X = (5; 1; 9) + s(1; �1; �3) + t(3; �1; 1)Rie¹enieHµadajme spoloèné body rovín �; �, t.j. rie¹me príslu¹né sústavy rovní.(1) � 1; �1; 0 00; 1; �1 0 � � � 1; 0; �1 00; 1; �1 0 �Vidíme, ¾e sústava rovní má rie¹enie, neznámu z volíme µubovoµne a zvy¹né neznámevyjadríme pomoou nej a dostanemex = ty = tz = t; t 2 Rèo sú parametriké rovnie priamky. Roviny �; � sú preto r�znobe¾né.(2) �2(1 + 2q � 6r)� 5(1 + 3r) + (1 + 4q + 3r) = 00q + 0r � 6 = 0Rovnia nemá rie¹enie, preto prienikom rovín je prázdna mno¾ina. Roviny �; � sú rov-nobe¾né.(3) 1 + 2q � 6r = 5 + s+ 3t1 + 3r = 1� s� t1 + 4q + 3r = 9� 3s+ tpo úprave 2q � 6r � s� 3t = 43r + s+ t = 04q + 3r + 3s� t = 8



26 LINEÁRNA ALGEBRA0� 2; �6; �1; �3 40; 3; 1; 1 04; 3; 3; �1 8 1A � 0� 2; �6; �1; �1 40; 3; 1; 1 00; 15; 5; 5 0 1A � 0� 2; �6; �1; �1 40; 3; 1; 1 00; 0; 0; 0 0 1ASústava má nekoneène veµa rie¹ení, dve neznáme s; t m�¾eme voli» µubovoµne. To zna-mená, ¾e mno¾ina v¹etkýh spoloènýh bodov obidvoh rovín je urèená tou istou vekto-rovou rovniou ako rovina �. Roviny �; � sú teda toto¾né.Príklad 1.18. Urème v¹eobenú rovniu roviny �, v ktorej le¾í bod A = (1; 1; �1) a priamkap : � 2x� y + z � 3 = 0x+ y � 2z + 1 = 0 .Rie¹enieKeï¾e priamka p le¾í v rovine �, musí by» ka¾dé rie¹enie sústavy dvoh rovní urèujúihpriamku p aj rie¹ením v¹eobenej rovnie roviny �. To je mo¾né práve vtedy, keï rovnia roviny� je lineárnou kombináiou rovní urèujúih priamku p, èi¾e� : t(2x� y + z � 3) + s(x+ y � 2z + 1) = 0Z podmienkyA 2 � urèíme t a s. Dosadením súradní boduA do rovnie dostaneme �3t+5s = 0.Zvoµme jedno nenulové rie¹nie tejto rovnie, napríklad t = 5; s = 3. Potom� : 13x� 2y � z � 12 = 0Voµbou inýh nenulovýh hodn�t t; s vyhovujúih vz»ahu �3t+5s = 0, by sme dostali násobokpred hvíµou nájdenej rovnie roviny �.Uhol priamok a rovín.Veta 1.26. Neh ' 2 h0; �2 i je uhol priamok p � Pu; q � Qv, potomos' = ju:vjkuk kvkD�kazUhol smerovýh vektorov u; v priamok p; q je ' alebo � � ' a keï¾e os(� � ') = � os',tak os' = j os\(u; v)j = ju:vjkuk kvk �Príklad 1.19. Vypoèítajme uhol telesovýh uhloprieèok AG; BH koky ABCDEFGH.Rie¹enieZvoµme súradniovú sústavu tak, aby bod A bol jej zaèiatkom, priamky AB; AD; AE sú-radniovými osami v poradí ox; oy; oz s jednotkovými bodmi B; D; E. Potom A = (0; 0; 0),B = (1; 0; 0); G = (1; 1; 1); H = (0; 1; 1). Smerovými vektormi priamok AG; BH súu = G�A = (1; 1; 1); v = H �B = (�1; 1; 1)Pre uhol ' telesovýh uhloprieèok platíos' = j(1; 1; 1):(�1; 1; 1)jk(1; 1; 1)k k(�1; 1; 1)k = 13odkiaµ ' �= 70Æ3104400



LINEÁRNA ALGEBRA 27Veta 1.27. Neh ' 2 h0; �2 i je uhol priamky p � Pu a roviny  � A, potomsin' = ju:jkuk kkD�kazUhol priamky p s rovinou  je de�novaný ako uhol priamky p s jej pravouhlým priemetom doroviny . Priamka q � A, ktorá je kolmá na rovinu , zviera s p uhol  = �2 � '. Pretosin' = sin(�2 �  ) = os = ju:jkuk kk �Veta 1.28. Neh ' 2 h0; �2 i je uhol rovín  � A; Æ � dB, potomos' = ��:d��kk dD�kazVyplýva to z toho, ¾e uhol rovín ; Æ je rovnaký ako uhol priamok p � A; q � Ad, ktoré súkolmé na roviny ; Æ v uvedenom poradí. �Príklad 1.20. Vypoèítajme uhol rovín � � ABC; � � dC, ak A = (1; �1; �2), B = (3; 0; �1),C = (4; 0; 0); d = (�1; 2; 1).Rie¹enieNa výpoèet normálového vektora n roviny � pou¾ijeme vektorový súèin:n = (B �A)� (C �A) = (2; 1; 1)� (3; 1; 2) = ������ e1; e2; e32; 1; 13; 1; 2 ������ = (1; �1; �1)Ak oznaèíme ' uhol rovín �; �, takos' = ��n:d��knk d = j � 1� 2� 1jp1 + 1 + 1p1 + 4 + 1 = 43p2 �= 0; 9428090416odkiaµ ' �= 19Æ2801600Vzdialenos» bodov, priamok a rovín.De�níia 1.19. Neh G; H sú dve neprázdne mno¾iny bodov v E3. Vzdialenos»ou mno¾inG; H nazývame in�mum vzdialeností bodov A; B, prièom A 2 G; B 2 H a oznaèujeme jG; Hj.Symboliky to m�¾eme zapísa» takto:jG; Hj = inffjA; Bj;A 2 G; B 2 HgVeta 1.29. Neh G; H sú dve neprázdne mno¾iny bodov v E3. K 2 G; L 2 H sú také body, ¾epre v¹etky body A; B 2 G; C; D 2 H je L�K ? B�A; L�K ? D�C, potom jG; Hj = jK; Lj.D�kazVyberme µubovoµne dva body X 2 G; Y 2 H a oznaème x = K � X; y = Y � L. PotomL�K ? x; L�K ? y ajX; Y j2 = kY �Xk2 = (Y �X)2 = [(Y � L) + (L�K) + (K �X)℄2 == (y + (L�K) + x)2 = y 2 + (L�K)2 + x 2 + 2 y:(L�K)| {z }0 +2y:x+ 2 (L�K):x| {z }0 == (L�K)2 + y 2 + 2y:x+ x 2 = (L�K)2 + (y + x)2 == kL�Kk2 + ky + xk2 � kL�Kk2 = jK; Lj2



28 LINEÁRNA ALGEBRAodkiaµ jX; Y j � jK; LjZ toho vyplýva jG; Hj = inffjX; Y j;X 2 G; Y 2 Hg = jK; Lj �Veta 1.30. Neh v E3 je daný bod M , priamka p � Au a rovina % : ax + by + z + d = 0.Oznaème m =M �A. PotomjM; pj = km� ukkuk =skmk2 � (m:u)2kuk2jM; %j = jam1 + bm2 + m3 + djpa2 + b2 + 2D�kazNeh P je ortogonálny (pravouhlý) priemet bodu M do priamky p, potom P = A + u0, kdeu0 = m:ukuk2 u je ortogonálny priemet vektora m do vektora u (obr. 16). Zrejme P 2 p aM�P ? u.Preto

Obr. 16 Obr. 17jM; pj2 = jM; P j2 = (M � P )2 = ((M �A)� u0)2 = (m� u0)2 = m 2 � 2m:u+ u0 2 == kmk2 � 2(m:u)2kuk2 + (m:u)2kuk4 u 2 = kmk2 � (m:u)2kuk2 == 1kuk2 �kmk2 kuk2 � kmk2 kuk2 os2\(m; u)� = kmk2 kuk2 sin2 \(m; u)kuk2 = km� uk2kuk2Neh Q je ortogonálny priemet bodu M do roviny %, t.j. Q = C + v, kde C je µubovoµný bodroviny % a v je ortogonálny priemet vektora M �C do smeru roviny % (obr. 17). Zrejme Q 2 % avektor M �Q je kolmý na ka¾dý smerový vektor roviny %. Preto jM; %j = jM; Qj = kM �Qk.Vektor M �Q sa v¹ak rovná ortogonálnemu priemetu vektora M � C do normálového vektoran = (a; b; ) roviny %. Preto platíjM; %j = kM �Qk = (M � C):nknk2 n = j(M � C):njknkAk zvolíme C = O � dknk2 n, takjM; %j = 1knk2 �����(M �O) + dknk2 n� : n���� = 1knk2 j(M �O):n+ dj = jam1 + bm2 + m3 + djpa2 + b2 + 2 �



LINEÁRNA ALGEBRA 29Veta 1.31. Pre vzdialenos» priamok p � Au; q � Bv platíjp; qj = 8><>: j[u; v; B �A℄jku� vk ; ak p; q sú mimobe¾né alebo r�znobe¾néjA; qj; ak p; q sú rovnobe¾néD�kazPredpokladajme, ¾e priamky p; q sú mimobe¾né. Potom existuje práve jedna rovina, oznaèmeju �, ktorá prehádza priamkou p (p � �) a je rovnobe¾ná s priamkou q. Ka¾dý bod priamky qmá od roviny � rovnakú vzdialenos», ktorá sa rovná vzdialenosti priamok p; q. Pretojp; qj = jq; �j = jB; �jVzdialenos» bodu B od roviny � sa rovná veµkosti ortogonálneho priemetu vektora B � A donormálového vektora roviny �. Normálový vektor roviny � je kolmý na smerové vektory priamokp; q, preto jedným normálovým vektorom roviny � je vektor u� v. Potomjp; qj = (B �A):(u� v)ku� vk2 (u� v) = j(B �A):(u� v)jku� vk2 ku� vk = j[u; v; B �A℄jku� vkAk sú priamky p; q r�znobe¾né, tak [u; v; B � A℄ = 0 a vzdialenos» r�znobe¾nýh priamok jeevidentne 0. Prípad rovnobe¾nýh priamok je zrejmý. �Príklad 1.21. Urète parametriké rovnie priamky p, ktorá prehádza bodom P = (1; �2; 3),je rovnobe¾ná s rovinou � : 2x � 3y + z + 13 = 0, a vzdialenos» priamok p a q : (x; y; z) =(3; �1; 2) + t(2; 1; �2) je 13 .Rie¹enieSmerový vektor u = (u1; u2; u3) priamky p je kolmý na normálový vektor n = (2; �3; 1)roviny �, preto 2u1 � 3u2 + u3 = 0odkiaµ u3 = �2u1 + 3u2Smerovým vektorom priamky q je v = (2; 1 � 2). Keï¾e v:n = (2; 1 � 2):(2; �3; 1) = �3,priamka q nie je rovnobe¾ná s rovinou �. Z toho vyplýva, ¾e priamka q nie je rovnobe¾ná anis priamkou p. Pre ¹tvore vzdialenosti priamok p; q potom platí19 = [u; v; Q� P ℄2ku� vk2kde Q = (3; �1; 2) je bod priamky q. Poèítajme:[u; v; Q� P ℄ = ������ u1; u2; u32; 1; �22; 1; �1 ������ = u1 � 2u2u� v = ������ e1; e2; e3u1; u2; u32; 1; �2 ������ = (�2u2 � u3; 2u1 + 2u3; u1 � 2u2) == (2u1 � 5u2; �2u1 + 6u2; u1 � 2u2)ku� vk2 = (2u1 � 5u2)2 + (�2u1 + 6u2)2 + (u1 � 2u2)2 = 9u21 � 48u1u2 + 65u22



30 LINEÁRNA ALGEBRADosaïme to do rovnie vyjadrujúej vzdialenos» priamok p; q:19 = u21 � 4u1u2 + 4u229u21 � 48u1u2 + 65u229u21 � 48u1u2 + 65u22 = 9(u21 � 4u1u2 + 4u22)u2(�12u1 + 29u2) = 0Odtiaµ u2 = 0 alebo u1 = 2912 u2Potom u3 = �2u1 alebo u3 = �5812 u2 + 3u2 = �2212 u2u = (1; 0; �2)u1 alebo u = �2912 ; 1; �5812� u2Vidíme, ¾e úloha má 2 rie¹enia. Existujú teda dve priamky p1 a p2, ktoré vyhovujú zadaniuúlohy. Ih smerové vektory sú (1; 0; �2) resp. (29; 12; �58) a parametriké rovniep1 : 8<: x = 1 + ty = �2z = 3� 2t p2 : 8<: x = 1 + 29ty = �2 + 12tz = 3� 58tVeta 1.32. Pre vzdialenos» rovnobe¾nýh rovín � : ax+by+z+d = 0, � : ax+by+z+d0 = 0platí j�; �j = jd� d0jpa2 + b2 + 2D�kazVzdialenos» rovín �; � sa zrejme rovná vzdialenosti µubovoµného bodu M 2 � od roviny �.Pre bod M = (m1; m2; m3) v¹ak platí am1 + bm2 + m3 = �d0, a takj�; �j = jM; �j = jam1 + bm2 + m3 + djpa2 + b2 + 2 = jd� d0jpa2 + b2 + 2 �Cvièenie 2.(1) Napí¹te vektorovú rovniu, resp. parametriké rovnie priamky, ak sú dané jej(a) dva body A = (2; �1; 3); B = (4; 3; 2),[(x; y; z) = (2; �1; 3) + t(2; 4; �1); t 2 R℄(b) bod A = (�2; �3; 4) a smerový vektor u = (2; 2; �3).[(x; y; z) = (�2; �3; 4) + t(2; 2; �3); t 2 R℄(2) Zistite, ktoré z bodov A = (�1; 1; 1), B = (1; 0; 2), C = (�3; 2; 0), D = (3; 2; 1),E = (7; 3; 1) le¾ia na priamke(a) (x; y; z) = (3; �1; 3) + t(2; �1; 1), [A; B; C℄(b) x = 1 + 4t; y = 32 + t; z = 1, [A; D; E℄() x+56 = y+33 = 3� z. [B; E℄(3) Napí¹te vektorovú rovniu, resp. parametriké rovnie roviny, ak sú dané jej dva bodyA = (2; 1; �3), B = (1; �1; 2) a smerový vektor u = (2; 2; 3)[(x; y; z) = (2; 1; �3) + t(1; 2; �5) + s(2; 2; 3)℄(4) Napí¹te v¹eobenú rovniu roviny urèenej(a) troma bodmi A = (1; �1; 1), B = (2; 1; �3), C = (1; 4; 2), [22x� y+5z � 28 = 0℄(b) bodom A = (�3; 2; 4) a normálovým vektorom n = (2;�3; 5). [2x�3y+5z�8 = 0℄(5) Zistite, ktoré z bodov A = (1; 2;�1), B = (1; 2; 2), C = (3; 1; 2), D = (�4; 2; 0) le¾ia vrovine



LINEÁRNA ALGEBRA 31(a) (x; y; z) = (6; 2;�2) + t(5; 0;�1) + s(1; 1; 0), [A; D℄(b) x+ 17y + 5z � 30 = 0 [A; C; D℄(6) Urète vzájomnú polohu priamok p; q. V prípade, ¾e sú r�znobe¾né, urète ih prieseèníkR.(a) p : x = �t; y = �4� 5t; z = 3 + 3t,q : � 4x+ y + 3z � 5 = 07x� 2y � z � 5 = 0 , [toto¾né℄(b) p : 8<: x = 3� 6ty = �1 + 4tz = t ; q : 8<: x = �2 + 3ty = 4z = 3� t , [mimobe¾né℄() p : x�3 = y�23 ; z = 1,q : (x; y; z) = (6; 14; 11) + t(5; 13; 10) [r�znobe¾né, R = (1; 1; 1)℄(d) p : � x+ z � 1 = 03x+ y � z + 13 = 0 , q : � x� 2y + 3 = 0y + 2z � 8 = 0 , [r�znobe¾né, R = (�3; 0; 4)℄(e) p : x = 2t; y = 0; z = �2t,q : � x+ y + z � 3 = 0x� y + z � 1 = 0 . [rovnobe¾né r�zne℄(7) Urète vzájomnú polohu rovín; v prípade, ¾e sú r�znobe¾né, napí¹te parametriké rovnieih prieseènie.(a) x+ y + 2z � 3 = 0, x� y + z � 1 = 0, [x = 2 + 3t; y = 1 + t; z = �2t℄(b) (x; y; z) = (1;�1; 1) + t(2; 1;�3) + s(1;�1; 2),2x+ y � 3z � 17 = 0, [x = 2 + 24t; y = 1� 9t; z = �4 + 43t℄() (x; y; z) = (�2; 3;�1) + s(1; 0;�1) + t(�1; 2; 3),x� y + z + 10 = 0, [rovnobe¾né r�zne℄(d) (x; y; z) = (�1; 3;�2) + s(0; 1; 1) + t(1;�1;�2),x� y + z + 6 = 0. [toto¾né℄(8) Zistite vzájomnú polohu priamky a roviny; v prípade r�znobe¾nosti urète prieseèník.(a) x = 2 + 4t; y = �1 + t; z = 2� t,4x+ y � z + 13 = 0, [(�2;�2; 3)℄(b) x = 2� 3t; y = 7� 2t; z = �1 + 4t,x = 1 + t; y = 1 + 4s+ 2t; z = s� t, [rovnobe¾né r�zne℄() � 2x� y + 3z + 4 = 0x� 2y � 2z + 2 = 0 , 4x� 5y � z + 8 = 0, [priamka le¾í v rovine℄(9) Vypoèítajte uhol priamok:(a) (x; y; z) = (2;�1; 1) + t(�3; 0; 1), (x; y; z) = (3; 4; 7) + t(2; 0; 1), [�4 ℄(b) � 2x+ 2y + z � 7 = 0x� 2y + 2z + 75 = 0 , � 9x� 2y + z � 16 = 03x� y � z + 3 = 0 . [�2 ℄(10) Vypoèítajte uhol rovín:(a) p2x+ y � z � 10 = 0, p2x� y � z = 0, [�3 ℄(b) (x; y; z) = (10;�1; 1) + s(1; 3; 1) + t(�2; 1;�2),(x; y; z) = (3; 4;�2) + s(4; 3;�3) + t(1;�1; 1). [�3 ℄(11) Vypoèítajte uhol priamky s rovinou:(a) (x; y; z) = (1;�1; 1) + s(11;�7;�8), 7x� 8y + 2z + 6 = 0 [�4 ℄(b) x+1�2 = y � 4 = z + 3, 2x� 4y + 2z + 7 = 0. [�6 ℄(12) Vypoèítajte vzdialenos» bodu M = (2; 3; 5) od priamky p : x�21 = y�1�1 = z � 3. [2p2℄(13) Vypoèítajte veµkos» telesovýh vý¹ok ¹tvorstena ABCD, ak A = (2; 1; 0), B = (1;�1; 1),C = (3; 0;�1), D = (0; 1;�3). [vA = 3p5 ; vB = 15p38 ; vC = 15p77 ; vD = 5p2 ℄(14) Vypoèítajte vzdialenos» priamok p : � 2x+ 2y � z � 10 = 0x� y � z � 22 = 0 , q : x+73 = 5 � y = z�94 .[25℄(15) Napí¹te rovniu roviny, ktorá



32 LINEÁRNA ALGEBRA(a) obsahuje priamky (x; y; z) = (1; 2;�3) + t(1;�1; 2),(x; y; z) = (3;�1;�1) + t(�2; 2;�4), [4x+ 2y � z � 11 = 0℄(b) prehádza bodom B = (3; 0; 1) a je kolmá na priamkup : � x+ y � z + 1 = 02x� y + z � 1 = 0 . [y + z � 1 = 0℄() prehádza bodom A = (3; 2;�2) kolmo na rovinu � : 5x � 2y + 5z � 11 = 0 a srovinou � : x� 4y� 8z+1 = 0 zviera uhol �4 . [x� z� 5 = 0; x+20y+7z� 29 = 0℄(16) Napí¹te parametriké rovnie priamky, ktorá(a) prehádza bodom A = (3; 4;�1) rovnobe¾ne s rovinou � : 2x�y+3z�1 = 0 a kolmona priamku q : (x; y; z) = (0; 1; 2) + t(1;�2; 1), [x = 3 + 5t; y = 4 + t; z = �1� 3t℄(b) prehádza bodom A = (1; 1; 1) a kolmo pretína priamku x = 3 + 3t, y = 18 + 8t,z = 10 + 4t, [x = 1� 4t; y = 1 + t; z = 1 + t℄() prehádza bodom A = (3;�2;�4) rovnobe¾ne s rovinou % : 3x� 2y � 3z � 7 = 0 apretína priamku q : � 2x+ 3y + 8 = 0y + z + 3 = 0 . [x = 3 + 5t; y = �2 + 10t; z = �4 + 9t℄(17) Na priamke p : � x+ y + 2z � 1 = 03x+ 4y � z � 29 = 0 nájdite bod, ktorý má od bodov A = (3; 4; 11),B = (�5;�2;�13) rovnakú vzdialenos». [(2; 5;�3)℄(18) Nájdite stred a polomer opísanej kru¾nie 4ABC, ak A = (2; 1;�2), B = (2; 1; 2),C = (4; 1; 4). [(6; 1; 0); 2p5℄1.5. Kvadratiké plohy.De�níia 1.20. Kvadrika � je mno¾ina v¹etkýh bodov X = (x; y; z) v E3, ktoré vyhovujúrovniia11x2 + a22y2 + a33z2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz + 2a1x+ 2a2y + 2a3z + a0 = 0kde aij; ai sú reálne èísla, a aspoò jedno z èísel a11; a22; a133; a12; a13; a23 je r�zne od nuly.Poznámka 1.16. Rovniu kvadriky � m�¾eme zapísa» aj pomoou matí:(x; y; z; 1)0BB� a11; a12; a13; a1a12; a22; a23; a2a13; a23; a33; a3a1; a2; a3; a0 1CCA0BB� xyz1 1CCA = 0Matiu ¹tvrtého stupòa v tejto rovnii nazývamematiou kvadriky �. Ak je táto matia regulárnaresp. singulárna, tak � nazývame regulárnou resp. singulárnou kvadrikou.Kvadrika � je buï prázdnou mno¾inou (napr. � : x2 + y2 + z2 + 1 = 0), bodom (napr. � :x2 + y2 + z2 = 0), priamkou (napr. x2 + y2 = 0), dvojiou r�znyh èi toto¾nýh rovín (napr.� : (x+y+z+2)(x�y+z) = 0), alebo kvadratikou plohou, medzi ktoré patrí elipsoid, jednodielnya dvojdielny hyperboloid, eliptiký a hyperboliký paraboloid, eliptiká ku¾eµová ploha, eliptiká,paraboliká a hyperboliká valová ploha.Elipsoid. (obr. 18)Je to regulárna kvadratiká ploha daná rovnioux2a2 + y2b2 + z22 � 1 = 0; a; b;  > 0 (1)Z rovnie (1) vyplýva, ¾e ak bod X = (x; y; z) le¾í na elipsoide, tak na òom le¾í aj bod1. X1 = (�x; �y; �z), èo je bod súmerný s bodom X podµa bodu O. Elipsoid je tedasúmerný podµa bodu O. Tento bod sa nazýva stred elipsoidu.2. X2 = (x; �y; �z); X3 = (�x; y; �z); X4 = (�x; �y; z), èo sú body súmerné s bodomX podµa priamok v poradí ox; oy; oz. Preto elipsoid je súmerný podµa týhto priamok,ktoré sa nazývajú osi elipsoidu.
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Obr. 183. X5 = (x; y; �z); X6 = (�x; y; z); X7 = (x; �y; z), èo sú body súmerné s bodom Xpodµa súradniovýh rovín v poradí �xy; �yz; �xz. Elipsoid je teda súmerný podµa týhtorovín.Èísla a; b;  sa nazývajú då¾ky poloosí elipsoidu. Osi elipsoidu pretínajú elipsoid v bodoh(�a; 0; 0); (0; �b; 0); (0; 0; �), ktoré sa nazývajú vrholy elipsoidu.Zistime, èo je rezom elipsoidu rovinou (t.j. prienikom elipsoidu a roviny) z = k; k 2 R, ktoráje rovnobe¾ná s rovinou �xy : z = 0. Dosaïme teda z = k do rovnie (1) a po úprave dostanemex2a2 + y2b2 = 2 � k22Ak jkj > , tak tejto rovnii nevyhovuje ¾iadny bod priestoru E3. Rezom elipsoidu rovinou z = kje v tomto prípade ;.Ak k =  resp. k = �, tak rezom je vrhol elipsoidu (0; 0; ), resp. (0; 0; �).Ak jkj < , tak èíslo na pravej strane rovnie je kladné, a po vydelení rovnie týmto èíslomdostaneme x2(ad)2 + y2(bd)2 = 1kde d =q 2�k22 , èo v rovine z = k je rovnia elipsy.Podobne zistíme, ¾e rez rovinou y = k; k 2 R jea) ;, ak jkj > b,b) bod (0; b; 0), resp. (0; �b; 0), ak k = b, resp. k = �b,) elipsa x2a2 + z22 = b2 � k2b2 ; x = k, ak jkj < b.Rez rovinou x = k; k 2 R jea) ;, ak jkj > a,b) bod (a; 0; 0), resp. (�a; 0; 0), ak k = a, resp. k = �a,) elipsa y2b2 + z22 = a2 � k2a2 ; x = k, ak jkj < a.Ak a = b, tak rezom elipsoidu rovinou z = k; jkj <  je kru¾niax2 + y2 = a2 2 � k22 ; z = k



34 LINEÁRNA ALGEBRAPreto takýto elipsoid vznikne rotáiou elipsyy2a2 + z22 � 1 = 0; x = 0okolo súradniovej osi oz a tento elipsoid sa nazýva rotaèný.©peiálnym prípadom elipsoidu, ak a = b =  = r je guµová ploha so stredom O a polomeromr, ktorá má rovniu x2 + y2 + z2 = r2¥ahko sa doká¾e, ¾e guµová ploha so stredom S = (s1; s2; s3) a polomerom r má rovniu(x� s1)2 + (y � s2)2 + (z � s3)2 = r2Pripomeòme e¹te, ¾e rovina v E3 sa nazýva dotyková rovina guµovej plohy, ak pretína guµovúplohu v jedinom bode, èo nastane práve vtedy, keï vzdialenos» stredu guµovej plohy od rovinysa rovná polomeru guµovej plohy.Posuòme elipsoid " daný rovniou (1) o vektor s = (s1; s2; s3). Stredom posunutého elipso-idu, oznaème ho "0, je bod S = (s1; s2; s3) a jeho osami sú priamky prehádzajúe bodom Srovnobe¾ne so súradniovými osami. Aká je rovnia elipsoidu "0?Posunutím bodu W o vektor s dostaneme bod W 0 =W + s. Ih súradnie splòujú vz»ahw1 = w01 � s1w2 = w02 � s2w3 = w03 � s3Bod W 0 le¾í na elipsoide "0 práve vtedy, keï W le¾í na ", t.j., keï(w01 � s1)2a2 + (w02 � s2)2b2 + (w03 � s3)22 � 1 = 0Z toho vyplýva, ¾e epsoid "0 so stredom S = (s1; s2; s3) a osami rovnobe¾nými so súradniovýmiosami je daný rovniou (x� s1)2a2 + (y � s2)2b2 + (z � s3)22 � 1 = 0Dvojdielny hyperboloid. (obr. 19)Je to regulárna kvadratiká ploha daná rovnioux2a2 + y2b2 � z22 + 1 = 0; a; b;  > 0Je súmerný podµa súradniovýh rovín, ïalej podµa súradniovýh osí, ktoré nazývame osidvojdielneho hyperboloidu. Prieseèník osí dvojdielneho hyperboloidu je jeho stred. Súradniováos oz pretína dvojdielny hyperboloid v jeho vrholoh (0; 0; ), (0; 0; �).Rez rovinou x = k; k 2 R je hyperbola� y2(bd)2 + z2(d)2 = 1; x = k;kde d =ra2 + k2a2 .Rez rovinou y = k; k 2 R je hyperbola� x2(ad)2 + z2(d)2 = 1; y = k;kde d =rb2 + k2b2 .Rez rovinou z = k; k 2 R jea) ;, ak jkj < ,
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Obr. 19b) bod (0; 0; ), resp. (0; 0; �), ak k = , resp. k = �,) elipsa x2(ad)2 + y2(bd)2 = 1; y = k, ak jkj > , prièom d =rk2 � 22 .Ak a = b, nazývame takýto dvojdielny hyperboloid rotaèný. Vznikne rotáiou hyperboly� y2(b)2 + z2()2 = 1; x = 0 okolo osi oz.Dvojdielny hyperboloid, ktorého stred je bod S, osi sú rovnobe¾né so súradniovými osami aos, ktorá pretína tento hyperboloid, je rovnobe¾ná so súradniovou osoua) oz,b) ox,) oy,má rovniua) (x� s1)2a2 + (y � s2)2b2 � (z � s3)22 + 1 = 0,b) �(x� s1)2a2 + (y � s2)2b2 + (z � s3)22 + 1 = 0,) (x� s1)2a2 � (y � s2)2b2 + (z � s3)22 + 1 = 0.Jednodielny hyperboloid. (obr. 20)Je to regulárna kvadratiká ploha daná rovnioux2a2 + y2b2 � z22 � 1 = 0; a; b;  > 0Je súmerný podµa súradniovýh rovín, ïalej podµa súradniovýh osí - osi jednodielnehohyperboloidu a tie¾ podµa bodu O - stred jednodielneho hyperboloidu. Osi jednodielneho hyper-boloidu ox; oy ho pretínajú vo vrholoh (�a; 0; 0); (0; �b; 0).Rez rovinou x = k; k 2 R jea) hyperbola � y2(bd)2 + z2(d)2 = 1; x = k, kde d =rk2 � a2a2 , ak jkj > a
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Obr. 20b) dve priamky ( yb � z = 0x = k , ( yb + z = 0x = k , ak jkj = a) hyperbola y2(bd)2 � z2(d)2 = 1; x = k, kde d =ra2 � k2a2 , ak jkj < a.Rez rovinou y = k; k 2 R jea) hyperbola x2a2 � z22 = b2 � k2b2 ; y = k, ak jkj 6= bb) dve priamky ( xa � z = 0y = k , ( xa + z = 0y = k , ak jkj = b.Rez rovinou z = k; k 2 R je elipsa x2a2 + y2b2 = 2 + k22 ; z = k.Ak a = b, je jednodielny hyperboloid rotaèný a vznikne rotáiou hyperboly y2b2 � z22 = 1; x = 0okolo osi oz.Jednodielny hyperboloid, ktorého stred je bod S, osi sú rovnobe¾né so súradniovými osamia os, ktorá jednodielny hyperboloid nepretína je rovnobe¾ná so súradniovou osoua) oz,b) ox,) oy,má rovniua) (x� s1)2a2 + (y � s2)2b2 � (z � s3)22 � 1 = 0,b) �(x� s1)2a2 + (y � s2)2b2 + (z � s3)22 � 1 = 0,) (x� s1)2a2 � (y � s2)2b2 + (z � s3)22 � 1 = 0.



LINEÁRNA ALGEBRA 37Eliptiký paraboloid. (obr. 21)Je to regulárna kvadratiká ploha daná rovnioux2a2 + y2b2 � 2z = 0; a; b > 0

Obr. 21Je súmerný podµa súradniovýh rovín �xz a �yz a tie¾ podµa súradniovej osi oz - os eliptikéhoparaboloidu. Táto pretína eliptiký paraboloid v jeho vrhole O = (0 0; 0).Rez rovinou x = k; k 2 R, je parabola z = 12b2 y2 + k22a2 ; x = k.Rez rovinou y = k; k 2 R, je parabola z = 12a2x2 + k22b2 ; y = k.Rez rovinou z = k; k 2 R, jea) elipsa x2a2 + y2b2 = 2k; z = k, ak k > 0,b) bod O, ak k = 0,) ;, ak k < 0.Ak a = b, je eliptiký paraboloid rotaèný a vznikne rotáiou paraboly z = 12b2 y2; x = 0 okoloosi oz.Eliptiký paraboloid s vrholom V = (v1; v2; v3) aa) osou rovnobe¾nou s oz a rovinami súmernosti rovnobe¾nými s �xz a �yz,b) osou rovnobe¾nou s ox a rovinami súmernosti rovnobe¾nými s �xy a �xz,) osou rovnobe¾nou s oy a rovinami súmernosti rovnobe¾nými s �yz a �xymá rovniua) (x� v1)2a2 + (y � v2)2b2 � 2(z � v3) = 0, resp. (x� v1)2a2 + (y � v2)2b2 + 2(z � v3) = 0b) (y � v2)2b2 + (z � v3)22 � 2(x� v1) = 0, resp. (y � v2)2b2 + (z � v3)22 + 2(x� v1) = 0) (x� v1)2a2 + (z � v3)22 � 2(y � v2) = 0, resp. (x� v1)2a2 + (z � v3)22 + 2(y � v2) = 0.



38 LINEÁRNA ALGEBRAHyperboliký paraboloid. (obr. 22)Je to regulárna kvadratiká ploha daná rovnioux2a2 � y2b2 � 2z = 0; a; b > 0

Obr. 22Je súmerný podµa súradniovýh rovín �xz a �yz a tie¾ podµa súradniovej osi oz - os hyper-bolikého paraboloidu. Tá ho pretína vo vrhole O = (0; 0; 0).Rez rovinou x = k; k 2 R, je parabola z = � 12b2 y2 + k22a2 ; x = k.Rez rovinou y = k; k 2 R, je parabola z = 12a2x2 � k22b2 ; y = k.Rez rovinou z = k; k 2 R, jea) hyperbola x2a2 � y2b2 = 2k; z = k, ak k 6= 0,b) dve priamky ( xa � yb = 0z = 0 , ( xa + yb = 0z = 0 , ak k = 0.V¹imnime si, ¾e v¹etky paraboly z = � 12b2 y2 + k22a2 ; x = k sú navzájom zhodné. Takistosú zhodné aj paraboly z = 12a2x2 � k22b2 ; y = k. Z toho vyplýva, ¾e hyperboliký paraboloidvznikne posúvaním paraboly z = � 12b2 y2; x = 0 tak, ¾e jej vrhol sa pohybuje po parabolez = 12a2x2; y = 0.Hyperboliký paraboloid s vrholom V = (v1; v2; v3) aa) osou rovnobe¾nou s oz a rovinami súmernosti rovnobe¾nými s �xz a �yz,b) osou rovnobe¾nou s ox a rovinami súmernosti rovnobe¾nými s �xy a �xz,) osou rovnobe¾nou s oy a rovinami súmernosti rovnobe¾nými s �yz a �xymá rovniua) (x� v1)2a2 � (y � v2)2b2 � 2(z � v3) = 0, resp. �(x� v1)2a2 + (y � v2)2b2 � 2(z � v3) = 0b) (y � v2)2b2 � (z � v3)22 � 2(x� v1) = 0, resp. �(y � v2)2b2 + (z � v3)22 � 2(x� v1) = 0) (x� v1)2a2 � (z � v3)22 � 2(y � v2) = 0, resp. �(x� v1)2a2 + (z � v3)22 � 2(y � v2) = 0.



LINEÁRNA ALGEBRA 39Eliptiká ku¾eµová ploha. (obr. 23)Je to singulárna kvadratiká ploha daná rovnioux2a2 + y2b2 � z2 = 0; a; b > 0

Obr. 23Je súmerná podµa v¹etkýh súradniovýh rovín, súradniovýh osí a tie¾ podµa bodu O -vrhol eliptikej ku¾eµovej plohy.Rez rovinou x = k; k 2 R jea) hyperbola �y2b2 + z2 = k2a2 ; x = k, ak k 6= 0,b) dve priamky ( yb � z = 0x = 0 , ( yb + z = 0x = 0 , ak k = 0.Rez rovinou y = k; k 2 R jea) hyperbola �x2a2 + z2 = k2b2 ; y = k, ak k 6= 0,b) dve priamky ( xa � z = 0y = 0 , ( xa + z = 0y = 0 , ak k = 0.Rez rovinou z = k; k 2 R jea) elipsa x2a2 + y2b2 = k2; x = k, ak k 6= 0,b) bod O = (0; 0; 0) ak k = 0.Dve roviny súmernosti eliptikej ku¾eµovej plohy pretínajú túto plohu v priamkah.V na¹omprípade týmito rovinami sú �xz; �yz Prieseènia týhto rovín sa nazýva os eliptikej ku¾eµovejplohy.Ak a = b, tak túto plohu nazývame rotaèná ku¾eµová ploha a vznikne rotáiou priamkyya � z = 0; x = 0 okolo osi oz.Eliptiká ku¾eµová ploha s vrholom V = (v1; v2; v3) a osou rovnobe¾nou sa) oz,



40 LINEÁRNA ALGEBRAb) ox,) oymá rovniua) (x� v1)2a2 + (y � v2)2b2 � (z � v3)2 = 0,b) �(x� v1)2 + (y � v2)2b2 + (z � v3)22 = 0,) (x� v1)2a2 � (y � v2)2 + (z � v3)22 = 0.Eliptiká valová ploha. (obr. 24)Je to singulárna kvadratiká ploha daná rovnioux2a2 + y2b2 � 1 = 0; a; b > 0

Obr. 24Je súmerná podµa rovín �xz; �yz a v¹etkýh rovín rovnobe¾nýh s �xy. Súradniové osi sú jejosami súmernosti. Ka¾dý bod na osi oz je jej stredom súmernosti. Táto priamka (oz) sa nazývaos eliptikej valovej plohy.Rez rovinou z = 0 je elipsa x2a2 + y2b2 = 1; z = 0, ktorá sa nazýva aj riadiaa krivka.Priamo z rovnie vidie», ¾e eliptiká valová ploha je mno¾ina v¹etkýh bodov le¾iaih napriamkah, ktoré sú rovnobe¾né s osou oz a prehádzajú bodmi riadiaej krivky.Hyperboliká valová ploha. (obr. 25)Je to singulárna kvadratiká ploha daná rovnioux2a2 � y2b2 � 1 = 0; a; b > 0Ka¾dý bod osi oz je stredom súmernosti tejto plohy. Rovinami súmernosti sú roviny �xz; �yza ka¾dá rovina rovnobe¾ná s �xy. Táto ploha je mno¾inou v¹etkýh bodov priamok, ktoré súrovnobe¾né s osou oz a prehádzajú bodmi hyperboly x2a2 � y2b2 � 1 = 0; z = 0.
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Obr. 25Paraboliká valová ploha. (obr. 26)Je to singulárna kvadratiká ploha daná rovnioux2 � 2py = 0; p > 0

Obr. 26Jej rovinami súmernosti sú rovina �yz a ka¾dá rovina rovnobe¾ná s �xy. Táto ploha je mno-¾inou v¹etkýh bodov priamok, ktoré sú rovnobe¾né s osou oz a prehádzajú bodmi parabolyx2 � 2py = 0; z = 0.Príklad 1.22. Urète typ kvadratikej plohy:(1) 4x2 + y2 � 4z2 � 8x+ 4y + 24z � 32 = 0,(2) 4x2 � 9y2 + 8x� 36y � 36z � 32 = 0,(3) 4x2 � y2 � 4z2 � 8x� 4y + 24z � 36 = 0,



42 LINEÁRNA ALGEBRARie¹enie¥avé strany rovní upravíme doplnením na ¹tvore.(1) 4x2 + y2 � 4z2 � 8x+ 4y + 24z � 32 = 04(x� 1)2 � 4 + (y + 2)2 � 4� 4(z � 3)2 + 36� 32 = 04(x� 1)2 + (y + 2)2 � 4(z � 3)2 � 4 = 0(x� 1)2 + (y + 2)24 � (z � 3)2 � 1 = 0Je to rovnia jednodielneho hyperboloidu so stredom S = (1;�2; 3) a poloosami a = 1,b = 2,  = 1. Jeho os, ktorá ho nepretína, je rovnobe¾ná so súradniovou osou oz.(2) 4x2 � 9y2 + 8x� 36y � 36z � 32 = 04(x+ 1)2 � 4� 9(y + 2)2 + 36� 36z � 32 = 04(x+ 1)2 � 9(y + 2)2 � 36z = 0(x+ 1)29 � (y + 2)24 � z = 0Toto je rovnia hyperbolikého paraboloidu. Jeho vrholom je bod V = (�1;�2; 0) ajeho os je rovnobe¾ná so súradniovou osou oz.(3) 4x2 � y2 � 4z2 � 8x� 4y + 24z � 36 = 04(x� 1)2 � 4� (y + 2)2 + 4� 4(z � 3)2 + 36� 36 = 04(x� 1)2 � (y + 2)2 � 4(z � 3)2 = 0�4(x� 1)2 + (y + 2)2 + 4(z � 3)2 = 0�(x� 1)2 + (y + 2)24 + (z � 3)2 = 0Je to rovnia eliptikej ku¾eµovej plohy s vrholom V = (1;�2; 3) a osou rovnobe¾nouso súradniovou osou ox.Cvièenie 3. (1) Urète typ a ïal¹ie základné harakteristiky kvadratikej plohy:(a) 2x2 + 2y2 + 2z2 � 4x+ 4y + 8z + 9 = 0, 264 (x� 1)2 + (y + 1)2 + (z + 2)2 = 32guµová ploha,stred: S = (1;�1;�2), polomer: q32 375(b) �x2+y2�4z2�4x�2y�8z�7 = 0, 264 (x+ 2)2 � (y � 1)2 + (z+1)214 = 0eliptiká ku¾eµová ploha,vrhol: V = (�2; 1;�1), os rovnobe¾ná s oy 375() 4x2�2y2+z2+8x+4y+6z+7 = 0, 2664 (x+ 1)2 � (y�1)22 + (z+3)24 � 1 = 0jednodielny hyperboloid,stred: S = (�1; 1;�3);os, ktorá ho nepretína, je rovnobe¾ná s oy 3775(d) 9y2 � 4z2 + 18y � 16z � 43 = 0, 24 (y+1)24 � (z+2)29 � 1 = 0hyperboliká valová ploha,os: x = t; y = �1; z = �2 35(e) 4x2 + 9y2 + z2 + 16x� 18y � 4z + 28 = 0, 264 (x+2)214 + (y�1)219 + (z � 2)2 � 1 = 0elipsoid, stred: S = (�2; 1; 2);poloosi: a = 12 ; b = 13 ;  = 1 375



LINEÁRNA ALGEBRA 43(f) x2 + 4z2 + 2x+ 8y � 8z + 9 = 0, 24 (x+1)24 + (z � 1)2 + 2(y + 2) = 0eliptiký paraboloid, vrhol: V = (�1;�2; 1)os: x = �1; y = �2 + t; z = 1 35(g) 2x2 � y2 + 12x+ 4z + 14 = 0, 24 (x+ 3)2 � y22 + 2(z � 1) = 0hyperboliký paraboloid, vrhol: V = (�3; 0; 1)os: x = �3; y = 0; z = 1 + t 35(h) 4x2+ y2� 4z2� 8x+2y+8z+5 = 0, 2664 (x� 1)2 + (y+1)24 � (z � 1)2 + 1 = 0dvojdielny hyperboloid,stred: S = (1;�1; 1);os, ktorá ho pretína, je rovnobe¾ná s oz 3775(i) y2 + 4z2 + 2y � 8z + 1 = 0, 24 (y+1)24 + (z � 1)2 � 1 = 0eliptiká valová ploha,os: x = t; y = �1; z = 1 35(2) Èo je mno¾ina v¹etkýh bodov v E3,(a) ktorýh podiel vzdialeností od bodu F = (0; 0; 2) a roviny z = 1 sa rovná p2,[dvojdielny hyperboloid x2 + y2 � z2 + 2 = 0℄(b) ktoré majú od bodu F = (�a; 0; 0) a roviny x = a rovnakú vzdialenos»,� pre a = 0 priamka x = t; y = 0; z = 0pre a 6= 0 eliptiký paraboloid y2 + z2 + 4ax = 0 �() ktorýh absolútna hodnota rozdielu vzdialeností od bodov F = (0; 0; 3), G =(0; 0;�3) sa rovná 4, [dvojdielny hyperboloid 4x2 + 4y2 � 5z2 + 20 = 0℄


