1.

(a) Vyjadrite v algebraickom tvare 73547,
(b) Pre ktoré komplexné ¢isla z = x + iy plati 22 =7 ?
24
(c) Vypocitajte ( 1+} ) . Vysledok vyjadrite v algebraickom tvare.
(d) V obore komplexnych &isel rieste rovnicu 2% = —64. RieSenie zapiste v algeb-
raickom tvare.

(e) V obore komplexnych ¢isel rieste rovnicu 22 — v/2(1 4+ i)z + 1+ (1 —/3)i = 0.
RieSenie:
(a) ;3547 _ ;4.886+3 _ (i 4)886 3 = 1886(—4) = —.

(b) 22 = (z +iy)? = (2* — y?) + 2zyi ma byt rovné z = x — iy. Dve komplexné
¢isla sa rovnaji, ak sa rovnaju ich realne Casti ale aj ich imaginarne casti. Z toho
vyplyva:

-yt =u (1)

20y = —y (2)

Z (2) mame y = 0 alebo pre y # 0 mame z = —3.

Ak y =0, potom z (1) dostavame z? = z, ¢o je splnené pre x = 0 alebo pre x = 1.

f

Ak x = —= potom (1) dostavame i —y? = —1, ¢o je splnené pre y = alebo pre

y=—f

Celkovo sme teda dostali §tyri komplexné &isla, ktoré spliaju 22 = Z. Su to: 0, 1,
Ly VB8, 1 V3
2 T h T T
(c) Najprv prepiseme komplexné ¢isla vystupujuce v zlomku do exponenciilneho
iln . ™
tvaru: 1—2 = \/_e’4” 1+/3i = 2¢3. Potom podiel — V2T \/iiel(%”_g) =

1+f fzel 3
—e 12 Ze

o\ 24 . .
(1};/%1) = (\%é%ﬂ = Q%ez(ﬂ%“) = 2712¢834m = 9712 (cos 347 + isin 347) =

2712 (cos 0+ isin0) = 2712,

(d) Vyjadrime najprv komplexné ¢islo vystupujtice na pravej strane rovnice v expo-
nencidlnom tvare, tj. —64 = —64 + 0i = 64¢’"*%7) kde k € Z. Potom rieSenia
rovnice 2% = —64 vyjadrené v exponencidlnom tvare si:

= V/64e/(5+K5),

kde k£ =0,1,2,3,4,5. Vyjadrime ich v algebraickom tvare:

Zy = \/_eG—\/_<cos%+isin%>:2<§+z—> V3+i

z1 = 2’2 :2<cosg+zsmﬂ) =2

\/g—i-z

. 5 5
Zy = QGlZW—Q(COS67T+ZSIIl67T

, 7 7
23 = 26T = 2 cos67r—|—zsm67r>: —V3 -
3 3
zy = 2812W22(0827T—|—ZSII127T>:
1 .
z5 = 2(08—7T+ZSIDE ):\/g—z



(e) Rovnicu najprv upravme:

2
0=2"—V2(1+i)2+1+(1-V3)i = 2* = Z(1+1) z+( ) (%) +1+(1—
ﬁ)z:(z—%) <(1+Z)>+1+z—\/_z < % +1+z—\/_z

2
(1+i) :
(z— \/5> +1—\/§z.

Ozna¢me w = z — %, potom z predchadzajuceho dostaneme: w? = —1 + /3i.

T4to rovnica mé dve rieSenia:

wy = ﬂeig:\/ﬁ<l+i£>,

2 2

w, = V2ei3™ = \/_< ~|—z§>.

Kedze w = z — % ateda z = w+ (1}@ tak riesenia rovnice 22 — v/2(141)z + 1+

(1 —+/3)i = 0 st nasledujtce:

(14++3)
\/EHT’
. Z,(1—\/3)
b V2

20 —

(a) Gaussovou elimina¢nou metédou néjdite riesenie ¢ = (g1, g2, g3)7 ststavy:

r—2y+z = 1
—r+y—z = —2
—2r—2y+4z = 3 (3)

(b) Ozna¢me A maticu ststavy (3) a b vektor pravych strén rovnic sistavy (3).
Ukazte, ze hodnost matice A sustavy (3) sa rovna hodnosti rozsirenej matici
(A b) sustavy (3).

(c) Ukazte, ze Stvorica vektorov {(3,—1,—2),(-2,1,-2),(1,—-1,4),(1,—2,3)} je
linerne zavisla.

(d) Pomocou determinantov nijdite A~!, tj. inverzni maticu k matici A.

(e) Ukéite, ze ¢ = A~'b.

2 0 —1
(f) Nech B = 1 0 1 . Urc¢te hodnost matice B vypoctom jej determi-
0 3 —1

nantu. Pri vypoéte determinantu pouZite rozvoj cez druhy stipec.

(g) Vysetrite linearnu zavislost, linearnu nezavislost trojice {(2,0,—1), (1,0, 1), (0, 3,

(h) Pomocou elementarnych riadkovych operacii najdite B~1.
(i) Vypocitajte P = B~1A.
T

(j) Cramerovym pravidlom najdite rieSenie 7 = (ry, 79, 73)7 stustavy B | y | =b.
z

(k) Ukazte, ze 7= Pq.

-1)}.



(1) Ukazte, Ze lubovolny vektor (u,v,w) z R* moZno napisat ako linearnu kombi-
naciu vektorov (3, —1,-2),(—=2,1,-2), (1, —1,4), tj. (u,v,w) =Z(3,-1,-2) +
y(—2,1,—2)+z(1, —1,4), resp. vektorov (2,1,0), (0,0, 3), (—1,1, —1), tj. (u,v,w) =
2(2,1,0) +5(0,0,3) + 2(—1,1,—1).

(m) Ukazte, ze P

ISTINS{ IS
Il
w2 &

RieSenie:

(a) Stustavu (3) prepiSeme do rozsirenej matice sustavy (A | b ) a elemtéarnymi riad-
kovymi operaciami upravime na stupnovitii maticu:

3 -2 1 1 -1 1 -1|-2 ~
-1 1 —-11|-2 R — R 3 —2 1 1 R2 = R2 + 3R1
-2 -2 4 |3 P2 -2 4| 3 R3:= Rz — 2R,
-1 1 -1|-2 -1 1 —-1] =2
0 1 —-2]-5 0 1 —-2| =5
0 —4 6|7 ) Te=latdl \ g o o) 3
Odtial 2z = %, y=38, = % Teda hladané riesenie sustavy (3) je 7= (q1,q2, 3)" =
)

(b) Z uprav rozsirenej matice stustavy urobenych v ¢asti (a) prikladu vyplyva, Ze
h(A b)) = 3 (pocet nenulovych riadkov v stupiiovitej matici), ale aj, ze h(A) = 3. A
teda h(A b ) = h(A).

(¢) Pretoze stvorica {(3, -1, —2),(—2,1,—2), (1, —1,4), (1,—-2,3)} tvori stlpce roz-
Sirenej matice sustavy (A b ), ktorej hodnost je 3, tak Stvorica je linedrne zévisla.
Uvedené vyplyva aj z toho, Ze sme nasli rieSenie ¢ = (7 16 E)T sustavy (3) a teda

2772772
plati:
3 -2 1 ! 1
-1 1 -1 8 | =1 -2
13
-2 =2 4 5 3
Co je to isté ako:
3 —2 1 1
13
3 -1 ] +38 1 + 5 -1 =1 -2
-2 —2 4 3

Teda vektor (1, —2, 3) je linedrnou kombinaciou vektorov (3, —1, —2), (=2, 1, —2), (1, —1,4)
a preto je tato Stvorica vektorov linearne zavisla.

(d) Pretoze A je stvorcova matica typu 3 x 3 a plati, ze h(A) = 3, teda A méa plnu
hodnost, tak k nej existuje inverzna matica A~'. Vypocitajme najprv deteminant
matice A:

3 -2 1
det(A)=|-1 1 —1|=(12+2-4)—(-2+6+8)=-2.
2 -2 4

Ozna¢me adj A maticu adjungovani k matici A a a;; algebraicky doplnok k prvku
a;j, potom:
1 apy Gz Gz
adjA = a1z Q2 @
J det(A) (2 A2 Q32

13 Aag23 33

ATl =

1
det(A)



Teda:

1 -1 |-21 -2 1
-2 4 -2 4 1 -1
2 6 1
1 -1 - 1
gt 1 1 -1 3 1 3 1 _ M o
2 -2 4 -2 4 -1 -1 2\ 4 101
-1 1| |3 =2 3 -2
-2 -2 -2 -2| |-1 1
-1 -3 —3 1 I
() A= -3 -7 -1 2= 38 | =7
-2 =5 —3 3 1
2 0 —1
(f)det(B)=|1 0 1 :O(—1)1+2 11 +0(_1>2+2 2 1 +3(_1>3+2 2 -1
0 -1 0 -1 11
03 -1
0+0-3(2+1)=-9#0.

Determinant Stvorcovej matice B je rozny od nuly a teda matica B je regularna,
¢ize mé plnt hodnost, rovnu 3.

(g) V trojici {(2,0,—-1),(1,0,1),(0,3,—1)} vystupuju riadky matice B, ktord ma
hodnost 3, ¢ize m4 tri linearne nezavislé stipce. Vzhladom na to, ze h(B”) = h(B),
mé matica B aj tri linedarne nezavislé riadky a teda to musi byt linedrne nezavisla
trojica.

2 0 -1/1 00 10 1]010
10 1]010 _ 2 0 -1|{1 00 B
03 —1/00 1) =R g3 q]go 1) =2
10 1]0 1 0 10 1]0 1 0 ~
Y '_1
000 =311 =20 o p |03 110 0 1] Ry:=3R,
03 —-1/0 0 1 00 =3/1 =2 0/ Rs:=—3Ry
10 10 10 ~ 100 3 3 0
01 =3[0 0 5 | Ry:=Ry+3R3 | 0 10| —3 3 3
00 1|-3% 20/ R:=R-R \001] -4 £ 0
1 1
Z h z .B—l_ 31 32 1
toho mame: = —93 § 3
1 2
3 3
1 1 2 1
P=B1'A= P10 % (1) 31 _12 11 = T (1)
W F= I A R R
-1 £ 0 -2 -2 4 -3 4

(j) Determinant matice B sme uz vypocitali v ¢asti (f) prikladu. RieSenie sustavy

x
Bl y | = l;potom bude:
z
1 0 —1
-2 0 1 a1
3 3 -1 -2 1
* det(B) -5 —31=Y=—3
2 1 -1
1 -2 1
103 1] (4-340)—(04+6-1) -4 4
Y= T aeB) -9 T 29 9



3.

2 0 1
Lo -2/ .21
03 3 1 -2 1 5
= = = (—4—-1)=—2
° T T det(B) 9 ( )
Teda hladané riesenie je 7= (r1,re,73)" = (=3, 3, —%)T
2 1 7 1
5. —3 U 3 —3
(k) Pq= - 1971 — % 1 8 = ‘51 =7
54ty 13 s
3 3 2 3 . B
Uvedené mozno Tahko ukazat aj bez vypoétu. Pretoze ¢ = A~'b, 7= B~'ba P =

B7lA, tak Pf= PA~'b = B'AA%b = B~ b = .

(1) Zapisat (u, v, w) ako linearnu kombinaciu vektorov (3, —1, —2), (=2,1, —2), (1, —1,4),
znamena rieSit sistavu rovnic:

3 —2 1 U
x| =1 | +y 1 +z| -1 | =1 v
2 -2 4 w
x u
pre nezname x, y, 2. CizeA| v | =| v |. Riesenie tejto sustavy oznac¢me ako
z w
T u —u—3v—7
(7,7,z). Potom: | ¥ | =471 v | = -3u—Tv—w
z w —2u—5v— 7
T u s(u+v)
Podobne | g | =B | v | = §(—u+2v+3w)
Z w 3(—u+2v)
T U U
(m) Pretoze P = B 'A,tak P| 57 | = PA'| v | = B1AA' | v | =
z w w
U x
Bl w =1 v
w z

(a) Nech je dana matica A realnych ¢isel rozmerov n x n a nech A je komplexné
¢islo také, Ze existuje vektor « # 0 rozmerov n x 1 splhajuci rovnost Au = .
Ukazte, ze, aby taky vektor existoval, musi byt splnené det(A — AI) = 0, kde
I je jednotkova matica.

o . 2 —

(b) Najdite prislusné A pre maticu A = ( 1 _g )

(c) Najdené riesenia z casti (b) prikladu ozna¢me A;, resp. Ay. Pre obe riesenia
¢asti (b) prikladu néjdite prislusné w;, resp. y splhajice Aw; = A\juy, resp.
Atly = A\yils.

A1 0

(d) Ozna¢me U = (i} uz) a A =
0 X

). Ukazte, ze A = UANU L.

RieSenie:

(a) PrepiSme rovnost Ad = A\ na tvar (A — A\l )u = 0, ¢o je pre dané A homogénna
ststava n rovnic o n nezndmych. Ststava ma urcite aspon jedno rieSenie, konkrétne



nulové riesenie. Poziadavka @ # 0 na rieSenia ale znamend, ze ststava musi mat
nekone¢ne vela (aj nenulovych) rieSeni. Cize matica ststavy (A — M) musi byt
singularna. To je pravda prave vtedy, ked jej determinant je nulovy. Prislusné A
teda vyhovuje rovnici det(A — A\I) = 0.

(b) Riesme rovnicu det(A — A\I) = 0, teda:

2—\ -3

1 270

Po tprave \> — 1 = 0. Rovnica mé dve rieenia \; =1 a Ay = —1.

(c) VyrieSme sustavu Aw; = Ay najprv pre \; = 1. Matica stustavy A — A\ I =

( 1 :g > Hladané rieSenie je teda @; = s ( i13 ), kde s #£ 0 je Tubovolné reédlne

— 3 — —
¢islo. Oznac¢me v, = ( 1 ), potom u; = sv7.
. . . . ) 3 3 -3
Teraz riesme stustavu Aty = Agtiy pre Ay = —1. Matica stustavy A—\o I = 1 1)

! ), kde t # 0 je Tubovolné reélne ¢islo. Oznac¢me

Hl'adané riesenie je teda ts = ¢ ( 1

— 1 — —
Uy = ( 1 ), potom s = tvs.

(d) Stlpce matice U tvoria rieSenia iy, resp. iy rovnic Aty = Ay, resp. Aily = A\yily
najdenych v casti (c) prikladu. Pre Tubovolné nenulové s € R, resp. t € R také, ze
U, = SU; a Uy = tUy su vektory u; a s linedrne nezavislé. K matici U teda existuje
inverzna matica U~!. Prenasobme maticu U maticou A sprava, dostaneme:

Lo A0 . . I .
UAN = (i ) ( 01 N ) = (Mg \atly) = (Auy Atlp) = A (ty Uy) = AU.

Potom UAU' = AUU! = Al = A.

. Dant racionalnu funkciu napiste v tvare sactu polynému a elementarnych zlomkov
nad R:

_ 328 + 827 — 92° — 3925 + 30x* + 6823 — 6322 + 27z + 35

f(@) 26 + 325 — 224 — 1223 4+ 322 + 172 — 10

RieSenie: Oznadéme:

p(r) = 32®+8z" — 92° — 392° + 302 + 682* — 632 + 27x + 35
q(z) = 2%+ 32° — 22" —122° + 32 + 172 — 10

Vydelme polynémy p a ¢, dostaneme:

_ KD 4 2 3_1 2 1
p(x):?)xQ_gH_ 5x° 4+ 9z* + 20z 6x” 4+ 17x + 35

q(z) a0 4+ 325 — 22% — 1223 + 322 + 172 — 10

Oznacme dalej:

r(z) = —52° + 9x* + 202 — 162% + 172 + 35



Potom:

x r(x
p@) g, rle)
q() q(z)
kde 2 je rydzo racionalna funkcia. Ttuto funkciu je mozné napisat ako sicet ele-

q(x)
mentarnych zlomkov, najprv v8ak treba urobit kanonicky rozklad polynému v me-

novateli, teda ¢(z), nad R. Pretoze ide o polynoém s celo¢iselnymi koeficientami,
mozeme sa pokusit najst nejaké jeho racionalne korene §7 kde p € Z a ¢ € N. Ak
¢ = 2 je koreii polynému g¢(z), tak urcite p/(—10) a g/1. Vsetci kandidati na ra-
cionélny koren polynéomu ¢(z) su teda z mnoziny {£1,+2,+5 +10}. Pri uréovani
korenov si moézeme pomdct Hornerovou schémou:

1 3 -2 -12 3 17 -10
1 1 4 2 -10 -7 10
1 4 2 -10 -7 10
1 1 5 7 -3 -10
1 5 7 -3 -10
1 1 6 13 10
1 6 13 10
-2 -2 -8 -10
1 4 5
Teda méame:
q(x) = (x = 1)*(z + 2)(2® + 42 + 5) (4)

Rozklad (4) je kdnonicky rozklad polynému ¢(x) nad R, pretoZe polynoém z2+4x+5
ma dva komplexne zdruzené korene —2 + 1.

S vyuzitim (4) urobme rozklad na sicet elementarnych zlomkov:
r(zx) A B C D Ex + F

q(x)_(x—1)3 (m—1)2+x—1+x+2+x2+4x+5

Hodnoty koeficientov A, B, C', D, E, F ndjdeme z rovnosti:
r(r) = A(x+2)(2* +42+5)+ Bz —1)(z + 2)(2* + 42 +5) +
+C(z — 1D)*(z +2)(z* + 42 +5) + D(z — 1)3(2® + 42 + 5) +
+(Ezx + F)(x —1)*(x +2)

Porovnanim polynémov na oboch stranach rovnice, ziskame stistavu Siestich linear-
nych rovnic o Siestich neznamych:

-5 = C+D+FE

9 = B+4C+D—-E+F

20 = A+5B+2C—-4D—-3E—F
—16 = 6A+7B—10C —4D +5FE — 3F
17 = 13A—-3B—-7C+ 11D —2E +5F
35 = 10A—-10B+10C — 5D —2F

Stustava ma jediné riesenie: A =2, B=0,C=1,D= -3, E= -3, F =5.
Takze % mozeme napisat nasledujicim spésobom:

r(x) 2 N 1 3 3x—5
qiz)  (x—1p3 x-1 x+2 22+4x+5

Celkovo méame:
1 _ 3 _ 3xr —5
q(z) (x—1)3 -1 =xz+2 2244z+5




