
Lineárna závislosť a nezávislosť prvkov Rn, Cn

Rn = {(x1, x2, . . . , xn), xi ∈ R, i = 1, . . . , n} — množina všetkých usporiadaných
n-tíc nad R.

Cn = {(x1, x2, . . . , xn), xi ∈ C, i = 1, . . . , n} — množina všetkých usporiadaných
n-tíc nad C.

Definícia (Súčet a násobok skalárom).

Nech x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn(∈ Cn), α ∈ R(∈ C). Potom

(1) x + y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn)

(2) αx = (αx1, αx2, . . . , αxn).

Definícia (Lineárna kombinácia prvkov). Nech k ∈ N, x, x1, x2, . . . , xk ∈ Cn.
Ak ∃ α1, α2, . . . , αk ∈ C : x = α1x1 + α2x2 + · · ·+ αkxk, tak x sa nazýva lineárnou
kombinácoiu prvkov x1, x2, . . . , xk.

Definícia. Prvky x1, x2, . . . , xk ∈ Cn sa nazývajú lineárne nezávislé, ak majú
nasledujúcu vlastnosť: ak α1x1+α2x2+· · ·+αkxk = 0, tak α1 = α2 = · · · = αk = 0.
Prvky x1, x2, . . . , xk ∈ Cn sa nazývajú lineárne závislé, ak aspoň jeden koeficient
je nenulový, t.j. ∃αi 6= 0.

Veta. Prvky x1, x2, . . . , xk ∈ Cn sú lineárne závislé práve vtedy, keď jeden prvok
je lineárnou kombináciou ostatných prvkov.

Sústavy lineárnych rovńıc

Definícia matice. Tabuľka reálnych (komplexných čísel)

aij , i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn


 = (aij)1≤i≤m

1≤j≤n
sa

nazýva matica typu m×n nad reálnymi (komplexnými) číslami. Usporiadaná n-tica
Ri = (ai1, ai2, . . . , ain) sa nazýva i-tý riadok matice, i = 1, 2, . . . , m. Usporiadaná

m-tica Sj =




a1j

a2j

...
amj


 sa nazýva j-tý stĺpec matice, j = 1, 2, . . . , n. Ak m = n, tak

A sa nazýva štvorcová matica.

Rm×n — množina všetkých matíc typu m× n nad R.

Cm×n — množina všetkých matíc typu m× n nad C.

Formy zápisu matice: A = (aij)1≤i≤m
1≤j≤n

= (aij)m
n =




R1

R2
...

Rm


 = (S1 S2 . . . Sn).
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Riešenie sústav lineárnych rovńıc

Sústava m rovníc s n neznámymi m,n ∈ N, m ≥ 1, n > 1:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2(SA)

...
...

. . .
...

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

aij , bj ∈ R(C); i = 1, 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , n.
Riešiť sústavu lineárnych rovníc znamená nájsť všetky usporiadané n-tice reálnych
(komplexných) čísel, ktoré po dosadení za premenné x1, x2, . . . , xn vyhovujú rovni-
ciam.

Zápis sústavy
A sa nazýva matica sústavy, A′ sa nazýva rozšírená matica sústavy.

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn


 A′ = A|b =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

∣∣∣∣∣∣∣∣

b1

b2
...

bm




Definícia. Nech A ∈ Cm×n. Vedúcim prvkom riadku Ri, i ∈ {1, . . . , m} je prvý
nenulový prvok v riadku, t.j. ak aij 6= 0, tak ai1 = ai2 = · · · = ai,j−1 = 0. Ak
Ri = 0, tak nemá vedúci prvok.

Definícia stupňovitej matice. Matica A ∈ Cm×n sa nazýva stupňovitá, ak platí:
1. Ak Ri = 0, tak Ri+1 = 0, i ∈ {1, 2, . . . ,m− 1}.
2. Ak pre i ∈ {1, . . . , m−1} je vedúci prvok riadku Ri v stĺpci Sj, tak buď Ri+1 = 0
alebo má má vedúci prvok v stĺpci Sk, k > j, j, k ∈ {1, . . . , n}.
Definícia redukovanej stupňovitej matice. Nech A ∈ Cm×n je stupňovitá
matica. A sa nazýva redukovaná stupňovitá matica, ak platí:
1. Každý vedúci prvok riadku je rovný 1.
2. Ak sa v nejakom stĺpci nachádza vedúci prvok riadku, tak všetky ostatné prvky v
danom stĺpci sú nulové.

Definícia (ERO). Elementárnou riadkovou operáciou na matici A ∈ Cm×n sa
nazýva:
1. vzájomná výmena dvoch riadkov (Ri ←→ Rj),
2. vynásobenie riadku nenulovým číslom (Ri −→ αRi, α ∈ C \ {0}),
3. pripočítanie násobku nejakého riadku k inému riadku (Ri −→ Ri + αRj , i 6= j).

Veta. Každá matica A ∈ Cm×n sa dá pomocou konečného počtu elementárnych
riadkových operácií upraviť na stupňovitú, resp. jednoznačne určenú redukovanú
stupňovitú maticu.

Definícia. Ak B ∈ Cm×n je matica, ktorá vznikne z matice A ∈ Cm×n použitím
konečného počtu ERO, tak hovoríme, že matice A, B sú ekvivalentné, označujeme
A ∼ B.

Veta. Ak A′ ∈ Cm×(n+1) je rozšírenou maticou sústavy (SA) a B′ ∈ Cm×(n+1)

je ekvivalentná s maticou A′, tak B′ je rozšírenou maticou sústavy (SB), pričom
množiny riešení (SA), (SB) sú totožné.
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Definícia (Hodnosť matice). Maximálny počet lineárne nezávislých riadkov ma-
tice A ∈ Cm×n sa nazýva hodnosť matice, označujeme h(A).

Poznámka. Ak stupňovitá matica B je ekvivalentná s maticou A, tak hodnosť
matice A je počet nenulových riadkov matice B.

Frobéniova veta. Sústava lineárnych rovníc má riešenie práve vtedy, keď hodnosť
matice sústavy sa rovná hodnosti rozšírenej matice sústavy.

Veta (matice ←→ sústavy). Nech A ∈ Cm×n je matica sústavy, A′ ∈ Cm×(n+1)

je rozšírená matica sústavy lineárnych rovníc (SA). Potom platí:
1. Ak h(A) 6= h(A′), tak sústava nemá riešenie.
2. Ak h(A) = h(A′) = n, tak sústava má práve jedno riešenie.
3. Ak h(A) = h(A′) = k < n, tak sústava má nekonečne veľa riešení, na určenie
množiny riešení potrebujeme n− k parametrov.

Poznámka. Ak b = 0, tak (S) sa nazýva homogénna sústava, ak b 6= 0, tak (S) sa
nazýva nehomogénna sústava.

Dôsledok. Každá homogénna sústava lineárnych rovníc má aspoň jedno riešenie.


