DERIVACIE VYSSICH RADOV, MONOTONNOST, EXTREMY
FUNKCIE, KONVEXNOST, KONKAVNOST, INFLEXNE BODY

Priklad 1: Dokazte, ze rovnica x3 — 3x? + 6x — 1 = 0 ma len jeden (jednonasobny) realny koreti.
Riesenie:

Ozna¢me f(x) = x> — 3x% + 6x — 1, potom D(f) = R a f je spojita. Plati:

xl_i)l;noof(x) = —x,
Hm () = e

Teda H(f) = R a pretoze f je spojit, rovnica f(x) = 0 ma urcite aspon jeden realny kore.
Zderivujme funkciu f:

fl(x) =3x2—6x+6=3x%—-2x+2)=3((x—1)?+1).
Teda f'(x) > 0 pre vSetky x € R. Z toho vyplyva, Ze kazdy koreni rovnice f(x) = 0 je jedno-
nasobny a funkcia f je rastca na celom R. Ked’Ze f je spojita a rastGca na celom R, tak jej graf
pretina os O, V jedinom bode, oznatme ho A = (a,0). Rovnica f(x) = 0 ma preto prave jeden
(jednonasobny) realny koren a, tj. f(a) = 0.

Iny postup:

Postup pracuje s Rolleho vetou. Dokaz je v prvej asti rovnaky ako v predoslom, tj.:
Funkcia f je taka, Ze D(f) = R, f je spojit4 a plati:
lim f(x) = —oo,

x>—00
Jim ) = on

H(f) = Rapretoze f je sSpojita, rovnica f(x) = 0 ma aspon jeden realny koren. Derivacia funk-
cie f spifa f'(x) =3x?2 —6x+6 =3(x* —2x+2) =3((x —1)?> + 1) ateda f'(x) > 0 pre vietky
x € R. Z toho vyplyva, Ze kazdy korefi rovnice f(x) = 0 je jednonasobny.

Predpokladajme, ze rovnica f(x) = 0 ma (aspofi) dva korene, oznaéme ich x;,x, abez straty
na vieobecnosti predpokladajme, Ze x; < x,. Funkcia f na intervale (x;,x,) spiiia predpoklady Rolleho
vety a teda existuje také ¢ € (xq,x5), Ze f'(c) = 0. To vsak nie je mozné, pretoze f'(x) > 0 pre vsetky
x € R. Je to spor s predpokladom a teda rovnica f(x) = 0 ma prave jeden (jednonasobny) koren.

Priklad 2: Ukazte, ze pre kazdé x € (—/3, —1) funkcia f(x) = x + 2 arccotg x spifia: f(x) > 0.
Riesenie:

Plati f(—V3) = —V3 + 2 arccotg(—V3) = —V3 + 2 (Zn) =—/3+ gn > 0. Funkcia f je spojita
a diferencovatelna na (—/3, —1). Zderivujme funkciu f:
Fo)=1— 2 =1+xz—2=xZ—1
1+ x2 1+ x2 1+ x2
Teda f'(x) >0 pre vietky x € (—V/3,—-1) a f'(—1) =0. Ztoho vyplyva, ze f je rastlca
na (—v3,—1). Ked’ze f je spojitd a rastlica na (—v3,—1) a f(—v3) > 0, tak pre kazdé x € (—v3,-1)
plati: f(x) > 0.




Priklad 3: Dokazte, ze pre vsetky x;,x, € R plati:
[sinx; —sinx,| < [x; — x,
Riesenie:
AK x; = x,, tvrdenie je zrejme pravdivé. Predpokladajme x; # x, bez straty na v§eobecnosti také, Ze

x; < x5. OznaCme f(x) = sinx. Funkcia f je spojita a diferencovatelna na celom R, pri¢om
f'(x) = cosx.

Funkcia f na intervale (x;, x,) spiiia predpoklady Lagrangeovej vety a teda existuje také ¢ € (x4, x5),
ze f'(c) = L2 qleno tiez f(x) — £(x1) = f/() (x; — ;). Z toho vyplyva:
2711
If (e2) = F )| = 1f (©lxz — x4].

PretoZe |f'(c)| = |cosc| < 1, tak dostavame:

If (x2) = F D] = 1f' (©llxz = x1] < |z — x4].

Priklad 4: Nech f:I — R, kde I je interval, je takd, Ze pre vSetky x € I plati f'(x) = 0. Dokazte,
ze f je konstantnd na I.
Riesenie:

Zvol'me pevné a € I. Nech x € I, x # a je 'ubovolné. Podl'a Lagrangeovej vety existuje také ¢ €
(a,x), resp.c € (x,a), ze f'(c) = % alebo tiez f (x) — f(a) = f'(c)(x — a). Pretoze podl'a pred-
pokladu musi byt f'(c) = 0, tak f(x) = f(a).

Priklad 5: S vyuzitim tvrdenia v priklade 4 ukazte, ze pre kazdé x € R plati:

/A

arctg x + arccotg x = 5

Riesenie:

Oznaéme f(x) = arctg x + arccotg x. Pre kazdé x € R plati:

‘() = 1 1 0
[ S 1+x2 14+x%2
Teda f je konstantna na R. Hodnotu konstanty zistime z funkénej hodnoty v niektorom bode z R, napr.:
T T
f(0) = arctg0 + arccotg0 = 0 + 5 =7

Priklad 6: Vysetrite monotonnost’ a lokalne extrémy funkcie f, ak:

x2+x-1
x2-2x+1

a) f(x)=
Riesenie:

x%+x-1
(x-1)2

Pretoze x2 — 2x + 1 = (x — 1)%, tak f(x) =
funkciu £:

aD(f) = (—o,1) U (1,0). Zderivujme



Rx+Dx-1D?-2x-D*+x-1) QRx+Dx—-1)-2(x*+x-1)

fe = (- 1)* G — 1)
_2x2—x—1—2x2—2x+2_ 1-—3x
- (x—1)3 C(x—1)¥

Plati teda f’ G) = 0. Nasledujuca tabulka ukazuje, kde je derivacia kladna a kde z&porna:

1 1
(-3) 31) ()
1—3x > 0 <0 <0
(x—1)3 <0 <0 >0
f'(x) <0 >0 <0

Intervaly monotdnnosti funkcie: Funkcia je klesajuca na intervale (—, 1/3) a na intervale (1, ).
Funkcia je rastuca na intervale (1/3,1).

Funkcia m4 v bode 3 ostré loklne minimum s hodnotou f G) =

b) f0) =T

Riesenie:

D(f) = (0, o). Zderivujme funkciu f:

1
9 —
1 2 -
2241

9 3

o

|
~o|->|©

Vx  Inx _ Inx
N X 20x _24x 2¢/x _2—Inx 2-—Inx
f'(x)= p = x 2xvx | 2x3/%
Plati teda f'(e?) = 0. Nasledujtca tabulka ukazuje, kde je derivacia kladna a kde zaporna:
(0,e?) (e?,)

2—Inx >0 <0

2x3/2 >0 >0

f'(x) >0 <0

Intervaly monoténnosti funkcie: Funkcia je rastdca na intervale (0, e?).
Funkcia je klesajlca na intervale (e?, ).

Funkcia ma v bode e? ostré lokalne maximum s hodnotou f(e?) =

c) f(x)=(x*+6x+3)e*

Riesenie:

D(f) = R. Zderivujme funkciu f:

f'(x) = 2x + 6)e® + 2(x? + 6x + 3)e?* = 2(x + 3)e?* + 2(x% + 6x + 3)e?*
=2e**(x®> + 7x + 6).
Plati teda f'(—6) = 0 a f'(—1) = 0. Nasledujuca tabul’ka ukazuje, kde je derivacia kladna a kde

Ine? 2
VeZ e

zaporna:
(—o0,—6) (—6,—1) (=1, )
x2+7x+6 > () <0 >0
2e%x > 0 > 0 >0
f'(x) >0 <0 >0

Intervaly monotdnnosti funkcie: Funkcia je rasttca na intervale (—o, —6) a na intervale (—1, ).
Funkcia je klesajuca na intervale (—6,—1).




Funkcia ma v bode —6 ostré lokalne maximum s hodnotou f(—6) = (36 — 36 + 3)e %6 = 3¢~ 12 =
e%. Funkcia ma vbode —1 ostré lokalne minimum shodnotou f(—1)=(1-6+3)e %1 =
—2e2 =22

e?’

2x3
x2+1

d fx)=
Riesenie:

D(f) = R. Zderivujme funkciu f:
, 6x2(x? +1) —2x32x  2x?(3x% +3 —2x%) 2x%(x*+3)
f1e) = (xZ+ 1)2 Tz 1?2 (2t 12
Plati teda f'(0) = 0a f'(x) > 0 pre kazdé x € R také, ze x # 0. Funkcia f neméa extrém a je rastuca
na celom R.

&) f(x)=x%Be™*
Riesenie:

D(f) = R. Zderivujme funkciu f:
2 ) 2—3x

f’(x) — §X—1/3e—x _ xz/Se—x — x—1/3e—x (_ —x

3 © 3x1/3ex
Plati D(f") = R\ {0} a f’ (%) = 0. Nasledujtca tabulka ukazuje, kde je derivacia kladna a kde
zaporna:
2 2
—00, 0 = =,
(7.0 (0 3) (3 °°)
2 —3x >0 >0 <0
x1/3 <0 >0 >0
3e* >0 >0 >0
f'(x) <0 >0 <0

Intervaly monotonnosti funkcie: Funkcia je klesajica na intervale (—oo, 0) a na intervale (2/3, o).
Funkcia je rastdca na intervale (0,2/3).

. s . 2/3 2/3 _
Funkcia méa v bode 2 ostré lokalne maximum s hodnotou f(z) = (3) e~2/3 = (—2) . Hoci
3 3 3 3e

v bode 0 neplati f'(0) = 0, pretoze funkcia f nema v 0 derivéciu, f ma v bode 0 ostré lokélne
minimum s hodnotou £(0) = (0)%/3e® = 0. Je tomu skutoéne tak, pretoze f(x) = VxZe ™ >0
pre vSetky x # 0 leziace 'ubovol'ne blizko bodu 0.

Priklad 7: Najdite maximum a minimum funkcie f a urcte intervaly monotonnosti, ak f je defi-
novana na A, kde:

a) f(x)=x%+x-2,A4A=(-3,3)
Riesenie:

f je spojita funkcia definovana na ohrani¢enom, uzavretom intervale a teda dosahuje na nom
svoje maximum i minimum. Extrémy funkcie f budt lezat’ v staciondrnych bodoch alebo
Vv hrani¢nych bodoch intervalu. Zderivujme funkciu f:

fl(x)=2x+1
1

Stacionarny bod je —%, pretoze f' (— 5) = 0. Plati —% € A. Prekazdé x € (—1/2,3) je f'(x) >

0 a pre kazdé x € (—3,—1/2) je f'(x) < 0. Ztoho vyplyva, ze funkcia je rastica na intervale



(—1/2,3) aklesajuca na intervale (—3,—1/2). Plati: f(-3) =4,f(3) = 10,f(— %) = —z. Cize
funkcia f dosahuje na A globalne minimum v bode —% a globalne maximum v bode 3. Pre kazdé
x € A plati:

—2=f(-3)srm=sr®=10

b) f(x)=x+,A=(23)
Riesenie:

f je spojita funkcia definovana na ohrani¢enom, uzavretom intervale a teda dosahuje na iom
svoje maximum i minimum. Extrémy funkcie f budu lezat' v stacionarnych bodoch alebo

V hrani¢nych bodoch intervalu. Zderivujme funkciu f:
1

ff)=1- 2
Stacionarne body st 1 a —1, pretoze f'(1) = f'(=1) = 0. Ale —1 ¢ A ani 1 ¢ A. Pre kazdé
x € Aplati f'(x) > 0 ateda funkcia f je rastica na A. Funkcia f dosahuje na A globalne minimum

v bode 2 a globalne maximum v bode 3. Pre kazdé x € A plati:

10

3
S=f@=fO)=fB) =~

) f(x)=sinx—x,A= (—%,g)
Riesenie:

f je spojita funkcia definovana na ohrani¢enom, uzavretom intervale a teda dosahuje na fiom
svoje maximum i minimum. Extrémy funkcie f budu lezat' v stacionarnych bodoch alebo
Vv hrani¢nych bodoch intervalu. Zderivujme funkciu f:

f'(x)=cosx—1

Stacionarny bod patriaci do A je jediny, je to bod 0. Pre kazdé x € A, x # 0 je 0 < cosx < 1,
preto pre tieto body plati f'(x) < 0 a teda funkcia f je klesajuca na A. Funkcia f dosahuje na 4
globalne minimum v bode g a globalne maximum v bode —%. Pre kazdé x € A plati:

3vV3 -2m s T T—2v2
——— =3 =r@=<r(-7)=—5—
Priklad 8: Vypocitajte druhu derivaciu funkcie £, ak:
x%4+x-1
a) f(x) = x2-2x+1
RieSenie:
V priklade 6a) sme vypocitali, ze: f'(x) = (ij;. Potom:
., RN 1-3x\ -3(x-1)3-301-3x)(x—-1)?
MORIGIO ((x = 1)3> B - 1)

_ 3(x—-1*(x-1+1-3x)  6x
- (x —1)° ICEIE

1

b) f(x) ="



Riesenie:

2-Inx

V priklade 6b) sme vypocitali, ze: f'(x) = 57z Potom:
1 3
. ;o (2=Inx\" 1/2-Inx\" 1 —§x3/2—§(2—1nx)x1/2
P10 = (@) = (5am) =3(57) =3 pe
3 8—3Inx
~ 1(—x1/2)(1 +3 —7lnx) ~ 1(T) _3lnx-—8
"2 x3 T2 xS2 T 4xS”?

c) f(x)=(x?+6x+3)e**
RieSenie:
V priklade 6¢) sme vypocitali, Ze: f'(x) = 2e?*(x? + 7x + 6). Potom:
f'(x) = (f’(x))' = (2e**(x* + 7x + 6))’ =2(e**(x*+ 7x + 6))’

=2(2eP(x* +7x+6) + e (2x + 7)) = 2e**(2x* + 14x + 12+ 2x + 7)
= 2e?*(2x% + 16x + 19)

Priklad 9: Uvazujte funkciu f(x) = xe*. Ukézte, Ze n-ta derivacia funkcie £, tj. ™, ma predpis:
f™(x) = (x + n)e*, kde n € N.

Riesenie:

Tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou. NapiSme prvu derivaciu funkcie f:
f'(x) =e*+xe* =(x+1)e*
Skutoé¢ne teda pre n = 1 mame f™(x) = (x + n)e*. Pre n > 2 urobme predpoklad f ™= (x) =
(x + n — 1)e*. Ukazeme, ze z toho vyplyva f ™ (x) = (x + n)e”.

f™(x) = (f("‘l)(x)), = ((x +n— 1)ex)’ =e*+(x+n—1e*=(x+n)e*

Priklad 10: Uvazujte funkciu f(x) = ﬁ Najdite predpis n-tej derivacie funkcie f, tj. f™, kde
n € N. Ukazte, ze f ™ (0) = n!

Riesenie:

Napisme najprv niekol’ko prvych iteracii, aby sme mohli vyslovit hypotézu o f™:

1y 1y _ . , 1
foo:(ﬁ) =(1-0™)'=-11-0720-x)'=1-x) 2_(1—x)2_(1—x)2
160 = (é) S (-0 =20 -1 -2 =20 —x) P ==
= (1—x)2 - - - _(1—36)3_(1—)6)3
' 6 31

2 -3\’ _ — I _ -4 _ —
F6) = (o) = @U=07) = =61 =01 =2 =601 -0 = G = ey

Zrejme £ (x) = i

EEsTE Tvrdenie dokazeme matematickou indukciou. Pre n > 2 (pre n =

(n—-1)!

1 tvrdenie plati, ako vidno vyssie) urobme predpoklad f@=V(x) = o

vyplyva £ (x) = .

Ukazeme, ze z toho



F®00) = (Fr0w) = (%) =((-DA-0™) = —nm- D1 -1 - x)
=nl! (1 - X)_(n+1) = ﬁ
Ak fM(x) = # pre n € N, tak £ (0) = (1_:)‘)!n+1 = ”T' = n!

Priklad 11: Vysetrite konvexnost, konkavnost’ a inflexné body funkcie f, ak:

x2+x-1
x2-2x+1

a) fx)=
Riesenie:
Druhu derivéciu funkcie f sme uz nasli (vid’. Priklad 8a)):

6x

f (x) - (x _ 1)4,
Plati f"(0) = 0. Nasledujuca tabul’ka ukazuje, kde je druha derivacia kladna a kde zaporna:
(—o0,0) (0,1) (1, 00)
6x <0 >0 >0
(x — 1* >0 >0 > 0
(%) <0 >0 >0

Z toho vyplyva, funkcia f je konvexna na (0, 1) a na (1, ), funkcia f je konkavna na (—o, 0).
Inflexny bod funkcie sa nachddza v 0.

_lnx
b) fx) =22
Riesenie:

Druhu derivéciu funkcie f sme uz nasli (vid’. Priklad 8b)):

" 3lnx —8
fr(x) = “ax5Z
Plati £ (e®/%) = 0. Nasledujuca tabul'ka ukazuje, kde je druhé derivécia kladné a kde zaporna:
0.67) ()
3lnx—8 <0 >0
4x5/2 > 0 > 0
f"(x) <0 >0

Z toho vyplyva, funkcia f je konvexna na (e®/3,0) a konkavna na (0,e%/3). Inflexny bod
funkcie sa nachadza v e8/3.

c) f(x)=f(x) = (x?+ 6x + 3)e?*
Riesenie:

Druhu derivaciu funkcie f sme uz nasli (vid’. Priklad 8c)):
f"(x) = 2e?*(2x? + 16x + 19)
Plati £ (—4 + ?) =0af" (—4 - ?) = 0. Nasledujuca tabul’ka ukazuje, kde je druha derivacia

kladna a kde z&porna:



(mma-2) | (- | (e )

2 2 2 2
2x% + 16x + 19 >0 <0 >0
2e%* >0 >0 >0
f"(x) >0 <0 > 0
Z toho vyplyva, funkcia f je konvexnd na (—oo,—4 — g) ana <—4 + g o). Funkcia je
konkavna na <—4 — g —4 + §> Inflexné body funkcie su v —4 + g av—4— ?

DalSia literatdra Kk cvi€eniu, z ktorej moZete Gerpat’, sa nachadza na stranke predmetu:
http://matika.elf.stuba.sk/KMAT/Matematikal/ParalelkaC

Ide o subor:

1. Riesene_priklady9-10.pdf
http://matika.elf.stuba.sk/KMAT/Matematikal/ParalelkaC?action=AttachFile&do=get&target=
Riesene priklady9-10.pdf

Konkrétne si prejdite: 14.-16.priklad. V kazdom z tychto prikladov sa venujte bodom 1., 4.,5.,6.a 7.

Domace ulohy

Komentér: Tento tyzden semestra bez domécej ulohy.
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