
NEKONEČNÉ RADY 
 

 

Limitné podielové (D’Alembert-ovo) kritérium konvergencie nekončených radov: 

Uvažujme nekonečný rad ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  taký, že 𝑎𝑛 ≠ 0 pre všetky 𝑛 ∈ ℕ. Ak: 

1. lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| = 𝐿 < 1, tak ∑ 𝑎𝑛

∞
𝑛=1  je konvergentný; 

2. lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| = 𝐿 > 1, tak ∑ 𝑎𝑛

∞
𝑛=1  je divergentný. 

 

Príklad 1: Vyšetrite konvergenciu radu: 

a) ∑
(2𝑛+7)4𝑛+1

(𝑛−1)!
∞
𝑛=1  

Riešenie: 

Označme: 

𝑎𝑛 =
(2𝑛 + 7)4𝑛+1

(𝑛 − 1)!
 

potom: 

lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| = lim

𝑛→∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
= lim

𝑛→∞

(2(𝑛 + 1) + 7)4𝑛+2

𝑛!
(2𝑛 + 7)4𝑛+1

(𝑛 − 1)!

= lim
𝑛→∞

4(2𝑛 + 9)4𝑛+1

𝑛(𝑛 − 1)!
(2𝑛 + 7)4𝑛+1

(𝑛 − 1)!

= 4 lim
𝑛→∞

2𝑛 + 9

𝑛(2𝑛 + 7)
= 4 lim

𝑛→∞

𝑛 (2 +
9
𝑛)

𝑛(2𝑛 + 7)
= 4 lim

𝑛→∞

2 +
9
𝑛

2𝑛 + 7
=

8 + 0

∞
= 0 < 1 

Rad ∑
(2𝑛+7)4𝑛+1

(𝑛−1)!
∞
𝑛=1  je konvergentný. 

 

b) ∑
𝑛6

𝑛!
∞
𝑛=1  

Riešenie: 

Označme: 

𝑎𝑛 =
𝑛6

𝑛!
 

potom: 

lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| = lim

𝑛→∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
= lim

𝑛→∞

(𝑛 + 1)6

(𝑛 + 1)!
𝑛6

𝑛!

= lim
𝑛→∞

(𝑛 + 1)6

𝑛6

𝑛!

(𝑛 + 1)𝑛!
= lim

𝑛→∞

1

𝑛 + 1
(

𝑛 + 1

𝑛
)

6

= lim
𝑛→∞

1

𝑛 + 1
(1 +

1

𝑛
)

6

= ( lim
𝑛→∞

1

𝑛 + 1
) ( lim

𝑛→∞
(1 +

1

𝑛
)

6

) = 0.1 = 0 < 1 

Rad ∑
𝑛6

𝑛!
∞
𝑛=1  je konvergentný. 



c) ∑
𝑛3

3𝑛
∞
𝑛=1  

Riešenie: 

Označme: 

𝑎𝑛 =
𝑛3

3𝑛 

potom: 

lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| = lim

𝑛→∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
= lim

𝑛→∞

(𝑛 + 1)3

3𝑛+1

𝑛3

3𝑛

= lim
𝑛→∞

(𝑛 + 1)3

𝑛3

3𝑛

3. 3𝑛
=

1

3
lim

𝑛→∞
(

𝑛 + 1

𝑛
)

3

=
1

3
lim

𝑛→∞
(1 +

1

𝑛
)

3

=
1

3
(1 + 0)3 =

1

3
< 1 

Rad ∑
𝑛3

3𝑛
∞
𝑛=1  je konvergentný. 

 

d) ∑ 𝑛𝑝𝑎𝑛∞
𝑛=1 , kde 𝑝 ∈ ℝ je také, že 𝑝 ≥ 1 a 𝑎 ∈ ℝ je také, že 0 < 𝑎 < 1 

Riešenie: 

Označme: 

𝑎𝑛 = 𝑛𝑝𝑎𝑛, 
potom: 

lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| = lim

𝑛→∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
= lim

𝑛→∞

(𝑛 + 1)𝑝𝑎𝑛+1

𝑛𝑝𝑎𝑛
= lim

𝑛→∞
(

𝑛 + 1

𝑛
)

𝑝 𝑎𝑛𝑎

𝑎𝑛
= 𝑎 lim

𝑛→∞
(

𝑛 + 1

𝑛
)

𝑝

= 𝑎 lim
𝑛→∞

(1 +
1

𝑛
)

𝑝

= 𝑎(1 + 0)𝑝 = 𝑎 < 1 

Rad ∑ 𝑛𝑝𝑎𝑛∞
𝑛=1  je konvergentný. 

 

e) ∑
3𝑛

2𝑛(5𝑛3+3𝑛+11)
∞
𝑛=1  

Riešenie: 

Označme: 

𝑎𝑛 =
3𝑛

2𝑛(5𝑛3 + 3𝑛 + 11)
, 

potom: 

lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| = lim

𝑛→∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛

= lim
𝑛→∞

3𝑛+1

2𝑛+1(5(𝑛 + 1)3 + 3(𝑛 + 1) + 11)

3𝑛

2𝑛(5𝑛3 + 3𝑛 + 11)

= lim
𝑛→∞

3𝑛+1

3𝑛

2𝑛

2𝑛+1

5𝑛3 + 3𝑛 + 11

5(𝑛3 + 3𝑛2 + 3𝑛 + 1) + 3𝑛 + 3 + 11

=
3

2
lim
𝑛→∞

5𝑛3 + 3𝑛 + 11

5𝑛3 + 15𝑛2 + 18𝑛 + 19
=

3

2
lim
𝑛→∞

𝑛3 (5 +
3

𝑛2 +
11
𝑛3)

𝑛3 (5 +
15
𝑛

+
18
𝑛2 +

19
𝑛3)

 

 



 

=
3

2
lim

𝑛→∞

5 +
3

𝑛2 +
11
𝑛3

5 +
15
𝑛

+
18
𝑛2 +

19
𝑛3

=
3

2
.
5

5
=

3

2
> 1 

Rad ∑
3𝑛

2𝑛(5𝑛3+3𝑛+11)
∞
𝑛=1  je divergentný. 

 

Limitné odmocninové (Cauchy-ho) kritérium konvergencie nekončených radov: 

Uvažujme nekonečný rad ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 . Ak: 

1. lim
𝑛→∞

√|𝑎𝑛|𝑛
= 𝐿 < 1, tak ∑ 𝑎𝑛

∞
𝑛=1  je konvergentný; 

2. lim
𝑛→∞

√|𝑎𝑛|𝑛
= 𝐿 > 1, tak ∑ 𝑎𝑛

∞
𝑛=1  je divergentný. 

 

Príklad 2: Vyšetrite konvergenciu radu: 

a) ∑ (
𝑛+1

3𝑛−2
)

2𝑛
∞
𝑛=1  

Riešenie: 

Označme: 

𝑎𝑛 = (
𝑛 + 1

3𝑛 − 2
)

2𝑛

 

potom: 

lim
𝑛→∞

√|(
𝑛 + 1

3𝑛 − 2
)

2𝑛

|
𝑛

= lim
𝑛→∞

√(
𝑛 + 1

3𝑛 − 2
)

2𝑛𝑛

= lim
𝑛→∞

((
𝑛 + 1

3𝑛 − 2
)

2𝑛

)

1
𝑛

= lim
𝑛→∞

(
𝑛 + 1

3𝑛 − 2
)

2𝑛
𝑛

= lim
𝑛→∞

(
𝑛 + 1

3𝑛 − 2
)

2

= ( lim
𝑛→∞

𝑛 + 1

3𝑛 − 2
)

2

= ( lim
𝑛→∞

1 +
1
𝑛

3 −
2
𝑛

)

2

= (
1

3
)

2

=
1

9
< 1 

Rad ∑ (
𝑛+1

3𝑛−2
)

2𝑛
∞
𝑛=1  je konvergentný. 

 

b) ∑ (
𝑛+2

𝑛+1
)

𝑛2+3𝑛
∞
𝑛=1  

Riešenie: 

Označme: 

𝑎𝑛 = (
𝑛 + 2

𝑛 + 1
)

𝑛2+3𝑛

 

potom: 

lim
𝑛→∞

√|(
𝑛 + 2

𝑛 + 1
)

𝑛2+3𝑛

|
𝑛

= lim
𝑛→∞

√(
𝑛 + 2

𝑛 + 1
)

𝑛2+3𝑛𝑛

= lim
𝑛→∞

((
𝑛 + 2

𝑛 + 1
)

𝑛2+3𝑛

)

1
𝑛

= lim
𝑛→∞

(
𝑛 + 2

𝑛 + 1
)

𝑛2+3𝑛
𝑛

= lim
𝑛→∞

(
𝑛 + 2

𝑛 + 1
)

𝑛+3

= lim
𝑛→∞

(
𝑛 + 1 + 1

𝑛 + 1
)

𝑛+1+2

= lim
𝑛→∞

(1 +
1

𝑛 + 1
)

𝑛+1

(1 +
1

𝑛 + 1
)

2

 

 



= lim
𝑛→∞

(1 +
1

𝑛 + 1
)

𝑛+1

lim
𝑛→∞

(1 +
1

𝑛 + 1
)

2

= 𝑒(1 + 0)2 = 𝑒 > 1 

 

Rad ∑ (
𝑛+2

𝑛+1
)

𝑛2+3𝑛
∞
𝑛=1  je divergentný. 

 

c) ∑
𝑛𝑛

2𝑛2
∞
𝑛=1  

Riešenie: 

Označme: 

𝑎𝑛 =
𝑛𝑛

2𝑛2 

potom: 

lim
𝑛→∞

√|
𝑛𝑛

2𝑛2|
𝑛

= lim
𝑛→∞

√
𝑛𝑛

2𝑛2

𝑛

= lim
𝑛→∞

(
𝑛𝑛

2𝑛2)

1
𝑛

= lim
𝑛→∞

𝑛
𝑛
𝑛

2
𝑛2

𝑛

= lim
𝑛→∞

𝑛

2𝑛
= 0, 

kde v poslednom kroku úpravy limity sme využili nutnú podmienku konvergencie nekonečného 

radu ∑
𝑛

2𝑛
∞
𝑛=1 , ktorý je podľa D’Alembertovho limitného kritéria konvergencie nekonečného radu 

konvergentný: 

lim
𝑛→∞

𝑛 + 1
2𝑛+1

𝑛
2𝑛

= lim
𝑛→∞

𝑛 + 1

𝑛

2𝑛

2. 2𝑛
=

1

2
lim

𝑛→∞

𝑛 + 1

𝑛
=

1

2
lim

𝑛→∞
1 +

1

𝑛
=

1

2
(1 + 0) =

1

2
< 1 

Pretože lim
𝑛→∞

√|
𝑛𝑛

2𝑛2|
𝑛

= 0 < 1, podľa Cauchyho limitného kritéria je rad ∑
𝑛𝑛

2𝑛2
∞
𝑛=1  konvergentný. 

 

Uvažujme nekonečné rady ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 , ∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1 . Ak pre každé 𝑛 ∈ ℕ platí: |𝑎𝑛| ≤ 𝑏𝑛, tak rad 

∑ 𝑏𝑛
∞
𝑛=1  nazývame majorantným radom k radu ∑ 𝑎𝑛

∞
𝑛=1  a značíme ∑ 𝑎𝑛

∞
𝑛=1 ≪  ∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1 . 

Porovnávacie kritérium konvergencie nekončených radov: 

Nech ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 ≪  ∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1 . Ak: 

1. ∑ 𝑏𝑛
∞
𝑛=1  je konvergetný, tak aj ∑ 𝑎𝑛

∞
𝑛=1  je konvergentný; 

2. ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  je divergentný, tak aj ∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1  je divergentný. 

 

Príklad 3: Vyšetrite konvergenciu radu: 

a) ∑
sin 𝑛

5𝑛
∞
𝑛=1  

Riešenie: 

Pre každé 𝑛 ∈ ℕ platí: 

|
sin 𝑛

5𝑛 | =
|sin 𝑛|

5𝑛
≤

1

5𝑛
= (

1

5
)

𝑛

 

Z toho vyplýva, že: 



∑
sin 𝑛

5𝑛

∞

𝑛=1

≪  ∑ (
1

5
)

𝑛∞

𝑛=1

 

Teda rad ∑ (
1

5
)

𝑛
∞
𝑛=1  je majorantným radom k radu ∑

sin 𝑛

5𝑛
∞
𝑛=1  a keďže je konvergentný 

(pretože ide o geometrický rad s kvocientom 𝑞 =
1

5
), podľa porovnávacieho kritéria konver-

guje aj rad ∑
sin 𝑛

5𝑛
∞
𝑛=1 . 

 

b) ∑ (
1

2
)

𝑛2

∞
𝑛=1  

Riešenie: 

Pre každé 𝑛 ∈ ℕ platí: 

|(
1

2
)

𝑛2

| = (
1

2
)

𝑛2

≤ (
1

2
)

𝑛

 

Z toho vyplýva, že: 

∑ (
1

2
)

𝑛2∞

𝑛=1

≪  ∑ (
1

2
)

𝑛∞

𝑛=1

 

Teda rad ∑ (
1

2
)

𝑛
∞
𝑛=1  je majorantným radom k radu ∑ (

1

2
)

𝑛2

∞
𝑛=1 a keďže je konvergentný 

(pretože ide o geometrický rad s kvocientom 𝑞 =
1

2
), podľa porovnávacieho kritéria konver-

guje aj rad ∑ (
1

2
)

𝑛2

∞
𝑛=1 . 

 

c) ∑
𝑛3(√2+(−1)𝑛)

𝑛

3𝑛
∞
𝑛=1  

Riešenie: 

Pre každé 𝑛 ∈ ℕ platí: 

|
𝑛3(√2 + (−1)𝑛)

𝑛

3𝑛 | =
𝑛3(√2 + (−1)𝑛)

𝑛

3𝑛
≤

𝑛3(√2 + 1)
𝑛

3𝑛
= 𝑛3 (

√2 + 1

3
)

𝑛

 

Z toho vyplýva, že: 

∑
𝑛3(√2 + (−1)𝑛)

𝑛

3𝑛

∞

𝑛=1

≪  ∑ 𝑛3 (
√2 + 1

3
)

𝑛∞

𝑛=1

 

Teda rad ∑ 𝑛3 (
√2+1

3
)

𝑛
∞
𝑛=1  je majorantným radom k radu ∑

𝑛3(√2+(−1)𝑛)
𝑛

3𝑛
∞
𝑛=1  a keďže 

podľa príkladu 1d), kde 𝑝 = 3 a 𝑎 =
√2+1

3
, je konvergentný, tak podľa porovnávacieho kritéria 

konverguje aj rad ∑
𝑛3(√2+(−1)𝑛)

𝑛

3𝑛
∞
𝑛=1 . 

 



d) ∑
𝑛4

𝜋
sin (

𝜋

2𝑛)∞
𝑛=1  

Riešenie: 

Pretože pre každé 𝑥 ∈ 〈0,
𝜋

2
〉 platí: sin 𝑥 ≤ 𝑥 (overte), tak pre každé 𝑛 ∈ ℕ dostávame: 

|
𝑛4

𝜋
sin (

𝜋

2𝑛
)| =

𝑛4

𝜋
sin (

𝜋

2𝑛
) ≤

𝑛4

𝜋

𝜋

2𝑛
= 𝑛4 (

1

2
)

𝑛

 

Z toho vyplýva, že: 

∑ 𝑛4 sin (
𝜋

2𝑛
)

∞

𝑛=1

≪  ∑ 𝑛4 (
1

2
)

𝑛∞

𝑛=1

 

Teda rad ∑ 𝑛4 (
1

2
)

𝑛
∞
𝑛=1  je majorantným radom k radu ∑

𝑛4

𝜋
sin (

𝜋

2𝑛)∞
𝑛=1  a keďže podľa príkladu 

1d), kde 𝑝 = 4 a 𝑎 =
1

2
, je konvergentný, tak podľa porovnávacieho kritéria konverguje aj rad 

∑
𝑛4

𝜋
sin (

𝜋

2𝑛)∞
𝑛=1 . 

 

e) ∑ 𝑛 tg (
𝜋

2𝑛+2)∞
𝑛=1  

Riešenie: 

Pretože pre každé 𝑥 ∈ 〈0,
𝜋

4
〉 platí: tg 𝑥 ≤

4

𝜋
𝑥 (overte), tak pre každé 𝑛 ∈ ℕ dostávame: 

|𝑛 tg (
𝜋

2𝑛+2
)| = 𝑛 tg (

𝜋

2𝑛+2
) ≤ 𝑛

4

𝜋

𝜋

2𝑛+2
=

𝜋

4

4

𝜋
𝑛 (

1

2
)

𝑛

= 𝑛 (
1

2
)

𝑛

 

Z toho vyplýva, že: 

∑ 𝑛 tg (
𝜋

2𝑛+2
)

∞

𝑛=1

≪  ∑ 𝑛 (
1

2
)

𝑛∞

𝑛=1

 

Teda rad ∑ 𝑛 (
1

2
)

𝑛
∞
𝑛=1  je majorantným radom k radu ∑ 𝑛 tg (

𝜋

2𝑛+2)∞
𝑛=1  a keďže podľa príkladu 

1d), kde 𝑝 = 1 a 𝑎 =
1

2
, je konvergentný, tak podľa porovnávacieho kritéria konverguje aj rad 

∑ 𝑛 tg (
𝜋

2𝑛+2)∞
𝑛=1 . 

 

Tvrdenie 1:  

Rad ∑
1

𝑛𝑝
∞
𝑛=1  je konvergentný práve vtedy, keď 𝑝 > 1. 

 

Príklad 4: Vyšetrite konvergenciu radu: 

a) ∑
arctg 𝑛

√𝑛
∞
𝑛=1  

Riešenie: 

Pretože pre každé 𝑥 ∈ ⟨1, ∞) platí: 
𝜋

4
≤ arctg 𝑥, tak pre každé 𝑛 ∈ ℕ dostávame: 



arctg 𝑛

√𝑛
≥

𝜋

4

1

√𝑛
 

Z toho vyplýva, že: 

∑
𝜋

4

1

√𝑛

∞

𝑛=1

≪  ∑
arctg 𝑛

√𝑛

∞

𝑛=1

 

Teda rad ∑
arctg 𝑛

√𝑛
∞
𝑛=1  je majorantným radom k radu ∑

𝜋

4

1

√𝑛
∞
𝑛=1 , ktorý podľa Tvrdenia 1 diverguje, 

keďže príslušné 𝑝 =
1

2
. Preto podľa porovnávacieho kritéria diverguje aj rad ∑

arctg 𝑛

√𝑛
∞
𝑛=1 . 

 

b) ∑
1

ln(𝑛+1)
∞
𝑛=1  

Riešenie: 

Pretože pre každé 𝑥 ∈ (0, ∞ ) platí: ln 𝑥 < 𝑥 (overte), tak pre každé 𝑛 ∈ ℕ dostávame: 

1

ln(𝑛 + 1)
>

1

𝑛 + 1
 

Z toho vyplýva, že: 

∑
1

𝑛 + 1

∞

𝑛=1

≪  ∑
1

ln(𝑛 + 1)

∞

𝑛=1

 

Teda rad ∑
1

ln(𝑛+1)
∞
𝑛=1  je majorantným radom k radu ∑

1

𝑛+1
∞
𝑛=1 , ktorý je podľa Tvrdenia 1 

divergentný a preto je podľa porovnávacieho kritéria divergentný aj rad ∑
1

ln(𝑛+1)
∞
𝑛=1 . 

 

c) ∑ 𝑛2 sin (
1

𝑛3)∞
𝑛=1  

Riešenie: 

Pretože pre každé 𝑥 ∈ 〈0,
𝜋

2
〉 platí: 

2

𝜋
𝑥 ≤ sin 𝑥 (overte), tak pre každé 𝑛 ∈ ℕ dostávame: 

𝑛2 sin (
1

𝑛3
) ≥ 𝑛2

2

𝜋

1

𝑛3
=

2

𝜋

1

𝑛
 

Z toho vyplýva, že: 

∑
2

𝜋𝑛

∞

𝑛=1

≪  ∑ 𝑛2 sin (
1

𝑛3
)

∞

𝑛=1

 

Teda rad ∑ 𝑛2 sin (
1

𝑛3)∞
𝑛=1  je majorantným radom k radu ∑

2

𝜋𝑛
∞
𝑛=1 , ktorý je podľa Tvrdenia 1 

divergentný a preto je podľa porovnávacieho kritéria divergentný aj rad ∑ 𝑛2 sin (
1

𝑛3)∞
𝑛=1 . 

 

d) ∑ 𝑛 tg (
𝑛

𝑛2+3
)∞

𝑛=1  

Riešenie: 



Pretože pre každé 𝑥 ∈ 〈0,
𝜋

4
〉 platí: 𝑥 ≤ tg 𝑥 (overte), tak pre každé 𝑛 ∈ ℕ dostávame: 

𝑛 tg (
𝑛

𝑛2 + 3
) ≥ 𝑛

𝑛

𝑛2 + 3
=

𝑛2

𝑛2 + 3
 

Z toho vyplýva, že: 

∑
𝑛2

𝑛2 + 3

∞

𝑛=1

≪  ∑ 𝑛 tg (
𝑛

𝑛2 + 3
)

∞

𝑛=1

 

Teda rad ∑ 𝑛 tg (
𝑛

𝑛2+3
)∞

𝑛=1  je majorantným radom k radu ∑
𝑛2

𝑛2+3
∞
𝑛=1 , ktorý je divergentný, pretože 

nespĺňa nutnú podmienku konvergencie nekonečného radu: 

lim
𝑛→∞

𝑛2

𝑛2 + 3
= lim

𝑛→∞

𝑛2 + 3 − 3

𝑛2 + 3
lim

𝑛→∞
1 −

3

𝑛2 + 3
= 1 − 0 = 1 ≠ 0. 

Preto je podľa porovnávacieho kritéria divergentný aj rad ∑ 𝑛 tg (
𝑛

𝑛2+3
)∞

𝑛=1 . 

 

e) ∑
9𝑛2+3𝑛

𝑛3+5𝑛2+2𝑛+1
∞
𝑛=1  

Riešenie: 

Pre každé 𝑛 ∈ ℕ platí: 

9𝑛2 + 3𝑛

𝑛3 + 5𝑛2 + 2𝑛 + 1
≥

9𝑛2

𝑛3 + 5𝑛3 + 2𝑛3 + 𝑛3
=

9𝑛2

9𝑛3
=

1

𝑛
 

Z toho vyplýva, že: 

∑
1

𝑛

∞

𝑛=1

≪  ∑
9𝑛2 + 3𝑛

𝑛3 + 5𝑛2 + 2𝑛 + 1

∞

𝑛=1

 

Teda rad ∑
9𝑛2+3𝑛

𝑛3+5𝑛2+2𝑛+1

∞
𝑛=1  je majorantným radom k radu ∑

1

𝑛
∞
𝑛=1 , ktorý je podľa Tvrdenia 1 

divergentný a preto je podľa porovnávacieho kritéria divergentný aj rad ∑
9𝑛2+3𝑛

𝑛3+5𝑛2+2𝑛+1
∞
𝑛=1 . 

 

f) ∑
𝑛2+4𝑛

𝑛4+3𝑛+3
∞
𝑛=1  

Riešenie: 

Pre každé 𝑛 ∈ ℕ platí: 

𝑛2 + 4𝑛

𝑛4 + 3𝑛 + 3
≤

𝑛2 + 4𝑛2

𝑛4
=

5𝑛2

𝑛4
=

5

𝑛2
 

Z toho vyplýva, že: 

∑
𝑛2 + 4𝑛

𝑛4 + 3𝑛 + 3

∞

𝑛=1

≪  ∑
5

𝑛2

∞

𝑛=1

 



Rad ∑
5

𝑛2
∞
𝑛=1 , ktorý je podľa Tvrdenia 1 konvergentný, je majorantným radom k radu ∑

𝑛2+4𝑛

𝑛4+3𝑛+3
∞
𝑛=1  

a preto je podľa porovnávacieho kritéria konvergentný aj rad ∑
𝑛2+4𝑛

𝑛4+3𝑛+3
∞
𝑛=1 . 

 

Nech 𝑎𝑛 > 0 pre všetky 𝑛 ∈ ℕ. Rad ∑ (−1)𝑛+1𝑎𝑛
∞
𝑛=1  nazývame rad so striedavým 

znamienkom. 

Leibniz-ovo kritérium konvergencie radov so striedavým znamienkom: 

Nech ∑ (−1)𝑛+1𝑎𝑛
∞
𝑛=1  je rad so striedavým znamienkom. Ak: 

1. lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0, 

2. postupnosť {𝑎𝑛}𝑛=1
∞  je nerastúca, tzn. 𝑎𝑛+1 ≤ 𝑎𝑛 pre všetky 𝑛 ∈ ℕ, 

tak rad ∑ (−1)𝑛+1𝑎𝑛
∞
𝑛=1  je konvergentný. 

 

Príklad 5: Vyšetrite konvergenciu radu: 

a) ∑ (−1)𝑛 sin (
𝜋

𝑛
)∞

𝑛=1  

Riešenie: 

Rad ∑ (−1)𝑛 sin (
𝜋

𝑛
)∞

𝑛=1  je rad so striedavým znamienkom, pretože: 

∑(−1)𝑛 sin (
𝜋

𝑛
)

∞

𝑛=1

= − sin 𝜋 + ∑(−1)𝑛 sin (
𝜋

𝑛
)

∞

𝑛=2

= 0 + ∑(−1)𝑛+1 sin (
𝜋

𝑛 + 1
)

∞

𝑛=1

= ∑(−1)𝑛+1 sin (
𝜋

𝑛 + 1
)

∞

𝑛=1

 

Keďže 0 <
𝜋

𝑛+1
≤

𝜋

2
, tak pre všetky 𝑛 ∈ ℕ platí: sin (

𝜋

𝑛+1
) > 0. 

Označme: 𝑎𝑛 = sin (
𝜋

𝑛+1
). Vyšetrime postupnosť {𝑎𝑛}𝑛=1

∞ . 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

sin (
𝜋

𝑛 + 1
) = sin 0 = 0 

Pre všetky 𝑛 ∈ ℕ platí: 

𝜋

𝑛 + 2
<

𝜋

𝑛 + 1
 

Keďže sin 𝑥 je na intervale 〈0,
𝜋

2
〉 rastúca, tak pre všetky 𝑛 ∈ ℕ máme: 

𝑎𝑛+1 = sin (
𝜋

𝑛 + 2
) < sin (

𝜋

𝑛 + 1
) = 𝑎𝑛. 

To znamená, že postupnosť {𝑎𝑛}𝑛=1
∞  je klesajúca. 

Obe podmienky Leibnizovho kritéria konvergencie radov so striedavým znamienkom sú 

splnené a preto je rad ∑ (−1)𝑛 sin (
𝜋

𝑛
)∞

𝑛=1  konvergentný. 



 

b) ∑ (−1)𝑛+1 arctg (
1

𝑛
)∞

𝑛=1  

Riešenie: 

Rad ∑ (−1)𝑛+1 arctg (
1

𝑛
)∞

𝑛=1  je rad so striedavým znamienkom, pretože pre každé 𝑛 ∈ ℕ platí: 

arctg (
1

𝑛
) > 0. 

Označme: 𝑎𝑛 = arctg (
1

𝑛
). Vyšetrime postupnosť {𝑎𝑛}𝑛=1

∞ . 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

arctg (
1

𝑛
) = arctg 0 = 0 

Pre všetky 𝑛 ∈ ℕ platí: 

1

𝑛 + 1
<

1

𝑛
 

Keďže arctg 𝑥 je funkcia rastúca na celom ℝ, tak pre všetky 𝑛 ∈ ℕ máme: 

𝑎𝑛+1 = arctg (
1

𝑛 + 1
) < arctg (

1

𝑛
) = 𝑎𝑛. 

To znamená, že postupnosť {𝑎𝑛}𝑛=1
∞  je klesajúca. 

Obe podmienky Leibnizovho kritéria konvergencie radov so striedavým znamienkom sú splnené 

a preto je rad ∑ (−1)𝑛+1 arctg (
1

𝑛
)∞

𝑛=1  konvergentný. 

 

c) ∑
(−1)𝑛+1

𝑛
∞
𝑛=1  

Riešenie: 

Rad ∑ (−1)𝑛+1 (
1

𝑛
)∞

𝑛=1  je rad so striedavým znamienkom, pretože pre každé 𝑛 ∈ ℕ platí: 
1

𝑛
> 0. 

Označme: 𝑎𝑛 =
1

𝑛
. Vyšetrime postupnosť {𝑎𝑛}𝑛=1

∞ . 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

1

𝑛
= 0 

Pre všetky 𝑛 ∈ ℕ platí: 

𝑎𝑛+1 =
1

𝑛 + 1
<

1

𝑛
= 𝑎𝑛 

To znamená, že postupnosť {𝑎𝑛}𝑛=1
∞  je klesajúca. 

Obe podmienky Leibnizovho kritéria konvergencie radov so striedavým znamienkom sú splnené 

a preto je rad ∑
(−1)𝑛+1

𝑛
∞
𝑛=1  konvergentný. 

Poznámka: 

Rad ∑
(−1)𝑛+1

𝑛
∞
𝑛=1  konvergetný síce je, ale rad ∑ |

(−1)𝑛+1

𝑛
|∞

𝑛=1 = ∑
1

𝑛
∞
𝑛=1  je divergentný. 



Rad ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  taký, že ∑ |𝑎𝑛|∞

𝑛=1  je konvergentný, nazývame absolútne konvergentný. 

Konvergetný rad ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  taký, že ∑ |𝑎𝑛|∞

𝑛=1  diverguje, nazývame relatívne konvergentný. 

Rad ∑
(−1)𝑛+1

𝑛
∞
𝑛=1  je príkladom relatívne konvergentného radu. 

 

Tvrdenie 2:  

Rad ∑
(−1)𝑛+1

𝑛𝑝
∞
𝑛=1  je konvergentný práve vtedy, keď 𝑝 > 0. 

 

Príklad 6: Vyšetrite konvergenciu radu: 

∑
(−1)𝑛+1

√𝑛

∞

𝑛=1

 

Riešenie: 

Podľa Tvrdenia 2 je rad konvergentný, keďže príslušné 𝑝 =
1

2
. 

 

Nech 𝑓 má v bode 𝑎 derivácie všetkých rádov, tj. pre všetky 𝑛 ∈ ℕ existuje 𝑓(𝑛)(𝑎), potom 

∑
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!

∞

𝑛=0

(𝑥 − 𝑎)𝑛, 

kde 𝑓(0)(𝑎) rozumieme 𝑓(𝑎), nazývame Taylorov rad funkcie 𝑓 v bode 𝑎. 

Funkcia 𝑓 sa nazýva (reálno-) analytická na okolí bodu 𝑎, ak jej Taylorov rad v bode 𝑎 

konverguje na tomto okolí k funkcií 𝑓 (tj. 𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!
∞
𝑛=0 (𝑥 − 𝑎)𝑛). 

 

Príklad 8: Nájdite Taylorov rad funkcie 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 v bode 𝑎 = 0. 

Riešenie: 

Pretože (𝑒𝑥)′ = 𝑒𝑥 pre všetky 𝑥 ∈ ℝ, tak 𝑓(𝑛)(𝑥) = 𝑒𝑥 pre všetky 𝑥 ∈ ℝ a pre všetky 𝑛 ∈ ℕ. 

Z toho vyplýva, že 𝑓(𝑛)(𝑎) existuje pre všetky 𝑛 ∈ ℕ a platí: 𝑓(𝑛)(𝑎) = 𝑓(𝑛)(0) = 𝑒0 = 1. 

Uvedené samozrejme platí aj pre 𝑛 = 0, pretože 𝑓(0) = 𝑒0 = 1. 

Taylorov rad funkcie 𝑓 v bode 𝑎 = 0 je: 

∑
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!

∞

𝑛=0

(𝑥 − 𝑎)𝑛 = ∑
1

𝑛!

∞

𝑛=0

(𝑥 − 0)𝑛 = ∑
𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

Rad konverguje pre každé 𝑥 ∈ ℝ, pretože pre každé reálne 𝑥 platí: 

lim
𝑛→∞

|
𝑥𝑛+1

(𝑛 + 1)!
|

|
𝑥𝑛

𝑛! |
= lim

𝑛→∞

|𝑥|𝑛+1

(𝑛 + 1)!
|𝑥|𝑛

𝑛!

= lim
𝑛→∞

|𝑥|𝑛+1

|𝑥|𝑛

𝑛!

(𝑛 + 1)!
= lim

𝑛→∞

|𝑥|𝑛|𝑥|

|𝑥|𝑛

𝑛!

(𝑛 + 1)𝑛!
= |𝑥| lim

𝑛→∞

1

𝑛 + 1

= |𝑥|. 0 = 0 < 1 

Pre všetky 𝑥 ∈ ℝ máme: 



𝑒𝑥 = ∑
𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

 

Príklad 9: Nájdite Taylorov rad funkcie 𝑓(𝑥) =
1

1−𝑥
 v bode 𝑎 = 0. Nájdite približnú hodnotu 

𝑓 (−
1

10
) z Taylorovho polynómu 3. rádu v bode 𝑎 = 0. 

Riešenie: 

Z príkladu 10 z cvičenia 9 vieme, že 𝑓(𝑛)(𝑥) =
𝑛!

(1−𝑥)𝑛+1
 a 𝑓(𝑛)(0) = 𝑛!, kde 𝑛 ∈ ℕ. Rovnako 

𝑓(𝑛)(0) = 𝑛! pre 𝑛 = 0, pretože 𝑓(0) =
1

1−0
= 1 = 0! Z toho vyplýva, že 𝑓(𝑛)(𝑎) existuje 

pre všetky 𝑛 ∈ ℕ a Taylorov rad funkcie 𝑓 v bode 𝑎 = 0 je: 

∑
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!

∞

𝑛=0

(𝑥 − 𝑎)𝑛 = ∑
𝑛!

𝑛!

∞

𝑛=0

(𝑥 − 0)𝑛 = ∑ 𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

Rad konverguje pre každé 𝑥 ∈ (−1,1), pretože platí: 

lim
𝑛→∞

|𝑥𝑛+1|

|𝑥𝑛|
= lim

𝑛→∞

|𝑥|𝑛+1

|𝑥|𝑛
= lim

𝑛→∞

|𝑥|𝑛|𝑥|

|𝑥|𝑛
= |𝑥| < 1 

práve vtedy, keď 𝑥 ∈ (−1,1). Pre všetky 𝑥 ∈ (−1,1) máme: 

1

1 − 𝑥
= ∑ 𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

Taylorov polynóm 3. rádu z funkcie 𝑓 v bode 𝑎 = 0 je teda: 

𝑇3(𝑓, 0; 𝑥) = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 

Odtiaľ: 

𝑇3 (𝑓, 0; −
1

10
) = 1 −

1

10
+ (−

1

10
)

2

+ (−
1

10
)

3

=
9

10
+

1

100
−

1

1000
=

909

1000
= 0,909 

Teda 𝑓 (−
1

10
) ≅ 0,909 (na porovnanie skutočná hodnota 𝑓 (−

1

10
) =

1

1−(−
1

10
)

=
1

11

10

=
10

11
=

0, 90̅̅̅̅ ). 

Pozn.: 

Ľahko nahliadneme, že skutočne platí 𝑓 (−
1

10
) =

1

1−(−
1

10
)

= ∑ (−
1

10
)

𝑛
∞
𝑛=0 . Rad ∑ (−

1

10
)

𝑛
∞
𝑛=0 =

∑ (−
1

10
)

𝑛−1
∞
𝑛=1  je totiž geometrický s 𝑎 = 1 a kvocientom 𝑞 = −

1

10
. Preto: 

∑ (−
1

10
)

𝑛∞

𝑛=0

=
1

1 − (−
1

10)
=

10

11
 



Príklad 10: Nájdite Taylorov rad funkcie 𝑓(𝑥) =
1

1+𝑥
 v bode 𝑎 = 1. Nájdite približnú hodnotu 

𝑓 (
4

5
) z Taylorovho polynómu 2. rádu v bode 𝑎 = 1. 

Riešenie: 

Potrebujeme nájsť predpis 𝑛-tej derivácie funkcie 𝑓. Napíšme najprv niekoľko prvých iterácií, 

aby sme mohli vysloviť hypotézu o 𝑓(𝑛): 

𝑓′(𝑥) = (
1

1 + 𝑥
)

′

= ((1 + 𝑥)−1)′ = −(1 + 𝑥)−2 =
−1

(1 + 𝑥)2
=

(−1)11!

(1 + 𝑥)2
 

𝑓′′(𝑥) = (
−1

(1 + 𝑥)2
)

′

= (−(1 + 𝑥)−2)′ = 2(1 + 𝑥)−3 =
2

(1 + 𝑥)3
=

(−1)22!

(1 + 𝑥)3
 

𝑓′′′(𝑥) = (
2

(1 + 𝑥)3
)

′

= (2(1 + 𝑥)−3)′ = −6(1 + 𝑥)−4 =
−6

(1 + 𝑥)4
=

(−1)33!

(1 + 𝑥)4
 

Zrejme 𝑓(𝑛)(𝑥) =
(−1)𝑛𝑛!

(1+𝑥)𝑛+1. Tvrdenie dokážeme matematickou indukciou. Pre 𝑛 ≥ 2 (pre 𝑛 =

1 tvrdenie platí, ako vidno vyššie) urobme predpoklad 𝑓(𝑛−1)(𝑥) =
(−1)𝑛−1(𝑛−1)!

(1+𝑥)𝑛 . Ukážeme, že 

z toho vyplýva 𝑓(𝑛)(𝑥) =
(−1)𝑛𝑛!

(1+𝑥)𝑛+1. 

𝑓(𝑛)(𝑥) = (𝑓(𝑛−1)(𝑥))
′

= (
(−1)𝑛−1(𝑛 − 1)!

(1 + 𝑥)𝑛
)

′

= ((−1)𝑛−1(𝑛 − 1)! (1 + 𝑥)−𝑛)′

= −(−1)𝑛−1𝑛(𝑛 − 1)! (1 + 𝑥)−𝑛−1 = (−1)𝑛𝑛! (1 + 𝑥)−(𝑛+1) =
(−1)𝑛𝑛!

(1 + 𝑥)𝑛+1
 

Z toho dostávame: 

𝑓(𝑛)(𝑎) = 𝑓(𝑛)(1) =
(−1)𝑛𝑛!

2𝑛+1
 

Rovnako 𝑓(𝑛)(𝑎) =
(−1)𝑛𝑛!

2𝑛+1  pre 𝑛 = 0, pretože 𝑓(1) =
1

1+1
=

1

2
=

(−1)00!

20+1 . 

Taylorov rad funkcie 𝑓 v bode 𝑎 = 1 teda je: 

∑
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!

∞

𝑛=0

(𝑥 − 𝑎)𝑛 = ∑

(−1)𝑛𝑛!
2𝑛+1

𝑛!

∞

𝑛=0

(𝑥 − 1)𝑛 = ∑
(−1)𝑛

2𝑛+1
(𝑥 − 1)𝑛

∞

𝑛=0

= ∑
(1 − 𝑥)𝑛

2𝑛+1

∞

𝑛=0

 

Rad konverguje pre každé 𝑥 ∈ (−1,3), pretože platí: 

lim
𝑛→∞

|
(1 − 𝑥)𝑛+1

2𝑛+2 |

|
(1 − 𝑥)𝑛

2𝑛+1 |
= lim

𝑛→∞

|𝑥 − 1|𝑛+1

|𝑥 − 1|𝑛

2𝑛+1

2𝑛+2
=

1

2
lim

𝑛→∞
|𝑥 − 1| =

1

2
|𝑥 − 1| < 1 

práve vtedy, keď 𝑥 ∈ (−1,3). Pre všetky 𝑥 ∈ (−1,3) máme: 

1

1 + 𝑥
= ∑

(1 − 𝑥)𝑛

2𝑛+1

∞

𝑛=0

 

K uvedenému Taylorovmu radu funkcie 𝑓 je možné dopracovať sa aj iným spôsobom a to 

takým, že využijeme, že pre všetky 𝑥 ∈ (−1,1) platí: 
1

1−𝑥
= ∑ 𝑥𝑛∞

𝑛=0  (Príklad 9): 

𝟏

𝟏 + 𝒙
=

1

1 − (−𝑥)
=

1

2 − (1 − 𝑥)
=

1

2

1

1 −
(1 − 𝑥)

2

 



= |označme 𝑧 =
(1 − 𝑥)

2
, podľa 𝐏𝐫í𝐤𝐥𝐚𝐝𝐮 𝟗 musí platiť: |𝑧| < 1; z toho 

1

2
|𝑥 − 1| < 1| = 

=
1

2
∑ (

1 − 𝑥

2
)

𝑛∞

𝑛=0

= ∑
(𝟏 − 𝒙)𝒏

𝟐𝒏+𝟏

∞

𝒏=𝟎

 

Takže pre všetky 𝑥 ∈ (−1,3) máme: 

1

1 + 𝑥
= ∑

(1 − 𝑥)𝑛

2𝑛+1

∞

𝑛=0

 

Taylorov polynóm 2. rádu z funkcie 𝑓 v bode 𝑎 = 1 je potom: 

𝑇2(𝑓, 1; 𝑥) =
1

2
+

1 − 𝑥

4
+

(1 − 𝑥)2

8
=

4

8
+

2 − 2𝑥

8
+

1 − 2𝑥 + 𝑥2

8
=

7 − 4𝑥 + 𝑥2

8
 

Odtiaľ: 

𝑇2 (𝑓, 1;
4

5
) =

7 − 4 (
4
5

) + (
4
5

)
2

8
=

7 −
16
5

+
16
25

8
=

7 −
64
25

8
=

111

200
= 0,555 

Teda 𝑓 (
4

5
) ≅ 0,555 (na porovnanie skutočná hodnota 𝑓 (

4

5
) =

1

1+
4

5

=
1
9

5

=
5

9
= 0, 5̅). 

Pozn.: 

Ľahko nahliadneme, že skutočne platí 𝑓 (
4

5
) =

5

9
= ∑

(1−
4

5
)

𝑛

2𝑛+1
∞
𝑛=0 . Máme: 

∑
(1 −

4
5

)
𝑛

2𝑛+1

∞

𝑛=0

= ∑
1

2

(
1
5

)
𝑛

2𝑛

∞

𝑛=0

= ∑
1

2
(

1

10
)

𝑛∞

𝑛=0

= ∑
1

2
(

1

10
)

𝑛−1∞

𝑛=1

 

Rad je teda geometrický s 𝑎 =
1

2
 a kvocientom 𝑞 =

1

10
. Preto: 

∑
(1 −

4
5

)
𝑛

2𝑛+1

∞

𝑛=0

=

1
2

1 −
1

10

=

5
10
9

10

=
5

9
 

 

Ďalšia literatúra k cvičeniu, z ktorej môžete čerpať, sa nachádza na stránke predmetu: 

http://matika.elf.stuba.sk/KMAT/Matematika1/ParalelkaC 

Ide o súbor: 

1. Riesene_priklady11-12.pdf  

http://matika.elf.stuba.sk/KMAT/Matematika1/ParalelkaC?action=AttachFile&do=get&target=Ries

ene_priklady11-12.pdf 

Konkrétne si prejdite: 9.-16.príklad. 

 

http://matika.elf.stuba.sk/KMAT/Matematika1/ParalelkaC
http://matika.elf.stuba.sk/KMAT/Matematika1/ParalelkaC?action=AttachFile&do=get&target=Riesene_priklady11-12.pdf
http://matika.elf.stuba.sk/KMAT/Matematika1/ParalelkaC?action=AttachFile&do=get&target=Riesene_priklady11-12.pdf


Domáca úloha 
 

DÚ: Ukážte, že  

∑ cos ((
3

4
+ 𝑛) 𝜋) sin (

1

𝑛
)

∞

𝑛=1

 

je rad so striedavým znamienkom. Použite Leibnizovo kritérium konvergencie, aby ste ukázali, že 

rad je konvergentný. 

Komentár: Úloha je za 1 prémiový bod, ktorý získajú prví pätnásti riešitelia, ktorí úlohu celú 

správne vyriešia. Riešenia zasielajte výhradne z vášho univerzitného webmailu alebo stuba-

gmailu na adresu: michal.zakopcan@stuba.sk do piatku 4.12.2020, do 13:00, vo formáte pdf, jpg, 

jpeg alebo png. V prípade, že prvých pätnásť správnych riešení bude odovzdaných skôr, než 

v piatok 4.12.2020 o 13:00, mailom budete upozornení, aby ste žiadne ďalšie riešenia neposielali 

a termínom ukončenia zasielania riešení sa stane termín odovzdania v poradí pätnásteho správneho 

riešenia. Aby nedochádzalo k duplicitám, každý študent môže zaslať len jedno svoje riešenie. 

Nezabudnite na označenie študenta (meno, priezvisko - uveďte čitateľne na každej strane 

riešenia spolu s vašim podpisom). 

 

 

 

mailto:michal.zakopcan@stuba.sk

