REALNA FUNKCIA REALNEJ PREMENNEJ

Definicia:

Nech A, B € R st neprazdne mnoziny. Realnou funkciou f realnej premennej x rozumieme
pravidlo, ktoré kazdému prvku x € A priradi prave jeden prvok y € B. ZapiSeme y = f(x).
Funkcia je zobrazenie, zobrazuje mnozinu A do mnoziny B. ZapiSeme f: A = B (f zobrazuje A
do B). Mnozinu A nazyvame defini¢ny obor funkcie f a zapisujeme aj D(f), teda A = D(f).
Mnozinu B nazyvame koobor. Prvok x € A nazyvame vzor, prvok y = f(x) € B nazyvame obraz
alebo hodnota funkcie f v bode x. Mnozinu vsetkych hodnot funkcie f nazyvame obor hodnot
funkcie f a zna¢ime H(f). Teda H(f) = {y € Bly = f(x); x € A} € B.

Priklad 1: Najdite defini¢ny obor funkcie f, ak:
a) f(x)=3x-5

N4jst’ defini¢ny obor funkcie f, ktorej predpis je f(x), znamena urcit’ vietky x € R, pre ktoré
ma vyraz f(x) zmysel. V tomto pripade ma vyraz 3x — 5 zmysel pre akékol'vek realne x, tj.
D(f) = R.
b) f(x) ==

f x) = 3x-5

PretoZe nie je mozné delit’ nulou, tak, aby f(x) mal zmysel, do D(f) budu patrit’ vSetky x €
R, pre ktoré je vyraz v menovateli rozny od nuly. Také x je jediné: x = g, apreto bude D(f) =

R\ {3} = (m03) v (G0
c) f(x) =v2x?-3

Aby bola hodnota funkcie redlna, pod odmocninou nesmie lezat’ zdporné Cislo. Musi byt teda
splnené:

2x*2—3=>0.
Z toho Upravami ziskame:
2x* = 3,
3
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3x-5

d) f(x)zm

Aby f(x) mal zmysel, musi stiCasne platit”:

Vd—x2#0a4—x2=0.
To je splnené pre vietky x € R také, ze 4 — x? > 0, pretoze odmocnina je rovna nule vtedy a len
vtedy, ked’ sa odmocnuje nula. Z toho upravami dostaneme:
4 —x? >0,
x? < 4,

x| < V4 = 2.

Ked’Ze ziadne d’alsie obmedzujuce podmienky x spifiat’ nemusi, mame D(f) = (—2,2).

e) f(x)=+I[4—x?|

Vyraz 4 — x? je definovany pre akékol'vek redlne x. NavySe absolutna hodnota z akého-
kol'vek Cisla je vacésia alebo rovna nule, preto je funkcia f definovana na celej mnozine realnych
Cisel, tj.: D(f) = R.

) fl)=v1-]4—x?|

V tomto pripade musi byt splnené:
1—|4—x%>0.
Z toho Upravami ziskame:

|4 —x%| <1,
—-1<4-x%<1,
3<x?<5.

To mozno splnit’ iba pre x z mnoziny (—V/5, —v3) U (+/3,v/5). Mame teda D(f) = (—V/5,—V/3) U
(V3,V5).

9) f(x)=e**

Exponencialna funkcia je definovand na celej mnozine realnych &isel a rovnako tak aj 4 — x2,
preto D(f) = R.

h) f(x) =In(4 —x?)
Argument logaritmickej funkcie musi byt kladné ¢islo. Z toho vyplyva:

4—x2>0
ateda D(f) = (—2,2) (vid. Priklad 1d)).

) f(x)= /log%(‘lx —5)

Aby f(x) mal zmysel, musi stiCasne platit”:
4x —5>0a logi(4x —5) = 0.
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Z nerovnice 4x —5 > 0 ziskame x > Z. PretoZze logaritmus so zakladom z intervalu (0,1)
nadobuda nezaporné hodnoty iba pre argument z intervalu (0, 1), tak z nerovnice log:(4x — 5) >
2

0 upravami dostaneme:
0<4x-5<1,
5<4x <6,

5 cx< 3
4 X = 2.
. 53
Celkovo teda mame D(f) = (— —>.

4’2

1

D) 0= s

Aby f(x) mal zmysel, musi sucasne platit’:
4x —5>0a3 —log,(4x —5) > 0.
Z nerovnice 4x — 5 > 0 mame x > ;. Z nerovnice 3 — log,(4x — 5) > 0 Gpravami ziskame:

log,(4x — 5) < 3 =log, 23 =log, 8,

4x — 5 <8,
<13
X R

kde sme vyuzili, Ze logaritmus so zakladom va¢sim ako jedna je rastuca funkcia. Ked’ze musi

.y o 5 13 , 5 13
stcasne platit’, ze x > X < - tak mame D(f) = (Z’T)'

. T
k) f(x) =sin (x + 5)
Vyraz x + g je definovany pre akékol'vek redlne x a funkcia sinus je definovand na celom R,
takze D(f) = R.

1
cos3x

) f(x)=

Aby sme nedelili nulou, vyraz v menovateli musi byt’ r6zny od nuly. Teda v defini¢cnom obore
funkcie f budu lezat vSetky x € R, pre ktoré cos 3x # 0. Za tym ucelom najdeme najprv vsetky
x € R, pre ktoré cos 3x = 0, aby sme ich mohli z D(f) potom vylucit'.

Funkcia kosinus nadobuda nulové hodnoty v bodoch g + km, kde k € Z. Musime teda hl'adat’
také x € R, ktoré spiiaji:

3x = g + km,

e . m AT T _ m T T
c1zex—6+k3,kdekEZ.PretoD(f)—[R{\{6+k3,kEZ}—Ukez(6+k3,2+k3).

m) f(x) = ——

sin(Zx—g)



Vyraz f(x) bude mat’ zmysel len pre tie hodnoty x € R, pre ktoré nadobuda funkcia sinus
Vv menovateli pod odmocninou kladné hodnoty. Funkcia sinus nadobuda kladné hodnoty pre argu-
ment z intervalov (0 + 2km, w + 2km), kde k € Z. Preto musi platit”:

T
2kn<2x—§<n+2kn.

Odtial’ apravami ziskame:

T 4
§+2kn<2x<§r£+2kn,

T km<x<imtk
6 T X 37T TT.

Zapiseme D(f) = Uez (5 + km, 2 + k).

n) f(x)=\/%+g

V tomto pripade musi byt suc¢asne splnenych viacero podmienok:

220, %50 14x>0 —Lso0
X ] — 5= Y X ) = U.
x+2 Vi+x
Plati:
x+2+0 ©x+ -2, (D
x—2
x+220<:>(x—220asﬁéasnex+2>O)alebo(x—2SOasﬁéasnex+2<0)(2)
1+x>0 x> -1, (3)
1—x
>0 1-x20< x<1 (4)
1+x

Podmienka (1) sa nachadza v (2) a preto sa fiou v d’alsom uz nebudeme priamo zaoberat’. Z (2)
mame:
x > 2 alebox < =2,
teda x € (—o0, —2) U (2, ). Z podmienok (3) a (4) mame:
—-1<x<1,
teda x € (—1,1). Prienikom mnozin (—oo,—2) U(2,00) a (—1,1) je prazdna mnozina, Cize
D(f) = @ a funkcia f nie je nikde definovana.

Priklad 2: Najdite defini¢ny obor a obor funkénych hodnét funkcie f, ak:
a) fx)=x3+1

Predpis funkcie x3 + 1 je kubicky polyném, ktory je definovany pre vsetky redlne x, preto
D(f) = R anadobuda vsetky hodnoty z R, ¢ize aj H(f) = R.

b) f(x) =x?>—4x+4

Predpis funkcie x? — 4x + 4 je kvadraticky polyném, ktory je definovany pre vietky redlne
x, preto D(f) = R. Predpis funkcie mozno upravit’ na $tvorec:
x2—4x+4=(x—2)>%
Hodnota (x — 2)? je najmensia, ked x = 2. V tomto pripade plati £(2) = 0. Navyse (x — 2)? >
0 pre kazdé x € R a ¢im je rozdiel |x — 2| va¢si, tym vécsia je hodnota funkcie, preto H(f) =
(0, ).



0 f)=Vo—x

inou 53¢ leraf 74 L usi ..
Pod odmocninou nemdze lezat’ zaporné Cislo, preto musi byt’ splnené
9—x2>0,

x? <09,

x| <9 = 3.

Z toho vyplyva, ze D(f) =(—3,3). V krajnych bodoch tohto intervalu dosahuje funkcia
najmensiu hodnotu rovnu 0. Pre vetky x € (—3,3) je f(x) > 0. Pretoze x? > 0 pre akékol'vek x,
tak 9 — x? je maximalne, ak x? je minimalne, teda rovné 0. To je splnené iba pre x = 0. Preto sa
maximalna funkéna hodnota dosahuje v bode 0 a je rovna +/9 = 3. Z toho: H(f) = (0,3).

1-x

d) f00) = |22

Pod odmocninou nemdze lezat’ zdporné Cislo, preto musi byt splnené:
1 —x > 0asucasne x = 0.

Toplatipre 0 < x < 1, preto D(f) = (0,1). Aby sme nasli obor hodnét funkcie f, upravme najprv

jej predpis:
B ,1—x =V +vx) [T
f(x) = T+ '—x_\/ 1T+ 7% = [1—+x.

Vezmuc x € (0,1) je hodnota 1 — v/x najvicsia pre x = 0 a najmensia pre x = 1. Mame:
f(O)=vVi=1af(1)=v0=0.
Pretoze /x je rastica funkcia, f je klesajiica a navy$e nadobuda vietky hodnoty z intervalu (0,1),

tji. H(f) = (0,1).

e) f(x) =sin (2x - g)

Vyraz 2x — g je definovany pre akékol'vek realne x a dosahuje akukol'vek realnu hodnotu.

Ked'ze funkcia sinus je definovana na celom R, tak D(f) = R. NavySe funkcia sinus nadobuda
na R vsetky hodnoty leziace v intervale (—1,1), preto H(f) = (—1,1).

f) f(x) =1logs(9 —x?)

V argumente logaritmu nemo6zu lezat’ nekladné ¢isla, preto musi byt’ splnené:
9—x2>0,
x%2 <9,
|x| < 3.

Z toho vyplyva, ze D(f) = (—3,3). Pretoze x> =0 pre akékol'vek x, tak 9 —x? je
maximaélne, ak x? je minimdlne, teda rovné 0. To je splnené iba pre x = 0. Logaritmus
so zakladom vacsim ako jedna je rastica funkcia. Preto sa maximalna funk¢na hodnota dosahuje



v bode 0 a je rovna log; 9 = logs 3% = 2. Pre x bliZiace sa ku krajnym hodnotam intervalu (—3,3)
sa hodnota argumentu logaritmu blizi k nule a vieme, ze v tom pripade hodnota logaritmu ide
do —oo, teda klesa cez vSetky medze. Z toho: H(f) = (—oo, 2).

9) f(x)=el™

Exponencidlna funkcia je definovana na celej mnozine redlnych &isel a rovnako tak aj 1 — x2,
preto D(f) = R.

Pretoze x? > 0 pre akékol'vek x, tak 1 — x? je maximalne, ak x? je minimalne, teda rovné 0.
To je splnené iba pre x = 0. Ked’Ze exponencialna funkcia e* je rastica na celom R, tak
maximalna hodnota, ktort méze funkcia f dosiahnut’ je e a dosahuje sa v bode 0. Pre vsetky
ostatné body x defini¢ného oboru plati f(x) > 0, pricom pre vel'mi vel'ké hodnoty x alebo vel'mi
malé hodnoty x je f(x) vel'mi blizke nule. Pre ziadne x € R vsak f(x) nulu nedosiahne. Z toho

vyplyva H(f) = (0, e).

Definicia: zloZend funkcia

Nech f:A—-> R, g:B—->R a nech H(f)NB #@. Funkciu gof:C = R, kde C =
{x € A|f(x) € B} € A, taka, Ze pre kazdé x € C plati (gof)(x) =g (f(x)), nazyvame
zlozenou funkciou z funkcii f a g. Funkcia f sa nazyva vnatorna zlozka, g vonkajSia zlozka
funkcie g o f.

Priklad 3: Nech f: (4,00) - R, f(x) = Vx —4a g: R\ {0} > R, g(x) = - Najdite g o f, f o

g aurcte ich defini¢né obory.

Najprv g o f:
1 1
fGO Vi—4
Funkcia f je na A = (4,) dobre definovana a nadobuda vSetky neziporné hodnoty, tj.

H(f) = (0,0). Funkcia g je na B = R\ {0} dobre definovana a plati H(f) N B # @, pretoze
H(f)nB = (0,0).

(g N =g(fx) =

Defini¢ny obor D(g o f) zlozZenej funkcie g o f teda bude najvéacsou (v zmysle inklazie)
podmnozinou intervalu (4,) takou, Ze pre kazdy bod x € D(g e f) bude f(x) € (0, ).
Najvicsia taka mnozina je (4, 00). Preto D(g o ) = (4, o).

Poznamka:

Uvedené moZno l'ahko zistit’ priamo vySetrenim definiéného oboru funkcie g( f (x)) = \/%.

v 1 : .
Aby totiz vyraz Ne mal zmysel, musi platit’:
x —4 > 0asucasne Vvx — 4 # 0.

To je splnené pre x — 4 > 0, teda pre x > 4. Alias D(g o f) = (4, ).



Teraz f o g:
1
(fogx) = f(g(x)) =gx)—4= ;_4_

Aby vyraz ’i — 4 mal zmysel, musi platit’

1
——4=0,x+0.
X

To je splnené bud’ pre tie x, pre ktoré 1 — 4x > 0 a sucasne x > 0, alebo pre tie x, pre ktoré¢ 1 —

4x < 0 asacasne x < 0. To je mozné splnit’ iba pre x € (0, i> Takze D(f o g) = (0, %)

Definicia: bijektivna funkcia
Funkciu f: A = B nazyvame injektivna (prosta), ak pre kazdu dvojicu bodov x4, x, € A plati:
ak x; # xy,tak f(x1) # f(xy).
Funkcia f: A — B sanazyva surjektivna, ak H(f) = B, tj. ak pre kazdé y € B existuje x € A
také, ze y = f(x).
Funkcia f: A — B sa nazyva bijektivna, ak je injektivna a surjektivna.

Definicia: inverzna funkcia
Nech f:A — B je bijekcia. Funkciu f~1: B - A definovant vztahom f~1(y) =x &y =
f(x) pre kazdé x € A,y € B, nazgvame inverznou funkciou k funkcii f.

Priklad 4: Zistite, ¢i f je injektivna na svojom definicnom obore, ak:

1-x
a) f(x)=_—

Defini¢ny obor funkcie f su zrejme vSetky redlne ¢isla okrem ¢isla —1, tj. D(f) = R\ {—1}.
Obmenou tvrdenia z definicie injektivnej funkcie je: Pre kazdd dvojicu bodov x4, x, € D(f) plati:
ak f(x1) = f(xz), tak x; = x,.

Overme to:

f(x1) = f(x2),

1—-x%; 1-—x,

x;+1 x,+1

Q=20+ 1D =10 —x)(x; + 1),
1—x1+x, —x1%, =14+ x; — X5 — X1X5,
X2 —X1 = X1 — X,
2x, = 2X4,
X1 = Xy.
Cize ak su funkéné hodnoty v nejakych bodoch x4, x, rovnaké, tak aj body x;, x, sa musia
rovnat. Funkcia f napliiia definiciu injektivnej funkcie a je prosta.

x
x2+1

b) f(x) =

Defini¢ny obor funkcie f st zrejme vSetky realne Cisla, tj. D(f) = R. Overme, ¢i je funkcia
f injektivna:



f(x1) = f(xz),

X1 X
x2+1 x2+71
x (x5 +1) = x,(xf + 1),
X1X3 + x; = X%% + xp,
X X2 — X,%% = x, — Xy,
x1%5 (X2 — X1) = X3 — X1
Predpokladajme d’alej, Ze x; # x,. AK totiz x; = x,, tak urcite aj f(x;) = f(x,). Mame:
xX1%, = 1. (5)
To znamena, Ze existuju navzajom rozne body x4, x, z defini¢ného oboru funkcie f také, ze
ich funk¢éné hodnoty st rovnaké. Rovnica (5) hovori, ako ich vybrat/najst’.

1
> 2 2

11 5 441
4

Napr. zvol'me x; = % a x, = 2 (plati x;x, = 1), potom skuto¢ne f(x;) =

f(x;). Inymi slovami funkcia f nie je injektivna.

Priklad 5: Ngjdite inverznt funkciu k funkcii f, ak:

a) f:(3,0) > (2,0),f(x)=2+Vx—3

Funkcia f je zrejme na (3, ) dobre definovana a nadobtida hodnoty z intervalu (2, o). Je
teda surjektivna. Je aj injektivna, pretoze ak zoberieme x;,x, € (3,0) také, ze f(x;) = f(x3),

potom:
24+ Jx;1—3=2+x,—3,
VX —3=4x,-3,
x;—3=x,—3,
X1 = Xy
Funkcia je teda bijektivna a existuje k nej inverzna funkcia. Najdime jej predpis:
y=f),
y=2++vx—3,
y—2=vx—3,
(y—2)2=x-3,
x =3+ (y—2)% (6)
Tento postup dava predpis inverznej funkcie, ale zaroven uréuje, ze pre kazdé y € (2, )
existuje x € (3, ) - teda f je surjekcia, a sucasne, Ze také x je jediné, uréené vztahom (6) — teda
f je injekcia.
Inverzna funkcia k funkcii f je teda funkcia f 1 taka, ze:
f1(2,00) 5 (3,00), f 71 (x) = 3+ (x — 2)%.

Poznamka:
Zlozenim navzajom inverznych funkcii ziskame identitu, tj. pre tento priklad musi platit’:
f(f71(x)) = x pre kazdé x € (2, ),
f71(f(x)) = x pre kazdé x € (3, ).
Uvedené overme ako skuSku spravnosti riesenia tohto prikladu:
Pre kazdé x € (2, ) mame:
) =2+f1(x)—3=2+3+(x—-2)2-3=2+/(x —2)2=2+|x—2|
=2+ ((x-2)=x.
Pre kazdé x € (3, ©0) mame:

FUf) =3+ F)—2)?=3+(2+Vx—3-2) =3+(¥x=3) =3+ (x—-3) =nx.




Graf funkcie a k nej inveznej funkcie

Na obrdzku mézZeme vidiet graf funkcie f— modrou a graf k nej inverznej funkcie — oranZovou.
Grafy su sumerné podla priamky y=x — sivou.

b) f:(—00,2) > (3,00),f(x) =x*—4x +7

Funkcia f je zrejme na (—oo,2) dobre definovana, pretoze vyraz x? — 4x + 7 mozeme
definovat pre akékol'vek realne x. Upravme predpis funkcie:
fX)=x?—4x+7=x*—-4x+4+3=(x—2)?+3.
Z upraveného predpisu funkcie vidno, Zze f nadobtda hodnoty z intervalu (3, o). Je teda
surjektivna.
Je aj injektivna, pretoze ak zoberieme x4, x, € (—oo, 2) také, ze f(x;) = f(x;), potom:
(x; —2)>+3=(x, —2)* +3,
(x; = 2)% = (x, — 2)%,
V0 = 2)2 = (x — 2)?,
|2y — 2] =[x, — 2. 5
Pretoze xq,x, € (—,2),tak x; —2<0,x, —2<0.Cize |x; —2|=2—x;a |x, — 2| =
2 — x,. Z toho dostavame:

2—x1=|x; =2[=|x; = 2] =2 —x,
—X1 = TXp,
X1 = Xo.
Funkcia je teda bijektivna a existuje k nej inverzna funkcia. Najdime jej predpis:
y = fx),

y=(x—2)*+3,

Vy—3=lx—-2]. (7)
Vzt'ah (7) urCuje predpis pre dve funkcie: x = 2 +,/y — 3. Z toho vyplyva, Ze ak by bola
funkcia f definovana na celom R, zrejme by nebola injektivna. Funkcia f je vSak definovana len
na (—oo, 2), preto |x — 2| = 2 — x a zo (7) nasleduje:
\/m =2 —X,
x=2-,y-3 (8)
Opét’ moéZeme poznamenat’, Ze hoci tento postup dava predpis inverznej funkcie, zaroven
urcuje, ze pre kazdé y € (3, ) existuje x € (—oo, 2) - teda f je surjekcia, a sucasne, ze také x je
jediné, urené vzt'ahom (8) — teda f je injekcia.
Inverzna funkcia k funkcii f je teda funkcia f~* taka, Ze:

f1:(3,00) > (=,2), fH(x) =2 — Vx = 3.
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Na obrdzku mézZeme vidiet graf funkcie f— modrou a graf k nej inverznej funkcie — oranzovou.
Grafy su sumerné podl'a priamky y=x — sivou.



