PREDNASKA 21.
URCITY INTEGRAL

Motivaciou pre zavedenie ur¢itého integralu bude pre nas nasledujica tloha.

Vezmime funkciu f definovani na uzavretom intervale [a,b]. Pre zaciatok pred-
pokladajme, Ze je spojita a kladna. Pytame sa, na velkost obsahu oblasti ohranicene]
zhora grafom funkcie f, zdola osou z a zo stran useckami, ktoré lezia na ,zvislych”
priamkach x =a a x = b.
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V Specidlnom pripade konstantnej funkcie f(z) = c¢ je uloha jednoducha. Oblast
pod grafom funkcie je obdlznik s dlzkami strén b —a a c.
Obsah oblasti je ¢islo

S=c-(b-a).

Ak je funkcia nekonstantnd (a spojitd), tak z jej vlastnost{ na uzavretom intervale
[a,b] vieme, Ze na tomto intervale nadobida maximum M = max f(z) aj minimum
m = min f(z). ;

Obsah oblasti, ¢islo S, vieme odhadnif ako

m-(b—a)<S<M-(b—a).

M - (b — a). Dalo by sa povedat, ze ¢im viac sa funkcia f lisi od konstantnej, tym
je odhad horsi.

Zlepsime dosiahnuty odhad tym, Ze rozdelime interval [a, b] na mensie ¢asti (pod-
intervaly) pomocou kone¢ného poctu deliacich bodov. Na obrézku nizsie sme pouzili
okrem a a b este dalsie dva body 1, x5 usporiadané podla velkosti

a<zy<xzo<h

Oznaéme x¢p = a a 3 = b. Interval [a,b] je rozdeleny na tri intervaly [zo,z1],
[x1, 2], [x2, 23]
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Na kazdom z nich zopakujeme odhad pomocou vpisaného obdl#nika s vyskou
m; = min f(x) a opisaného obdlznika s vyskou M; = max f(z). Ak obsah

[Ti—1,2s Ti—1,%i

oblasti nad i-tym intervalom je S;, tak
m; - (x; —wio1) <8 < M- (v — 25-1).
Pre cely obsah oblasti dostaneme odhad
my (r1—x0)+me(zo—x1)+ms(rs—x2) < S < My (x1—x0)+Mo(v3—21)+Ms(x3—122).

Za nasi m postupom je skrytd predstava, ze ak interval [a, b] rozdelime na jem-
nejsie dieliky, tak dostaneme presnejsi odhad obsahu oblasti pod grafom funkcie.

Koneénid postupnost {zg = a, x1, ..., x, = b}, v ktorej z;_1 < x; nazyvame
delenim intervalu [a, b] a zna¢ime D. Jemnost delenia D meriame pomocou velkosti
najdlhsieho z intervalov [z;_1,x;]. Pouzivame oznacenie |D| = max(x; — 2;_1).

Odhady zdola (zhora) nazveme dolné (horné) integrdlne sucty funkcie f. V
definicii nizsie uz nepredpokladame, ze funkcia f je spojitd a kladnd. Preto aj
maxima a minima nahradime vSeobecnej$imi supremami a infimami.

Definicia. Nech f : [a,b] — R je ohrani¢ena funkcia a nech D = {zo,...,2,} je
delenie intervalu [a, b].
Oznacme m; = inf f(z)a M; = sup f(x).

[i—1,24] [wi—1,24]

Cislo
§(fa D) = Zmz(% - %‘71)
i=1

nazyvame dolny integralny sucet funkcie f pri deleni D.
Cislo
n

§(fﬂ)) = ZMz(% - $171)

i=1
nazyvame horny integralny sacet funkcie f pri deleni D.

Ak sa medzi vSetky mozné dolné a vSetky mozné horné integralne sicty ,,zmesti”
len jediné ¢islo I, tak toto ¢islo povazujeme za ,,spravny” obsah oblasti ohranicenej
zhora grafom funkcie f.

Definicia uréitého integralu. Ohranic¢ens funkcia f : [a,b] — R sa nazyva in-
tegrovatelnd, ak existuje jediné ¢islo I také, ze pre kazdé delenie D intervalu [a, b]
je

S(f,D) <I<5(f,D).

Toto &islo I nazyvame urcity integrdl funkcie f na intervale [a, b].

Znacime
b
/ f(x) de.



Poznamenajme, ze ak ¢islo I existuje, dd sa k nemu dostat aj limitnym pre-
chodom pri postupnom zjemnovani deleni D,,

I= ‘Dl}ll‘gog(ﬁp) = ‘Dli?ios(f’p)'

Ak delime interval [a,b] na dieliky rovnomerne, dizku kazdého dielika oznacime
ako Az a miesto suprema alebo infima vezmeme niektord hodnotu funkcie f(Z;)
pre T; € [a:i_l,a:i], tak

odkial aj pochddza oznacenie pre uré¢ity integral funkcie f, pri prechode od f(Z;) Az
ku diferencidlu f(x)dz.

Definicia ur¢itého integralu vyzera dost tazkopadne. Napriek tomuto zdaniu je
podstatou numerickych metéd na jeho vypocet.

Vlastnosti urc¢itého integralu.
Veta o existencii. KaZdd ohranicend funkcia f : [a,b] — R, ktord md na intervale

[a,b] konecne vela bodov nespojitosti, je na intervale [a,b] integrovatelnd.

Na to, aby sme naSli neintegrovateIni funkciu, musime bud zobrat funkciu
neohranicent, alebo odbocit od ,,bezne pouzivanych” funkcii.

Priklad neintegrovatelnej funkcie. Funkcia d : [0,1] — [[0,1] dand predpisom
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nie je integrovatelnd funkcia. (Rozmyslite si, ako vyzeraju jej horné a dolné in-
tegralne sicty.)

Nasledujicu vetu o vlastnostiach urc¢itého integralu nebudeme dokazovat, vyplyva
z vlastnosti dolnych a hornych integralnych stuctov.

Veta o vlastnostiach. Nech f : [a,b] — R, g : [a,b] — R st integrovatelné
funkcie a nech o, 8 siu konstanty.

Potom
o funkcia af + Bg je integrovatelnd a

/a b laf + Bgl(z) de = / b f@)dz+ B /a b g(z)de,  (Linearita)

o pre [ubovolné ¢ € (a,b) je

/a bf(x) dr = / Cf(ac) dz + / b f(z)da. (Aditivita)



Definicia. Pre integrovateInt funkciu f : [a,b] — R rozumieme oznacenim [," f(z) dz

¢islo . .
/b f(x)dx:—/a f(z)dax.

7Z predchadzajicej definicie, a aj z predstavy urcitého integralu ako obsahu plochy
je zrejmé, ze
a
/ f(z)dx = 0.
a

Nasledujica veta hovori, ze ,vac¢sia” funkcia ohranicuje vacsiu plochu.

Veta o porovnani. Nech f:[a,b] = R, g: [a,b] — R si integrovatelné funkcie a
nech f(x) < g(z) na celom [a,b).

Potom
b b
/f(a:)dacg/ g(x) du.

7 vety o porovnani vylyva veta o absolitnej hodnote.

Veta o absolutnej hodnote. Nech f : [a,b] — R, je integrovatelnd funkcia.
Potom aj |f| : [a,b] = R, je integrovatelnd funkcia, a plati

/abf(x) dx

A postupne prichddzame k naozaj vyznamnym vysledkom.

< / @) da.

Veta o strednej hodnote. Nech f : [a,b] — R, je spojitd funkcia. Potom existuje
také c¢islo ¢ € (a,b), Ze

b
/ f@)dz = f(c)(b— a).

Rozmyslime si, ¢o veta o strednej hodnote hovori.

Obsah oblasti ohrani¢enej zhora spojitou funkciou (zdéraziiujeme spojitou) f je
rovnaky, ako obsah obdlznika s vyskou f(c). Veta zarucuje, ze také ¢ sa dd vzdy
najst.

Cislo f(c) nazyvame strednd hodnota funkcie f na intervale [a, b].

Strednid hodnotu vieme definovat aj v trochu vseobecnejsom pripade, ked funkcia
f nie je spojita.

Definicia strednej hodnoty. Nech f : [a,b] — R je integrovatelns funkcia. Cislo
Sy f(z) dz
a
b—a
nazyvame strednd hodnota funkcie f na intervale [a, b].

Vyvrcholenim tejto kapitoly je nasledujica veta, ktord hovori o vztahu medzi
ur¢itym a neur¢itym integralom (primitivnou funkciou), a tiez jej dosledok.



Veta (Hlavna veta integralneho poc¢tu). Nech f : [a,b] — R, je spojitd funk-
cia. Potom funkcia F

F(z) = / £(2)dz

je primitivna funkcia k funkcii f.

Vsimnime si, ze F' je t4 primitivna funkcia, ktord mé v bode a hodnotu F'(a) = 0.
Vieme, ze vSetky ostatné primitivne funkcie sa od tejto lisia o konstantu.

Désledok Newton-Leibnitz. Nech f : [a,b] — R, je spojitd funkcia a nech F je
niektord jej primitivna funkcia.
Potom

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).

A7z Newton-Leibnitzov vzorec nam déva efektivny nastroj na vypocet urcitého
integralu.
Uvedieme este, ze pri vypoctoch sa ¢asto pouziva znacka

Priklad 1. Vypocitajme

T
/ sinx dx.
0

RieSenie. Pretoze primitivna funkcia F' k funkcii sin z je F(x) = — cos z, pouzitim
Newton-Leibnitzovho vzorca dostaneme

™
/ sinz dz = [— cos(z)]; = — cos(m) + cos0 = 2.
0
Vypocitali sme obsah plochy ohranic¢enej funkciou sinus na intervale od 0 po .

Priklad 2. Vypocitajme

31
- dx.
% ST

RieSenie. Najdime najprv primitivnu funkciu F'.
(Pretoze na vypocet urcitého integrdlu potrebujeme pouzit len jednu primitivnu
funkciu F', mézeme polozit integracnd konstantu ¢ = 0)

1 sin x sinx
sinx sin” 1 —cos*x

po substiticii y = cos x, dy = —sinz dx
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|1 — cosz|
[1+cosz|

Teraz pouzijeme Newton-Leibnitzov vzorec a dostaneme

VB

RS 1. |1—cosz|]?
—dr=|-lnt——| =
= sinz 2" |1+ cosz| z

|1—cosf| 1. |1 —cosg]|

1
- = -lnl—
|1+cos | 2n|1—|—cos | 2
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