1
1.1

Funkcie viacerych premennych.

Defini¢ny obor funkcie.

V cviceniach 1 - 31 n&jdite a nacrtnite definiény obor danych funkcii:

1.

10.

11.

12.

13.

14.

f(z,y) = /22 +y?> —r2, kde r > 0 je redlne éislo.

D= {@ €% 2 4572 7}]

g(z,y) = \/ﬁiz_yz kde r > 0 je redlne ¢islo.

[D(g9) = {(z,y) € R* 2* + y* < r?}]

fle,y) =In(-z—y).

[D(f) ={(z.y) € R* = < —y}]

g (z,y) = arcsin £.

[D g):{wy ER2 >0, —z<y<uzz<0, —:U>y>:n}]
f(a,y) = (;;*:g;)

[D(f) = {(z,y) € R?* z<2”+y* < 2z}]
f@yz)=ln(l-2"-y +Z)

[D(f) ={(z,y,2) € R*; 2% + y* — 22 < 1}]
f(zy)=Vy>—22+1In(6+ 2z —y?) .
[D(f)={(z,y) eR* y> —2®> >0A6+ 2z —y> > 0}]
f(z,y) = = +y2 + arccos(9z% + 16y?).

[D(f) = {(z,y) € R?* 0 < 92% + 16y* < 1}]

f(z,y) = \/_+arcsm(a:+y)

[D(f) = {(z,y) € R% a:y>0/\a?+y€(—1,1>}]
fz,y,2 :\/ —x2 -2 —z2+1n( -y +z)
[Df:{ 2) R 9> 2 + 92 + 22 Aa? 4y < 27}
f(z,y,2) = arcsin (22 + y* — 2) .

[D(f)={(z,y,2) e R* —1<2? +y* — 2z < 1}]
f(z,y,z) =arccos 2z — 1) + /1 —y> + \/y+In (4 - 27) .
[D(f):{(:n y,2) ER}0<2<1,0<y<1, —2<z<2}]
flzy) =22 +y? —1+1In(9—2% —y?).

[D(f) ={(z,y) e R* 1 <2* +y* < 9}]

f(z,y) = yav.

[D(f)={(z,y) e R* x>0,y #0}]



15.

16.

17.

18.

19. f

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

f(z,y) = arcsin [2y(1 + 2?) — 1] .
D(f)={(@y eR%0<y < ]

fz,y) =22z +2y —y2—5.
D(f)={@y eR4a>2,(-1) <20-2)}]

y—z’

[D(f)=R*—{(z,y,2) eR} z€R,y € R, z=y}]

f(zy,2) =+/4— 22 —y? —2’2
[D

(f) = {(z,y,2) € R} 2> +y° + 22 < 4}]

2
z+y T
(arcsm 1+e , l—x—y) .

[Dany predpis nie je funkciou, pretoze fi neexistuje]

f(z,y) = (In(z + y), arcsin (1)) .
[D(f)={(z,y) ER*2<0 —z<y<l-z,2>01-2<y<l+az}]

4z —y?2 B
{ (o) = (5, TR @ T 57

D(f)=D(fi)ND(f2),
kde D (f1) = {(z,y) e R% 4z > y* Az? +y> < 1A (2,y) # (0,0)},
D (f:) = {(z,y) e R*; 2k < 2” +y> < 2k + 1}

£ (2,y) = (arcsin[2 + VZT7),1n (z + ).

[Dany predpis nie je funkciou, pretoze f; neexistuje]

f(@,y) =In(zln(y —=)).
[D(f)={(z,y) ER* (z>0Ay>1+2)V(2<0Az<y<z+1)}]

f (z,y) = arcsin (y%) + arcsin (1 — y) .
[D(f)={(z,y) eR* -y <z <y>’ A0 <y <2}]

W+ln(2————)

f(z,
[D(f):{(a:,y)ER2,a? +y221/\%+%<1}]
f(

x,y) =y + arccos z + arcsin(z + y).
[D(f)={(z,y) eR* 1<z <1, -1-2<y<l-u}]
f(z,y) =In(zsiny) + +/ysinz.

(f) ={(z,y) € R* zsiny > 0Aysinz > 0}]

[D
flay,2)=\A—z—22—y2+In(a? +y° + 22— 4) — V2.
[D(f) {(CU y,2) ER? 4 —22 -2 <z<4—2? —y}]



29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

f@,y,2) =222 —y? —2) (2 — 22 —?).

D(F) — (z,y,2) ER? (2<2—2? —y? Az > 22 +y%) V
)= \/(ZZQ—CUQ—:I/Q/\ZSZIZ2+:U2)

f

— 1
(,y,2) =1 =22 =y + 2> + =———.

x2+y2—z2

[D(f) = {(z,y,2) € R* 2% + y* — 22 < 1}]
f(z,y,2) = \/arcsin <7”2;y>

[D(f) = {(m,y,z) €R? 0 < /22 +2 Sz}]

V cvigeniach 32 — 35 pre dand funkciu: a) ndjdite a nartnite definié¢ny
obor, b) zistite, o je grafom funkcie a naértnite ho

fzy) =1 —22—y2

[D(f) = {(z,y) € R% 2 +y*> < 1}]

[D (f) = {(z,y) € R?; (z,y) # (0,0)}]
f(a?,y):\/a?2—y2—2x+4y—4.

(D) ={@y eR @-1° - (y-2°>1]
[(zy) =29 — 22 -2

[D(f) = {(z,y) € R*; 2* +y* < 9}]
Dan4 je funkcia f (z,y) =4 — 22 — y?

(a) nacrtnite jej graf a zistite, ¢i je ohrani¢end
(b) nacrtnite graf zizenia f|4 ak A = {(z,y) € R?; |z| <1,|y| <1}.

Dand je funkcia f(z,y) = /222 + 4y?. Nacrtnite graf zizenia f|a, f|B
ak

(a) A={(z,y) € R% 227 + 4> <1}
(b) B={(x,y) € R? |z <1,ly| <1}.

Limita a spojitost funkcie.

. Dodefinujte funkciu f (z,y) = =72 tak, aby bola v bode (0,0) spojita.

Vzy+9
Dodefinujte funkciu f (x,y) = ;ifzz tak, aby bola v bode (0,0) spojita.

[Funkcia sa ned4 dodefinovat v (0,0) aby bola spojitd]



10.

11.

Dodefinujte funkciu f (z,y) = % tak, aby bola v bode (0, 0) spojita.

[Funkcia sa nedd dodefinovat v bode (0,0) aby bola spojita.]

Dodefinujte funkciu f (z,y) = 22yl VI”;yH tak, aby bola v bode (0, 0) spojit4.
Dodefinujte funkciu f (x,y) = ;i:zi tak, aby bola v bode (2,2) spojité.
[f(2,2)=3]

Dodefinujte funkciu f (z,y) = (2z + 3y) cos miy tak, aby bola v bode (0,0)
spojitd. [Funkcia sa d4 dodefinovat v bode (0,0) f(0,0) = 0.]

Dani je funkcia f: R? — R predpisom

f(m,y)z{ % (,y) #(0,0)
2 (z,y) = (0,0)

Zistite, ¢i je v bode (0,0) spojita. [Je spojita.]
Dana je funkcia f: A = {x eER?:y# 0} — R predpisom
sin(6zy) T cA
f(zy) = y ( ’y)_ :
k (z,y) = (3,0)
Urcte ¢islo k tak, aby funkcia bola v bode (3,0) spojitd. [k = 18]
Dan4 je funkcia f : R? — R predpisom
zy
f (a:,y) — { (z2+y2)2 ('Tay) 7& (070) .
0 (z,y) =
Zistite, ¢i je v bode (0,0) spojita. [Nie je.]

Dani je funkcia f: R? — R predpisom
f @) = { sy (@) £ 0,0

Zistite, ¢i je v bode (0,0) spojita. [Nie je.]

Dani je funkcia f: R? — R predpisom

[ s @ #00
ren={ %" ChZo0

Zistite, ¢i je f spojitd. [Je spojitd vSade s vynimkou bodu (0,0).]
V prikladoch 12 — 30 vypocitajte limity ak existuju:



. 3,.3
12. llm(x7y)_>(070) ;—JFZZ [0]

2_
13 iy ) 1, g L2 ;’{;%25. [—10]

. 2 . .
14. lim(, ) (0,0) mf—f_yzl [neexistuje]

1

+757- [neexistuje]

15. lim(m’y)*,(o’o) COS
16. lim(, y)—s(2,3) #;3_5 [neexistuje]

17. lim(m,y)H(0,0) zyizgfy [neexistuje]

18. lim(m,y)H(0,0) I—tz [neexistuje]

. 2 . .
19. lim(,,y)—s(0,0) m4y—+y2 [neexistuje]

21. lim(y ) (0,0) 52 [4]

22. lim(mvyvz)*}(Ll’l) %%Il) [1]

z2+y2 [_4]

23. lim(, ) (0,0) Viei—r—2
24. 1im(,. ) (0,0) (2% +y?) sin L. [0]

25. hm(m,y)ﬂ(él,o) % [4]

1
26. lim(m,y)H(0,0) (1 +22 4 y2) 22 4y? [6]

2z+y)2—9
) 21) T 3]

27. limg,,,
. 22492 . .
28. lim(,, (0,0 352—_15/’—2 [neexistuje]

. 4—vo+3y+1
29. lim(, )4 (3,4) % [%]

. 3y>—3xy—6
30 hm(m,y)ﬂ(o,m ﬁzi\/% [12]

1.3 Parcialne derivacie.

V tlohdch 1 - 5 st dané funkcie f : R? — R. Zistite, ¢ sd diferencovatelné v
bode (0,0), ked

z’4y? x
1. f(z,y) = { Vaityi+1-1 (z,9) # (0,0) . [nie je]
1 (z,y) = (0,0)



10.

11.

12.

f(2,y) = V/|zyl. [nie je]

B (gy) #(0,0)
o) = 4 Ve
fwy) { 0 (z.y)=(0,0)

. [nie je]

A @0
flzy) = { 0+ (@) = (0.0) [nie je]

I RO RN (X
f(z,y) { 0 () = 0)-[ je]

Dani je funkcia f: R® — R predpisom
2z 3y+s?

Flzy,2)={ Vet (z,y,2) # (0,0,0)

0 (z,y,2) = (0,0,0)

Vypotitajte parcidlne derivacie v bode (0,0,0) a zistite, ¢i je funkcia v
bode (0,0, 0) diferencovatelna.

[% (0,0,0) = o0, 2 (0,0,0) = —oco, 9 (0,0,0) neexistuje; nie je diferencovateina.]

V tdlohéch 7 — 10 pomocou definicie vypocitajte parcidlne derivacie funkcii
v bode a, ked f a a su dané:

f(@y) = (2> +y)sin(z+y),a=(0,7). [? (0,7) = —m, 3 (0,m) = —7r]

F(z,y) = 42% —20% + 32y® + 5y, a = (1,2) [8—1‘ 2) =24, % (1, ):9]
flz,y) =22 -2 +y2—4y+5,a=(1,2).
[% (1,2) neexistuje, 2 5y (1 2) neex1stuje]
2, .2 1
0 T,y)= (070)

[2£ (0,0) =0, 2 (0,0) =]
V dlohach 11 — 17 vypocitajte parcidlne derivicie, gradient a diferencial
funkcie f v bode a (ak existuji), ked f a a su dané:

(o) = (g)QIn (). 2= (1)

[ 9L (1,e) = 3, By L(1,e) = —%, gradf (1,e) = (3, -%), }
Df (]. 6)( ) = e%hl — e%h% kde h :(hl,hg)

f(a?,y):\/a?2—2a?+y —4y +5,a=(0,0).

%(070) ) 3_(0 0) l,gradf(0,0): _La_l )
f y V5 VRS
Df (0 0)( ) —%hl - %hm kde h = (hl,hg)




-f(xy)_m a=(-11).

( 1 1)_34373y( 11) 3437.gradf( )_(%7_%)7 j|
Df( )(h) = 343h1 343h2, kde h (hl,hg)

-f( y) =x’yIn(z +y),a=(-1,2).
[ SL(-1,2)=2, 5 (- 1,2)=2,gmdf(—1,2)=(2,2),]
Df (—1,2) (h) = 2h1 + 2hs, kde h = (hl,hQ)

. f_(w,y,z) = (%) (1 4 ,2).

(1,42 —21n2, 1,42 =1, 5 (1,4,2) = -1, ]

gradf (1,4,2) = (21n2, %, —1) ,

L Df (1,4,2) (h) = 21n2h1 + %h2 h3, kde h = (hl,h2,h3) J

oo L @00 g
- () { e Ly 200

[% (0,0) neexistuje, 85 (0,0) neexistuje]

-f(ary)— > +y*+1,a=(2,1).
8 (2,1) =45, B (2,1) = 48, gradf (2,1) = (%%),]
Df(2,1) (h) = %81, + YLhy, kde h = (hy, ho)

V ulohéach 18 — 23 zistite, ¢i je funkcia f : R® — R™ spojite diferenco-
vatelnd a napisSte jej derivaciu a diferencidl v bode a, ak existuju:

. f(m,y,z) = (QCos(my —2), 2z — z)2y3) ,a=(m1,%).
je spojite diferencovatelna Df( m, 1, 2) = gﬁ 2__73:; —?’)ﬂ' ) ,

- —2h1 — 27Th2 + 2h3
I Df (71',1, 5) (h) = < 6mhy + %71'2h2 — 3mhs >

. f_(m,y) = (e%,wy) ,a=(2,1).

- ez —2¢e?
je spojite diferencovatelnd Df (2,1) = 1 2n2 ) ,
_ 62h1 — 2€2h2
Df(2,1) (h) = ( Iy + (2102) hs

. f(:n y) = (zcosy,zsiny),a= (3,%).

je spojite diferencovatelnd Df (3, 2) _ < (1) —03 > ,
™ _ —3h2
i Df (3,%) (h)_< e >
. f(a:,yaz):(a:cosy,a?siny,z) (1,72r,0)



i 0 -1 0
je spojite diferencovatelnd Df (1,Z,0)=( 1 0 0 |,
0O 0 1
—hy
DF(1,Z,0)(h) = [ I
L h3
22. f(z,y,2z) = (xcosycosz,zsinycosz,zsinz), a= (1,0,0).
i 1 0 0
je spojite diferencovatelnd Df (1,0,00= 0 1 0 |,
0 0 1
hy
Df(1,0,0) (h) = [ ho
L h3
23. f(z,y) = (x,y,\/x2 +y2) ya=(3,1).
i 1 0
je spojite diferencovatelns Df (2,1) = 0 1 ,
3 2
Vi3 Vi3
hy
Df (3,1) (h) = , ha

2
ot s

f(@,y) f(z,y) _
o tYTey T

24. Nech f (z,y) = ev ln y. Dokazte, ze pre y > 0 plati: =z

Hes) [Plati]

25. Nech f : R? — R, f(z,y) = { s (z,y)
0 (z,9)

2 2
882(39’50) 88’;(31’10) ak existuji. [obe neexistuju.]

58’ 8; . Vypocitajte

IS

2 ~
26. Vypocitajte % a % ak existujd, ked

ey = | o @y #0,0
f(z,y) { 0 (z.y) =

0f(@y) _ 9,2 x?+3y°  9f(0,0) _ o
oz - (z2+y2)>? T )
O f(zy) _ 4.2, 2°—3y>  8%£(0,0) ..
oydx 4 Y(e2ry2)®> “oydx neexistuje.

24,2 g 1
27. Nech f : R? — R, f(z,y) = { (5” +y )smW (z,y) # (0,0)
0 (z,y) =
2 2
Vypoéitajte %, %g;))_

8°£(0,0) _ o 9°£(0,0) _
[ dyox _O’ o0xdy _0]




28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

2 2
Ukéite, 7e pre funkciu f (z,y,2) = ———— plati: 2 [ | 0700 |
5 » Y \/m oz Oy

1) _ . [Plati]

022

3 3 3
Ukazte, ze pre funkciu f (z,y) = xze¥+ye” plati 88’;(3") + 882(3’() = x%mg;? +

3
y 55 [Plati]
V tlohdch 30 — 33 vypocitajte diferencidl druhého rddu funkcie f v bode
a ked :

f(z,y)=+/8—22—y% a=(0,0).

[D2f (a) () = —h? — Lk kde h= (h,k)]]

f(z,y) =1In (322 +2y?), a = (1,0).

[D*f (a) (h) = —2h” + 5k*, kde h = (h,k)]]
f($7y7z) = ﬁ’ a = (17 170)'

[DQf (a) (h) = —hl — kI, kde h = (h, k,l)]
f(z,y,2) =2y +cosz —ytgz,a=(1,0,0).
[DQf (a) (h) = —I? + 2hk — 2kl, kde h = (h,k, l)]

V prikladoch 34 — 36 vypocitajte derivaciu funkcie h = gof ak g a f su
dané :

)
( —Sin(w2—|—y) 0 ><2:U 1
y? 2 +y 0 2y
_ ( —2zsin (22 +y) —sin (2 +y) >
o 2zy> 222y + 3y

g (u,0) = (u+v,u—v,w), £ (2,y) = (ye”,siny).
Dh (z,y) = Dg (f (z,)) - Df (z,y) =

1 1 ot oo
- ! -1 ’ ( s?{n X COS ) -
rsiny ye* y y

ye’ +siny e’ +xcosy
= ye’ —siny e’ —zxcosy
i xye® siny + ye®siny  xe® siny + xye® cosy J

u

g (u,v) = (w, %,u), f(z,y) = (Inz,cosy).

cosy Inz 1
_ 1 _ 1n2z i ( z 0 ) _
- cos y cos? y 0 —sin -
1 0 Y
Y _Inzsiny
— Inzsiny
- T Cosy cos2 y J
L 0

=8

8|



37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

Aky uhol s osou o, zviera dotycnica v bode T' = (1,1, 7) ku krivke urcenej
rovnicami y = 1,2z = /1 + 22 + y2. Interpretujte tito ulohu geometricky

a nacrtnite obrazok. [a = %]

K elipsoidu 22 +2y2+22 = 1. N4jdite dotykovii rovinu, ktora je rovnobezna
s rovinou 4z + 2y + z = 0.

[4z + 2y + 2z £ V19 = 0]

V tlohéch 40 — 44 najdite rovnicu dotykovej roviny a normély ku grafu
funkcie f v bode T ked je dané:

fl@y) =2y, T =(2,2,2).
[r:2c+y—2-2=0,n:2=142t,y=2+t,2=2—1

flzy)=2* +22%y —2y+2, T =(1,2,2).
[T:5z+y—2—-3=0,n:2=14+5t,y=0+1t,2=2—1

2
f(zy) =y277,

(a) T=(3,2,7).
7:(32In2)z+ (4+16In2)y — 2z —48In2 =0,
[n :U:%+321n2t,y:2+(4+16ln2)t,z:8—t}
(b) T=(2,1,7).
7:(4In2)z+ (4+16In2)y — 2 —24In2 =0,
[n:m:2+41n2t,y:1+(4+161n2)t,z:4—t]

fla,y) =22 +y>, T=(1,1,7).
[T:de+2y—2—-3=0,n:x=14+4t, y=1+2t,2=3—1]

fzy) =222 —4y%, T =(2,1,7).
[T:82—8y—2—4=0,n:2=2+4+8,y=1—-8t,z2=4—1]

N&jdite derivaciu funkcie f(z,y) = e¥cos(z +y) v bode a = (5,0) v

smere vektora e = (%, @) )

[fe (@) = =3 (14 V3)]
V prikladoch 45, 46 najdite deriviciu funkcie v bode a v smere jed-
notkového vektora e, ktory je urceny bodmi A, B ked je dané :

f(z,y,2) =32% —4y® + 224, A=(2,2,1), B=(5,4,6).
fe (a) = \;_??_8
f(z,y) = 322 —6xy* + 11y, A = (1,1), B = (4,5).

(@) = 2]

Nech f: R?® — R, f (z,y,2) = 2y® + 2> — xyz. Najdite derivaciu funkcie
f vbode a=(1,1,2) v smere vektora e, ktory zviera so suradnicovymi
osami uhly a = 2, 8 = 7, v =7

[fe (a) = 5]

10



48. f

49. f

50.

51.

1.4

V tlohéch 48 — 50 néjdite smer, v ktorom je derivacia v smere maximélna
a hodnotu tejto derivacie, ked je dané :

E

f(

3zt + Ty? — 42%y, a = (1,0).
—L), fe (a) = 4V10]

Y) T a=(3,0).

(0,) (a)=§]

[e
f(z,y) =322 — 6zy* + 1135, a = (1,1).
[e=(0,1), fe(a) = 31]

Nijdite derivaciu funkcie f (2,y) = 32% — 62y + y* v bode a = (-3, —3)

f (=, y)

HWH

\_H
Q:*

>—~||

v smere lubovolného jednotkového vektora e. Zistite v akom smere je de-
rivacia

(a) nulova, [el = (_
(b) najvécsia, [e3 = (

(c) najmensia. [e4 = (_TQ,_g)]

Extrémy.

V prikladoch 1 — 24 n§jdite lokdlne extrémy funkcif :

1.

f(z,y) =22 — 2y + 522 + ¢%.

[f (0,0) = 0 relativne minimum, v bodoch (1,4), (1,—4), (—2,0) nem4 extrémy]

~

(z,y) = ** (27 +y7 +2y).
[f (3,—1) = —£ relativne minimum]|

f(z,y) = 2% +y> — 18zy + 215.
f(6,6) = —1 relativne minimum, v bode (0,0) nemd extrém)]

—

- f(z, y) = 27z%y + 14y3 — 69y — 54x.

f(1,1) = —82 relativne minimum,
f (=1,—1) = 82 relativne maximum,
v bodoch (\/_, 3‘/_) )

14
_ V14 _3/14 : 2
( 3=, —={1 ) hema extremy

f(z,y) =2+ 4 + 32y + 2.
f(=1,-1) =3 relativne maximum,
v bode (0,0) nem4 extrém

flay) =a+y’ —ay—az—y+2.
[f(1,1) =1 relativne minimum]

11



10.

11.

12.

13.

14.

15.

2% + 8y3 — 6xy + 5.

(1, % 4 relativne minimum,

v bode (0,0) nem4 extrém
f(a:,y):5a:y+2w—5+%,x>0,y>0.
[f (%, %) =30 relativne minimum]

flay)=soy+(@T—a-y) (3+5).
f(21,20) = 282 relativne maximum)]

f(z,y) = et =y (2y +x )
f (0 0) = 0 relativne minimum,
f(0,1)=2, f(0,-1) = 2 relativne maximum,
vbodoch (1 0), (- 1 ,0) nem4 extrémy

f@y) =o' +y* —22° + day — 2°
I f (\/_7 _\/5) = _]-27

f (_\/5’ \/5) = _127
relativne minimum,

| v bode (0,0) nemd extrémy

2 2
floy)=(0-2%)°(1-9)°.
[ £(0,0) = 1 relativne maximum;
v bodoch priamok z =1, z = —1,
| ¥ =1,y = —1s1 lokdlne minima.

fzy) = 2**(1 -z —y).
f (2, g) = 3%65 relativne maximum,
v bodoch {(z,0) Az >1} a {(0,y) Ay > 1}
st lokalne maxim4, pre ktoré f (.,.) = 0;
v bodoch {(z,0) Az <1} a {(0,y) Ay <1}
st lokédlne minim4, pre ktoré f (.,.) = 0;
v bodoch (0,1) a (1,0) nemd extrémy

f(@,y) = 2y? (3 — 4z + 6y).
(13—0 ——) = 1224700 relativne maximum,

v bodoch {(z,0)Az>2} a
0,y) Ay < —} st lokdlne maxim4,
pre ktoré f (.,.) = 0; v bodoch

zy
f
{(

pre ktoré f (.,.) = 0;
v bodoch (2,0) a (0,%) nem4 extrémy

1
2

12
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

f(z,y,2) =22 +9y? -|-z —zy + 2z + 2.

[f (-=2,—4%,-1) = —3 relativne minimum]|
f(2,y,2) = 322 + 3z + 2y> + 2y2 + 2y + 227 — 22.
[f (_% -1 1) = —% relativne minimum]

(z,y,2) =22° + y*> + 22 — zy — 22.
[v bode (2,1,7) nemé extrém)]

I (z, ,z)—a: +y2 4+ 224+ 22 +4y —62.
[f (—=1,-2,3) = —14 relativne minimum]

=22 +y? -2

)
[v bode (0,0,0) nemé extrém)|
)

=y? 4+ 222+ 2z —zy — 2.
v bode (% % %) nema extrém]
=2r—y+z—yz—2>—y> - 22
= 2 relativne maximum)]
f(z,y,2) =2 +y* + 2% + 122y + 2z.
[f(24,—144,-1) = —6913 relativne minimum; v bode (0,0,—1) nie je
extrém)|
N4jdite lokdlne extrémy funkcie a nakreslite graf funkcie f, ak:
f@y) =2+ 2>+ 2
[f(0,0) = 2 minimum]
fzy) = —2®+42 —y> — 6y — 9.
f(2,—-3) = 4 maximum)]

—

fz,y) =2 —y> + 22 - 2y.
[ v bode (-1, —1) nie je extrém]

Zistite, ¢i danou rovnicou a bodom je implicitne uréend funkcia. Ak éno,
najdite jej prvii a druhd deriviciu v prislusnom bode, ked 22 + y2 — 4z —
10y +4=0,a=(6,8).

[9"(6) = ~35, 9" (6) = —%3]

Zistite, ¢i danou rovnicou a bodom je implicitne uréend funkcia. Ak éno,
najdite jej prvé derivécie v prislusnom bode, ked 22 +y2 +2°+ 2z —y—4 =
0,a=(1,0,1).

[ag(Lo) _ _4 99(1,0) _ %]

Oz 57 oy
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Zistite, ¢i danou rovnicou a bodom je implicitne uréend funkcia. Ak ano,
najdite jej prvid a druhi derivéaciu v prislusnom bode, ked z2 + y2 + 2z —
3y+2=0,a=(0,1).

[9'(0) = 2,9"(0) = 10]

Zistite, ¢i danou rovnicou a bodom je implicitne uréend funkcia. Ak ano,
najdite jej prvii a druhi derivéciu v prislusnom bode, ked 22 — 2zy +y2 +
r+y—2=0,a=(1,1).
[9'(1) =—-1,94"(1) = —§]

Zistite, ¢i danou rovnicou a bodom je implicitne urcend funkcia. Ak ano
zistite, ¢ je v danom bode extrém, ked 2% — 2zy +2y%> +2x+1=0,a =
(-1,0).

[ie, g (=1) = 0 je relativne maximum)]

Zistite, ¢i danou rovnicou a bodom je implicitne urcend funkcia. Ak éno
zistite, ¢i je v danom bode extrém, ked 2% +y% +22%y+2 =0, a = (1, -1).
[je, g (1) = —1 je relativne maximum)]

Zistite, ¢i danou rovnicou a bodom je implicitne urcend funkcia. Ak éno,
zistite ¢i je v danom bode extrém, ked z? —2zy +2y2+2x+1=0,a=
(-3,-2).

lie, g (—3) = —2 je relativne minimum]

Zistite, ¢i danou rovnicou a bodom je implicitne uréend funkcia. Ak éno,
zistite ¢i je implicitne urcend funkcia g v danom bode konvexnd alebo
konkédvna, ak %+ 2zy +y? —4x +2y —2 =0, a = (1,1). [konkdvna]

Zistite, ¢i danou rovnicou a bodom je implicitne urcena funkcia. Ak dno
zistite rovnicu dotykovej roviny funkcie g v danom bode.. 2% —y?>+22—6 =
0,a=(1,2,-3).

[3@-1)-2(y—2)—2-3=0]

Zistite, ¢i danou rovnicou a bodom 3z? +2y% +22—-21=0,a = (2,2,1) je
implicitne urcena funkcia. Ak ano, zistite rovnicu dotykovej roviny funkcie
g, ak dotykova rovina mé byt rovnobeznd s rovinou 6z + 4y + z = 0.

[122 + 8y + 22 — 21 = 0]

Zistite, ¢i danou rovnicou a bodom 2? + 22 +y* + 22 —2y —4=0,a =
(1,0,1) je implicitne uréend funkcia. Ak ano, zistite rovnicu dotykovej
roviny.

[4x; — 2z + 4y — 8 = 0]

Zistite, ¢i danou rovnicou a bodom In (\/CUQ + y2) —arctg (£) =0,a =
(1,0) je implicitne urcend funkcia. Ak &no, zistite rovnicu dotyé¢nice ku
grafu funkcie g v bode a.

[x—y—1=0]

V prikladoch 40 — 49 néajdite viazané extrémy danej funkcie na mnozine
M.
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

fly)=2"+y°, M ={(z,y); 2 +y—3=0}.
[f(3,2) =2 je relativne mlmmum]
f(z,y) =2 +y* = 3wy, M = {(z,y); 22 — y = 0}.
f (12, 2) = —32 e relativne minimum,
7097 81
| £(0,0) = 0 je relativne maximum
flry) =2 +y°, M ={(z,y); 2 + 4> =1 =0}.
[ £(0,3) =f( ,—%) = 1 st relativne minima,
f(1,0) = f(-=1,0) = 1 st relativne maxim4
flzy) =2 —ay+y> -3z +10, M = {(z,y); 2> +y>* —9=0}.
(% %) =19 — \/_Je relativne minimum,
f (—727, 3) =19 + 2L/3 je relativne maximum,
i v bode (0,—3) nie je extrém
fzy)=2%+2y, M = {(a:,y); x2 —2m+2y2+4y:0}.
[ £(0,0) =0 je relativne minimum,
| f(2,-2) =0 je relativne maximum

flay)=a*+y2 M={(z,p); £+ L =1},

pg® p°q ¢’ A inG
f (p2+q2 , p2+q2) = 5=, p,q - pevné je mlmmum]

fay) =a+y, M={(0.y); &+ =k,0>0}
f \/_a \/_a) =2v/2a je relativne minimum,
( \/_a —\/_a) = —2v/2a je relativne maximum

f

fle,y) =
[

Ty M={@y);et+y=2}.
(1,1) =2 je relativne minimum]

flay)=zy—z+y—1, M={(z,y); s +y=1}.
[ ( % %) :% je relativne maximum
fly)=ay—a+y—-1,M={(z,y);y=2"}.
f(=1,1) =0 je relativne maximum,
f (%, %) = —% je relativne minimum
Danym bodom p = (1,4) vedte priamku tak, aby sticet kladnych tsekov

ohrani¢enych na sturadnicovych osiach bol najmensi. (Nakreslite obrazok!).
2z 4+y—6=0]

Do kuzela o vyske 9 a polomere 3 vpiste valec najviicsieho objemu (Nakres-
lite obrazok!).
[r=2,v=3|

V prikladoch 52 — 59 néjdite najvacsiu a najmensiu hodnotu, ktord nadobida
dana funkcia na kompaktnej mnozine M.
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92.

53.

o4.

95.

96.

o7.

38.

99.

60.

61.

62.

63.

f(w,y)=x2+y2, M = tsecka pq, p = (—1,4), ¢ = (1,0).
maxf f( )_177 :|

min f = f (5’ =%
f(z,y) = 23 + y® — 3zy, M =obdiznik (aj s vnitrom) uréeny bodmi a =
0.0, b= @, e=2,a=0. | L PN TITE
f(zy) =3zy, M = {(z,y); 2> +y> <2} .

[ max f = f(1, 1)—3—f(—1,—1),}
| minf = f(=1,1)=-3=f(1,-1)
flzy)=2—2—y* +20 -2y, M = {(z,y); 2® — 2z + y*> + 2y < 0}.
[ maxf=f(1,-1)=4,
minf:2:f(u,v),
| kde (u—1)>+ (v+1)" =2

fry)=2>+y> =122+ 16, M = {(z,y); 2> +y> < 25}.

[ max f = f(=5,0) = 101,

min f = f(5,0) = —19

f(w,y):m2—2y2+4my—6w—1,M:{(w,y);wZO,yZO,ygii—m}.
max f = f(0,0) = —1,

| min f = f(0,3) = -19

fly) =2 —zy+y* - 32 +10, M = {(z,y); z > y,2> +y> <9}

[ maxf=f(-%,-%) =145+ 5, ]
min f = f(2,1) =7

f(z,y) =22% —ay +2y* — 1520+ 20, M = {(z,y); ¢ <5, 22 —y? > 1}.

[ max f = f (5, -2v6) = 43 + 106,
| min f = f(4,1) = —10

Za akych predpokladov mézu byt rovnice z = rcos®, y = r sind) rieSené
pre r, ¥ ako funkcie z, y. Kde je inverzna funkcia diferencovatelna.

Rieste rovnice x = rcosdcosp, y = rcosdsing, z = rsind pre r, ¥, ¢
ako funkcie premennych z, y, z. Kedy je tato inverzia diferencovatelna.

Ukézte, ze £ : R? — R?, f(z,y) = (2 + 22y + 32,2 +y) je lokdlne
invertovatelnd v okoli bodu (1,1) . Vypocitajte Df ! (4,2) a néjdite afinni

aproximéciu f~1 (u,v) v okoli bodu (4, 2).

Nech f : R® — R? f(z,y,2) = (x +y+ 2,2y + yz + zx,7yz) . Nech
a,b,c su rozne redlne c¢isla. Ukdazte, ze f md inverziu g v okoli bodu
a=(a,bc)azeJg(f(a))=[c—b)(a—c)(b— a) ™",
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1.5 Integraly.
V dlohéach 1 - 6 vypocitajte dvojné integraly:
L. [f; 2%y cos (zy?) dedy, I =(0,%) x (0,2).
[~ 5]
2. [[,ye"tvdzdy, I =(0,2) x (0,1).
1)
3. ff; 7(2“;“)2(1@«@, I=1(0,4)x(0,1).
3
[in %]

4. ff[ 1+z2+y d:ndy, I={0,1) x{(0,1).
2+v2
1+V3

[in

5. [f,In(1+2)* dedy, I = (0,1) x (0,1).
2In2—1]
6. [f; dedy, I=1(2,3)x(1,2).
[In (2)]
V dlohéch 7 — 19 vypocitajte dvojné integraly. Nacrtnite obrazok mnoziny

A.

7. [[ycos(z+y)dody, A={(z,y); 0<z <m o <y<}.
[-2]

8. [, lzyldzdy, A ={(z,y); 1 <l|z| <2,1<]|y] <2}.
[9]

9. [[yye*dudy, A= {(z,y);y> <z <y+2}.
[5 (e* + 5e)]
10. [f, (z+y)dedy, A={(z,y);0<2<2,y<z<2}.
[3]
1. [[, &dady, A= {(2,9);0< L <y<u,
[1]

12. [f, (32% + 2y) dwdy, A = {(z,y); * <y <z, = >0}.

8

<2}.

'y

[75]

13. ffA |z|dzdy, A = {(m,y) sx? <y, 4z +92 < 12} )
[4v3 - 2]

14. fngd:Udy,A:{(w,y);wﬁ?—l—siny,wZO,yZO,ngﬂ'}.
[37]
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

ffoydl'dy, A= {(l',y), r—4<y, y2 < 21’} .
{f% <f32+4 xydl‘) dy = %}
Jfa ey —yPdedy, A= {(z,y); 0<y <3, 5 <y <}

[162]

[f, (#* + y?) dzdy, A je ohranicend krivkamiy =0,y —z+ 1,y =z + 1.
[3]

ffA (z? +y) dody, A je ohranitend krivkamiy = 1z, y = 2z, zy =2, © >
[167]

i ﬁwdxdy, A je trojuholnik KLM, K = (1,2), L = (5,2), M =

(4,4) .
[Z21In18 — 161n16 + £ In 8]

V tlohéch 20 — 23 vypocitajte plosny obsah rovinnych obrazcov urcenych
mnozinou A, ked

A je ohranicend krivkami: y =
4
[7 - 3]
A je ohranic¢end krivkami: % + i—2 =1, y?> = z+ 1 a obsahuje bod (0,0) .
8 (5 )]
37T 1

A={(z,y);0<y <z 2> +y><2z}.

lae—-22az+y?> =4

[§ - 3]
A={(z,y); v <y <V3z, 4w < 2? +y* <8z}
[T — 6+ 3V3]

V ilohach 24 — 35 pouitim vhodnej transformécie vypocitajte dané in-
tegraly a nacrtnite obrazok A.

ffAv1—$2—y2dl”dyaAZ{(%?J)E$2+?J2§1a$20ay20}-
(5]

[ zydady, A= {(z,y); 2y <a®+y* <4y}.

[0]

I —ﬁ—i—i’—idwdy,fl:{(w,y);%+y—2§1}

[[,siny/a? + y2dady, A = {(z,y); 7* <a®+y® <4n?}.

6]
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

ffA Va? —T’ —y2dedy, A= {(z,y); 2> +y* < azx}.
< (r—3)

[géA§12—3w—4y)dwdy, A= {(:U,y);a:2+4y2 §4}.

[, arctg Ldzdy, A = {(w,y); 1<a2®+y2 <9, Z<y< \/593}
5]

[ff]A(l“—y)dxdy, A={(z,y); 2 +y* <z +y}.
0

[, 1 =2z —3y)dady, A= {(z,y); 2> +y> < 4}.
[47]
[ ydzdy, A= {(z,y);2* +y* <a®, y <z}.
[

3

JJ, sin (W\/w2+y2) dedy, A= {(z,y); 2> +y> <1,0<z < y}.
[1]

[[iIn(1+ 22 +y?) dedy, A= {(z,y); y <Vr> =22, >0,y >0}.
[Z (1+7?)In (14 r%) —r?]

V tlohéach 36 — 49 vypocitajte trojné integraly. Nacrtnite obrdzok mnoziny
A.

[f]4 (1= 2)yzdedydz, A = {(z,y,2); >0,y >0,2>0,2<1—z—y}.
1

(7]

JI[ 4 zdxdydz, A = {(x,y,Z); x>0,y>0,\/a2+y?<z</1—2a? —y2}.
[5]

fffAZ2dl'dde, A: {(.T,y,Z),.fL‘ Z 07 Y Z 07 V 'T2 +?J2 S z S 2_1'2 _y2}-
(5 (2v2-1)]

[If4 (2% +y* + 2%) dedydz, A = {(z,y,2); 2> +y? <22, 2% +y* + 22 <r?}.
[2—275\/§7rr5]

[I[4 (&% +y?) dedydz, A = {(z,y,2); 2® +y* < 22,2 < 2}.

[5'7]

[ V% +y? + 22dedydz, A= {(x,y,2); 2* +y> + 22 < z}.
[75]
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42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

92.

53.

54.

35.

fffAf/—"‘i—d.fL‘dde,A: {(m,y,z);xzo,y20,0§z<c, 2_2"' b

[#5] _

[If4 (2% +y?) dedydz, A= {(z,y,2); 4 <a? +y> + 22 <9,2>0}.

[557]

[[[, #*yzdedydz, A= {(z,y,2); >0,y >0, 2<0,4z> + y*> + 2% <9} .
_ 1

840

2

<

mm| 0

0}.

ryzdrdydz, A ={(z,y,2);2>0,y>0,2>0, 22 +y>+22<1}.
N
1

48

[J[, @2z + 3y — z) dedydz, A je ohranitend plochami z = 0, z = a, ©

0,y=0,z+y=0b,a>0,b>0.
I:ab2(76a+20b)j|
21

I/ mda:dydz, A je stvorsten ohrani¢eny rovinami z = 0, y

0,z=0,z4+y+z=1.
[5n2-3]

[[[, zdzdydz, A je ohranicend plochami 2? = 4 (22 + y?) a z = 2.
[7]

[J[, xdzdydz, A je ohrani¢end plochami 2® + y*> = —22+ 9,2 =0, z

0,y >0.
(5]

5
V 1lohach 50 — 63 najdite objem mnoziny A. Nacrtnite obrazok!
A={(z,y,2); 22 +y* <1,0< 2z <y?}.
[7]
A:{(wayrz)v _1S$S1, \/ 1312 Syf v1—$2,OSZS4}
[ (2-Vv2)]
A

={(z,y,2); 2® +y* + 22 < 12, 2% +y? < 4z},
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. A je ohranicend plochami z =4 —y2, 2 =y> + 2,z = —1, 2 = 2.
[8]
. A je ohrani¢end plochami z = 22 +y? az =22+ 2y%, y =2,y = 2z, x = 1.
7
[15]
. e . g2 22 2 2 _
. A je ohranicend plochami - + % = 2%, - + & +2° = 1.
[47 (2 - V2)]
. A je ohrani¢end plochami 22 +y> =9, z=5ax+y +2z =38.
[1177]
. A je ohranicend plochami 2z = 22 + 9%, z = /22 + 2.
[37]
. A je ohrani¢end plochami z =0, z =2 — y, y = 2°.
32
[55v2]
. A je ohrani¢end plochami 22 + y? = 2z, 22 + y>2 = 2z — 2.
7
[57]
. A je ohranicend plochami z =0, 2 =0,y =1,y =3, z + 2z = 3.

[3]
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