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Kapitola 1

Integralny pocet FJP

1.1 Urdity integral

1.1.1 Definicia urcitého integralu

Definicia 1 1. Nech (a,b) je uzavrety interval. Nech xq,z1,22,...,Tk
st také, Ze a = xg < 1 < Ty < ... < x = b. Potom k + 1—ticu
D = (xg,x1,9,...,x) nazyvame delenie intervalu (a,b). Intervaly

(i1, i) nazyvame deliace intervaly.

2. Nech D = (xg,1,22,...,x) je delenie intervalu (a,b). Potom cislo
|ID|| = max{x; —z;—1|i=1,2,...,k} nazgvame norma delenia D.

3. Nech (D)2 je postupnost delent intervalu (a,b). Aklim,, . || Dy =
0, potom hovorime, Ze postupnost (D,)°, je normdlna postupnost
deleni intervalu (a,b).

4. Nech funkcia f : A — R je ohranicend na intervale (a,b) C A a

D = (zg,x1,x2,...,2k) je lubovolné delenie intervalu (a,b). Nech body
¢i € (zi—1,x;) su lubovolne zvolené pre i = 1,2, ..., k. Potom ¢islo
k
Sp(f) =Y fle) (@i — i)
i=1

nazgvame integralny sicet funkcie f pre dané€ delenie D intervalu (a, b)
a volbu bodov ¢; € (x;_1,x;).

Definicia 2 Nech funkcia f : A — R je ohranicend na intervale (a,b) C A.
Ak pre kaZdi normdlnu postupnost deleni (D)) intervalu (a,b) a kazZdi
volbu bodov ¢; v integrdlnych sictoch Sp, (f), postupnost (Sp, (f))o2, kon-
verquje k tomu istému cislu J, tak hovorime, Ze funkcia [ je integrovatelnd
na intervale (a,b). Cislo

J = lim Sp, (f)

n—oo

3



4 KAPITOLA 1. INTEGRALNY POCET FJP

nazyvame urcity integrdl funkcie f na intervale (a,b) a oznacujeme

b b
J:/f:/f(x)dac.

Veta 1 (Prvd postacujica podmienka integrovatelnosti) Nech funkcia f :
A — R je spojitd na intervale {a,by C A. Potom je na tomto intervale
integrovatelnd.

Definicia 3 Nech siu splnené nasledujice podmienky:
1. Funkcia f : A — R je ohranicend na intervale {(a,b) C A.

2. Vintervale (a,b)existuje len konecny pocet bodov, v ktorych tdto fun-
kcia nie je spojitd.

3. V kazdom bode z intervalu (a,b) ezistuje vlastnd limita funkcie f
sprava a aj zlava.

4. Ezistugi vlastné limity lim,_.q1 f(z) a im, ., f(z).
Potom hovorime, Ze funkcia f je po ¢iastkach spojitd na intervale {a,b).

Veta 2 (Druhd postacujica podmienka integrovatelnosti) Nech funkcia f :
A — R je po ciastkach spojitd na intervale (a,b) C A. Potom je na tomto
intervale integrovatelnd.

1.1.2 Vlastnosti uréitého integralu

Veta 3 Nech funkcie f : A — R a g: A — R su integrovatelné na intervale
(a,b) C A ac€R je lubovolnd konstanta. Potom

1. Funkcia (f + g) : A — R je integrovatelnd na intervale (a,b) a plati

b b b
/(f+g)—/f+/g-

2. Funkcia (cf) : A — R je integrovatelnd na intervale (a,b) a plati

b b
Jen=cr

3. Funkcia |f| : A — R je integrovatelnd na intervale (a,b) a plati

b b
[r=[n
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Veta 4 Nech funkcia f : A — R je integrovatelnd na intervale {a,b) C A.
Potom je integrovatelnd aj na kazdom intervale {c,d) C (a,b).

Veta 5 Nech funkcia f : A — R je integrovatelnd na intervale (a,b) C A
a aj na intervale (b,c) C A. Potom je integrovatelnd aj na intervale {(a,c) a

jfz]f+jﬁ
a a b

Veta 6 Nech funkcie f : A — R a g: A — R st integrovatelné na intervale
(a,b) C A a pre kaZdé x € (a,b) plati f(x) < g(x). Potom plati

b b
/fé/g

1.1.3 Veta o strednej hodnote

platt

Nech funkcia f : A — R je integrovatelnd na intervale (a,b) C A. Potom je
na tomto intervale ohrani¢end. To znamend, Ze existuju k, K € R také, ze
pre kazdé = € (a,b) plati k < f(z) < K. Preto plati

jmmgif@mxngmx

7 toho dostavame

A dalej

Cislo

b
bia/f(x)da:

nazyvame strednd hodnota funkcie f na intervale (a,b).
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Veta 7 Nech funkcia f : A — R je spojitd na intervale (a,b) C A. Potom
existuje ¢ € (a,b) také, Ze

b
1) = 5=y [ fla)da,

To znamend, Ze spojitd funkcia dosahuje na intervale (a,b) svoju stredni
hodnotu.

1.1.4 Hlavna veta integralneho poc¢tu

Definicia 4 Nech funkcia f : (a,b) — R je integrovatelnd na intervale
{(a,b). Potom funkciu

FWQMHRJ%w:if:if@ﬁ

nazyvame funkcia hornej hranice integrdalu funkcie f.

Veta 8 Nech funkcia f : (a,b) — R je integrovatelnd na intervale (a,b).
Potom funkcia

R@@HKF@—/ﬂWt
je spojitd.
Veta 9 (Hlavnd veta integrdalneho poctu) Nech funkcia f : {(a,b) — R je
spojitd. Potom funkcia

R@@HKF@:/ﬂWt

je diferencovatelna (na intervale {(a,b)) a navyse
F'(z) = f(z) pre kazdé x € {(a,b).

Definicia 5 Nech je dand funkcia f : I — R, kde I je interval. Nech existuje
funkcia F : I — R takd, Ze

F'(z) = f(x) prekazdé z€l.

Potom funkciu F' : I — R nazgvame primitivna funkcia funkcie f : I — R.
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Veta 10 Nech funkcia F1 : I — R je primitivnou funkciou funkcie f : 1 —
R. Potom funkcia Fs : I — R je primitivnou funkciou funkcie f : I — R
prave vtedy, ak ezistuje ¢ € R také, Ze pre kazdé x € I je Fy(x) = Fi(z) +
c. To znamend, Ze dve primitivne funkcie tej istej funkcie sa lisia iba o
konstantu.

Veta 11 (Newtonov - Leibnitzov vzorec) Nech funkcia f : (a,b) — R je
spojitd a F': (a,b) — R je jej lubovolnd primitivna funkcia. Potom

b b
/ ;= / f(z)dz = F(b) - F(a) = [F(z)]".

Poznamka 1 Definiciu urcitého integrdlu zovseobecriujeme nasledujicim spo-
sobom:

1. [f=o0.

a

b a
2. Ak a > b, definujeme [ f=— [ f.
a b

3. Nech f: (a,b) — R je spojitd funkcia. Mozeme definovat funkciu

b
G:{a,b) = R, G(x) = /f(t)dt.

Tdto funkcia je diferencovatelnd (na intervale {(a,b)) a plati
G'(z) = —f(x) pre kazdé x € {(a,b).
4. Nech f : I — R je spojitd funkcia, I je interval a bod a € I. Definujme
funkciu G : I — R, G(x) = [ f(t)dt. Nie je problém ukdzat, Ze tdto

funkcia je diferencovatelnd a G'(x) = f(x) pre kaZdé z € 1.
Veta 12 Nech f : I — R je spojitd funkcia na intervale I. Potom k nej
existuje primitivna funkcia.
1.2 Neurdity integral
1.2.1 Definicia

Definicia 6 Nech I je interval a f : I — R je funkcia. Potom jej lubo-
volntd primitivnu funkciu F : I — R nazgvame neurcity integrdl funkcie f.

Oznacujeme F(z) = [ f(z)dz.
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Poznamka 2 1. Je zrejmé, Ze oznacenim [ f(x)dx nie je vysledok je-
dnoznacne urcéeny. Je to jedna z primitivnch funkcii funkcie f. Teda
[ sinz dx = — cos x rovnako dobre, ako [ sinx dx = — cos x+356. Teda
tieto vysledky sa mozu lisit o kostantu. Preto, ked napiSeme

/sinxdw-/sinxdw,

nebude to znamenat, Ze
—cosx = —cosx + 356,
ale Ze existuje konstanta c € R takd, Ze

—cosx +c¢c= —cosx + 356.

2. Oznacenie F(z) = [ f(x)dx nie je mozné chdpat ako rovnost funkc-
ngch hodnot. Rovnost [ sin3d3 = — cos 3 neddva Ziaden zmysel. Ozna-
cenie [ f(x)dx treba chdpatl ako tlohu o ndjdent jednej z primtivnych
funkcii funkcie f a rovnost F(x) = [ f(z)dx ako jeden z moznych
vysledkov uvedenej ulohy.

1.2.2 Metoda per partes

Veta 13 Nech funkcie f : I — R a g : I — R su spojito diferencovatelné
na intervale I. Nech H : I — R je primitivna funkcia funkcie (f'g) : I — R.
Potom (fg — H) : I — R je primitivna funkcia funkcie (fg') : I — R. V
symbolike neurcitych integrdlov to znamend, Ze

[t =19 [9)

Désledok 1 Nech funkcie f : I — R a g : I — R su spojito diferencovatelné
na intervale I a body a,b € I su lubovolne zvolené. Potom

b
/f(ﬂf)g’(l’) dx = f(b)g(b) — f(a)g(a) - /f’(ﬂﬂ)g(x) dz.

a

1.2.3 Substituéna metdda

Veta 14 (Prvd veta o substitucnej metode) Nech I a J si intervaly, ¢ :
J — I C R je spojito diferencovatelna a f: I — R je spojitd funkcia. Nech
F : I — R je primitivna funkcia funkcie f : I — R. Potom (Fop):J —R
je primitivna funkcia funkcie ((f o p)¢'): J — R.
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Désledok 2 Nech I a J su intervaly, ¢ : J — I C R je spojito diferenco-
vatelnd a f : I — R je spojitd funkcia. Nech o, 3 € J st lubovolné. Potom

Jé] Jé] »(B) »(B)
/wwwwzjﬂwmwmw=/ﬂ@m=/f.
o a ) o(a)

Veta 15 (Druhd veta o substitucénej metdde) Nech I a J si intervaly, ¢ :
J — I je spojito diferencovatelnd bijekcia a f : I — R je spojitd funkcia.
Nech G : J — R je primitivna funkcia funkcie ((f o p)¢') : J — R. Potom
(Gop™1): I —R je primitivna funkcia funkcie f : I — R.

Désledok 3 Nech I a J st intervaly, ¢ : J — I je spojito diferencovatelnd
bijekcia a f : I — R je spojitd funkcia. Potom pre kazZdé a,b € I plati:

b b 1) @1 (b)
[1=[1@a= [ weaer= [ sewwa
a a [

'(a) ¢~ a)

1.2.4 Niektoré vyznac¢né substiticie

I Integraly typu

/R - ki/ax%—b ki/a$+b ko jaT +b I
" Nex+d Ver+d U Vexr+d ’
kde funkcia R vznikla pomocou koneéného poétu raciondlnych operacii (séi-

tania, odé¢itania, ndsobenia a delenia) na vedlajsich zlozkéch.
Takéto integraly rieSime nasledujicim postupom:

1. Vypoéitame najmensi spoloény nasobok k = lem {k1, ko, ..., ks}.
2. Polozime
wjax +b 1
=1= .

cx+d v (@)

3. Potom
b— dt*
4. Dalej
oy _ad—be | 4y

5. Este mame

ar+b wjaxr+b  k
=t t ( =tki.
cr+d ) pree cx+d
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6. Je zrejmé, ze kﬁ je celé ¢islo. Preto po dosadeni do p6vodného integralu
dostavame integral

—dtF & & _
/R o O ) ed e ey
c (cth —a)?

¢o je integral z racionalnej funkcie.

1I. Integraly typu

/R <c,w, Vaz? + bx + c) dz,

kde a > 0 a funkcia R vznikla pomocou kone¢ného poctu raciondlnych
operécii (s¢itania, od¢itania, nasobenia a delenia) na vedlajsich zlozkach.
Takéto integraly rieSime nasledujicim postupom:

1. PoloZime

Var? +bx + ¢ =+t + /ax.

2. Potom
az?® + bx + ¢ = t* £ 2/axt + ax?.

V tejto rovnosti vypadne druhd mocnina x. Preto mozeme vypocitat
x.

3. Dostéavame
2 —c

= prava P

4. Potom
+2,/at? + 2tb + 2¢/a

dr = '(t)dt = b E2ya1)?

dt.

5. Treba si este uvedomit, Ze

\/ax2—|—b:r—|—0—j:tj:\/_a:—j:tj:\/_bi2\/_t

6. Preto dany integral

/R(C,a}, \/ax2+bx+c> dz

je prevedeny na integral z racionalnej funkcie

[2 (e semvm 22 vargaym) (i) @
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III1. Integraly typu
/R (c,x, Vaz? + br + c> dz,

kde ¢ > 0 a funkcia R vznikla pomocou kone¢ného poctu racionalnych ope-
racii (s¢itania, od¢itania, nasobenia a delenia) na vedlajsich zlozkach.
Takéto integraly rieSime nasledujicim postupom:

Vaxr? +br +c= £\/c*at.

Pre jednoduchost budeme uvazovat len o jednej zo Styroch moznosti

Vazr? +bxr +c=+/c— xt.

1. PoloZime

2. Potom
az? + bz + ¢ = ¢ — 2y/cat + 22t2.
V tejto rovnosti vypadne ¢, preto mozeme kratit z—om. Vypocitame
x.

3. Dostavame
2t\/c+ b
a:‘ = "
2 —a

o(t).

4. Potom

dr = () dt — _2(t2*éitt;): vea) o

5. Treba si este uvedomit, Ze
2t b
Var? +bx+c=+c—at=/c— <ﬁ> t.
6. Preto dany integral

/R(c,m, \/aac2—|—b:z—|—c) dz

je prevedeny na integral z racionalnej funkcie

[l B e () (Rt

t2 —a t2—a (t2 — a)?

Iv. Integraly typu
/ R (c,sinzx,cosz) dx,

kde funkcia R vznikla pomocou koneéného poétu racionalnych operécii (séi-
tania, od¢itania, ndsobenia a delenia) na vedlajsich zlozkéach.
Takéto integraly rieSime nasledujiicim postupom:



12 KAPITOLA 1. INTEGRALNY POCET FJP

1. PoloZime

2. Dostévame
x = 2arctgt = p(t).

3. Potom 5
dr = ¢'(t)dt = —— dt.
v =) 14++¢2
4. Dalej
. 2t 1—¢2
sinxr — 1—|—t2 a COS%IW.

5. Preto dany integral
/R(c,sinx,cosm) dx

prevedieme na integral z racionalnej funkcie

2t 1t 2
R dt.
/ <C’1+t2’1+t2>1+t2

V. Integraly typu
/R (c, tgx, sin’z, cos®z, sin Zx) dx,

kde funkcia R vznikla pomocou kone¢ného poétu raciondlnych operacii (s¢i-
tania, odé¢itania, ndsobenia a delenia) na vedlajsich zlozkéch.
Takéto integraly rieSime nasledujicim postupom:

1. Polozime
tgr =1t =¢ H(z).

2. Dostévame
x = arctgt = p(t).
3. Potom 1

T

doe = ' (t)dt =

4. Dalej

cos“x = a sin2x =

S $:—1+t2, 1—|—t2 1—|—t2
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5. Preto dany integral
/R(c, tgx,sin%,cos%,sin Zx) dx
prevedieme na integral z racionalnej funkcie
¢ 1 2t 1
R{ect dt.
/ (C’ ’1+t2’1+t2’1+t2> 1+ 12
1.2.5 Priklady
Cast I
Vypocitajte nasledujiice integraly:
L [asinzdr. ..o [sinz — xcosz].
2. [(2® =24+ 1)e*Tdr. oo [e; (—m—;%—%—{—%)} .
7T
3. [(202 4 3)COS2TAT. i [7].
0
2
4. [xlogip2xdr. ... ["% (logyg 2z — Wllo)} )
5. [ePsinadr. ... [%(sinm — cosz)] .
x 1 T
6. f(efwdx .......................................... [—W- .
7. [ \/?iwdx. ........................................ Barcsm \2/% :
8. J i dr. -1v3—42].
9. [cos(Inz)dr. ..., [2 (cos (Inz) + sin (Inz))] .
10. [ 5x3+9‘”2722$ SrTH9CT 0By . bz +2In|z|+3ln|r — 2|+ 4ln|x + 2|].
1. [ Zthde. 2In|z|+ 1 — 5z —2Infz +1]] .
12. fx%ﬂdx . [%ln|x+1| —tln(z?—z+1) + @arctg?@x— 1)} .
e 1 3 6 3
13. lr}[Q md(l} e |:§(1n 42 — In 15) — % (arctg % — arctg %>:| .
3 ) . .
14. g% SINTAT. oo [-2+2In3].

13
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Va1 12 6 Yz
15 fﬁﬁdw ........................ [Tz—(;—ﬁ‘i‘24ln Wj‘l_
1 /2241 17, |t=1 1 1 _ [2z41]
16. ) ;j_ld.f ............... [§ln‘t+—1‘—t+—l—ﬁ,t— :l?i:l_'
3242 3t _ In|1-2¢ 33 _ Vo o]
17 fﬁdl’ ..... |:§ _— 2 — 4(17215), t = —r + $2+$+3_ .
18. Imdﬁ .......................... [—Qarctg (473+7ﬂi2)- .
2010
e
19. ({mdm ........................................... [—8,345]
1 VB VB
20 f mdl’ .................... |:T arctg 5 (3tg (%) =+ 1)i| .
% tgx 1 1
21. Ofmdl' ................................... |:7T (Z — 3—\/3):| .
I
2cos2
22. Ofcos4‘;‘jf81fl4mda:. ........................................... [1,246]
bl
23. Ofsfé)iéfsxdx. .............................................. [0, 152]
24. Vypocitajte plosny obsah rovinnej oblasti ohrani¢enej krivkami:
(a)ylenx,x:%,ajzlyzo. ............... [—%—i—%lnﬂ
(b) Parabolou y = 22 — 6z + 8 a jej doty¢nicami v bodoch A =
[1,3], B =1[4,0]. ittt (4]
25. Vypoditajte objem zrezaného kuzela, ktory vznikne rotéciou elemen-
tarnej oblasti okolo osi 0,. Polomery jeho podstav sir =1, R =2 a
viska v = 3. [7T7] .
Cast II

Vypocitajte nasledujtce integraly:

1

[\

w

B

. fxarctg TAT. [%xZ arctgx — %:p + %arctg :E] .
Cfate T, {623—;(9x2 — 6x + 2)] .
. fog exp (2z)SINTdT. ..o [Ze™ +1].
D [962—2(111372 — 1)} .
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5. [In(z? 4+ 1)dz. ..o, [#In(a? + 1) — 22 4 2arctg z] .
e
6 fln2 TAZ. [6_2]
1
7. fﬁdx. ....................................... [ﬁarctg @} )
8. [ii=dr. [31n(4 + 322)] .
9 f IS Ar. { 4(902]:_1)2
10, [ VoA, oo [26\/5(\/5 . 1): .
11. [efcotge™dm.  ...oiiii [In|sine®|].
12. (@@ F2de. oo [%\3/(3:+2)7— g{’/(x+2)4:.
13, [25%dr. o n|z| —2In|z + 1]].
14, [22849, [%—x+3ln|x—2|—21n|x+1y:.
15, [ fomsde. [%ln]m—l\—ﬁ—%ln]w—i—ﬂ:.
16. f%dm .................. [ln|:n—|—5|—1n|x+1|—%+l:.
17, [ Z2E2de. [% In(x? + 4z +7) — %arctg m—jg :

42
18. [ s e A8

[% Infz—1[— %ln (m2 + 2z + 7) + ‘{—Earctg (7\/6%“))} .

19, [alhetleds gy (52 +mle -2 -2z +1]].
20. f(egxg%dm. ......... [21:—111’62“: —26’”—0—5} + %arctg (ewT_l)] .
Inb5 20 | 9ev_3
e e’ —
21. lf mdl‘ ........................................... [ln\/g] .
In2 .
22. of %ezdx. ............................ [ln2 + arctg 3 — %] .

23. f sin z cos x dx

sin? z+sin z+3 :

[% In (sin®z +sinz + 3) — g arctg (% (2sinx + 1))} )
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.
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(BoeosT)SINT. g0 [-31In2].

cos? x—cos z—2

O%w\:\

f cosa: dr
sin® z+sin? z+sinz

[l |sinz| — & In|sin? :n—i—smx—}—l\——arctg [%( —I—smx)”.

f:c(f—;—f e In(1+ ¥x)].

9

i \/\E/idx .............................................. (7 + In4]

4

f o+1+ % x+1)

In|z+1] = 3In|Vz+1+ 1| — 6arctg (Vo +1)].

i x+\/12x__1dac. .................... [ln (237—&—2\/237 — ) 1+\/T_ )

JE=1 4

fm+2\/7dx ............ [2\/33— —ln(l—i—\/x—l) —1+\?ﬁ_.

27 ) |

1f3f\;$_2dx. .......................................... {8+ 3\/25 Ik

i ﬁdw. ............................. [@ (arcsin (gx — %))]

1 —z—14+vVz2+z+1

fmdx .............................. |:111 m ] .

2

JVA—zAdr. [27] .

)

f\/ﬁd:ﬁ. ..................... [—2arctgt t= V3_2x;””2_‘/_]

1 1 4

{mdx ............................................ [4—5] .
Toog g AL reeeri it [‘/_ arctg (\/_ tg 2)
md:ﬁ. ..................... |:¥ (arctg %) .

fgg mdx ........................... |:— arctg (T?) — 1): .

[ soteos g, L [2(In|t — 1| — In|t| — arctg t) tg L]
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3 ;
1+tg2x 2-/3
41. 7‘[ de ............................................ |: 2 .
1
d 1 3 ]
42. fm ........................... [ﬁarctg <\/;tg$>_ .
43. [arctg ﬁdfc. ... |zarctg ﬁ + %ln {x2 —2x+ 2‘ + arctg (z — 1)_ .
/2
44. [ sinbrcosmdr. ... 2]
0
45. Vypocitajte plosny obsah rovinnej oblasti ohranicenej krivkami:
2
(a)y:ﬁ?—j_g,y:%. ............................... (2 (3r—2)].
M) y=Inz, y=1In%2. ..o [3—e¢].
46. Kruh 22 + y? = 8 je rozdeleny parabolou y = % na dve casti. Vypo-
Citajte obsah mensej z nich.  ............. ... ... .. ... [277 + %] .
47. Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti okolo osi 0,.
9 . v s v . o 2 _ . 2
Oblast je urcend ciarami y = =%, y =sinz, x > 0. ........... [%} .
Cast III

Vypocitajte nasledujtce integraly:

L [alnazde. ..o {% (Inz — %)}
2. [me ™ dr. [—xe ™ — e "]
3. Jarctgadr. ... [zarctgz — 3 In(1 + 22)] .
2 3 (.2 1
4. fx 3TAr. [m (a: 3+ (ln3)2>:| .
5. [zarccotgazdm. ... [$22*'1arccotg:v + %}
6. f07r TZSINTAT. oo [71'2 - 4] .
1

7. 6fa:aurccotg TAT. 3-Z].
8. f5ft3dx .......................................... [3In|5 + 23]
9. [ ﬁdm. ..................................... [g—xl/garctg (\/51‘)} .
10, [ g5zde. oo (15 In(3 + 927)] .
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~1
L [ 952 da. oo [m%
12, [ SBEdp [—In|cosz —1]].
13, [ oomd. —iva—5a).
4. [ % ........................... [—% y (sinm—l—cosx)3_ .
15, [T =8de 5+ + 4+ m ],
16, [ pipdude. [ln(:c — 12— 3+ L
. .
17, [ Gl de. [2ln|x—2|+ln]w—3\—%_.
18. [ xff;xl%dx. ................... [In (22 4 2z + 5) — § arctg (&2)] .
19. [ S~ 4x+7dx .................. {% In(z? — 4z +7) + @arctg x—\7§2 .
20. [ x3+§’_ﬁ+1dx .................... {“32—2 + 2z +1In|z| —3n|z + 1| :
oL [ 3wl e [Info+ 3] + 2z — 1]+ 22
22. [ (Iﬁw t”_fgglﬁg)dx. [ln 2+ 1|+ L n|z? 4 22 + 3| — %arctg x—\;%l .
2
23. [ T ds [AIn|l+2[—in(1l - 2| — farctgz] .
. )
x ¥
24. g‘mdx ....................................... [5 In2 + 1_6]
’ 2:2_3 110 5
T~ —OoXx
25 " md .......................................... [ln 1_8] .
" 2% 852 10 +6 5
T~ —1Ux
26. J Wdl‘ ..................................... [5 — 11’13] .
3 242 9
€T
27. {md:ﬂ ...................................... [an + g]
28. [ mdx. .............................. [Larctg 2(e” —1)] .
29. [ =gy, [z —2In|e® — 2|+ 31ne” — 3]].
3 3
30 [ Yode. 6(% - vzrm(ya+1))].
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

1oz
Jo/isde. [ln — ; +2arctg = ]
¥z
[ e 2vI+z+In|VI+z—1]-In|l+VI+z|].
| VS 5 -4t —9mlt -3+ mfe+1], t = 2z T3],
[ VE
({ 1+ﬁd:c. .................................................. [In 9]
1 1 1
f md ............................... |:§ (arcsm (ZE + 5))]
1 1 5+2v/5
fO de ....................................... |:h’l 5 i|
1
) o=
2t = dm(2t+ 1]+ by t=VaP—z+1-a
%5 ez [ﬁ (arctg V2 _ arctg ?)}
s
JIERLdr. [tg 2 —In (tg* (%) +1)]
fﬁ% T e [$In[sinz — 1| + Z(sinz + 2)]
2 11,3
f02 sin%ﬁ#&% 1 [g In g]
0 1 1
fﬂ TR0l [31n2]
-2
/2
i 17, 2
{ %dl‘. ....................................... [g In g]
J e [z~ 1]
S Triga T e g — 1
1 VT 2
m ......................... [ﬁarctg ( 7tgw>}
2m
JcosBxcosdrdr. .. [0]
0
Vypocitajte plosny obsah rovinnej oblasti ohranic¢enej krivkami:

(a) y=a—1,y2 =22+ 1.
(b) y:xQ,y:%xQ,y:Q.
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48. Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti okolo osi 0,.
2z w2

Oblast je urcend Clarami y =sinz, y = =5, .................. [F} .



Kapitola 2

Fourierove rady

Definicia 7 Nech funkcia f : A — R je po ciastkach spojitd na intervale
(a,a+1) C A. Potom nekonecny funkciondlny rad

ap > n2wx . n2nx
?—FZ (ancos< ] ) —i—bnsm( l >>

n=1
taky, Ze
a+l
Ay = %/f(x)cos <n217rx> der pre n=0,1,2,...,
a
a

a+l

2 2
bn—j/f(x)sin<nlmv> dr pre n=1,2,...,

sa nazyva trigonometricky Fourierov rad funkcie f : A — R pre interval
(a,a+1).

Definicia 8 Nech funkcia f : A — R je po ciastkach spojitd na intervale
(a,a+1) C A. Potom funkciu f : R — R takd, Ze

1 f@ =4 (i, @)+ m @)

r—a+ x—(a+l)—

2. fz)=1 (thm+ f)+ tlim_ f(t)) ,  pre kazdé x € (a,a+1),
3. f(x)=f(x+1) prekaeidé zcR,

nazyvame normalizované periodické pokracovanie funkcie f : A — R pre
interval (a,a +1).

Veta 16 Nech funkcia f : A — R spliia nasledujiice podmienky:

21
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1. Je po ciastkach spojitd na intervale (a,a + 1) C A.

2. Funkcia f je na intervale (a,a + 1) je po ciastkach spojito diferenco-
vatelnd. To znamend, Ze jej derivdcia f' je na intervale (a,a + 1) po
ctastkach spojitd.

3. Nech f : R — R je normalizované periodické pokracovanie funkcie
f:A— R pre interval (a,a +1).

Potom pre kazdé x € R plati:

f(x) = % + i <an cos <n2l77x> + b, sin <n2l7m>) ,

n=1

kde

2 2
an=7/f($)cos(nl7m> dr pre n=0,1,2,...,

a+l

2 2
bnzj/f(a:)sin<nl7m> dv pre n=1,2,....

To znamend, Ze za uwvedenych podmienok je trigonometricky Fourierov
rad funkcie f : A — R pre interval (a,a + ) konvergentny a jeho suctom
je normalizované periodické pokracovanie funkcie f : A — R pre interval
(a,a+1).

2.0.6 Priklady

1. Néjdite Fourierov rad funkcie f : R — R, f(z) =« pre interval (-1
a nakreslite graf jeho stétu. ....... . ... i .

7]'>

2. Néjdite Fourierov rad funkcie f : R — R, f(x) =z pre interval (0, 1)

a nakreslite graf jeho suctu. ....... ... . .o i .

3. N4jdite Fourierov rad funkcie f : R — R, f(x) = 2? pre interval (—2,2)

a nakreslite graf jeho suctu. ....... ... . .o .

4. Néjdite Fourierov rad funkcie f : R — R, f(x) = 2? pre interval (—2,0)

a nakreslite graf jeho suctu. ....... ... . .o i .

5. Najdite Fourierov rad funkcie f : R — R, f(x) = 2z+1 pre interval
a nakreslite graf jeho suctu. ....... ... ..o oL .

6. Funkciu f : R — R, f(z) = 22 rozlozte na intervale (0,2) do sinuso-
VEhO Tadl. ..ot IE

(1,3)
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7. Funkciu f : R — R, f(z) = x rozlozte na intervale (0,2) do kosinuso-
vého radu radu. ... ]

8. Nech
1, pre =z € (—00,0);

f:RHR,f(x):{_L pre € (0,00).

Najdite Fourierov rad tejto funkcie pre interval (—2,2) a nakreslite
graf jeho SUCHU. ... .

9. Nech
1, pre =z € (—00,2);
—x, pre x€ (2,00).

FR-R @ =,

Najdite Fourierov rad tejto funkcie pre interval (1,3) a nakreslite graf
JEhO STUCHU. o .
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Kapitola 3

Diferencialny pocet FVP

3.1 MnozZiny

Znakom R™ budeme oznacovat mnozinu

R™ ={x=(z1,22,...,%m) | z; E Rprei=1,2,...,m}.
Prvky mnoziny R™ nazyvame body, alebo vektory.
Na mnozine R definujeme dve operacie

(a) Stéet vektorov
Nech x = (z1,22,...,2m) ay = (Y1,92, - - ., Ym) st dva vektory z
R™. Potom ich sii¢tom nazyvame vektor x +y € R™ taky, ze

X + Yy = (Il)xQ) ey me)"‘(yl,y?, cee )?/m) = (xl+y17 $2+92, ey $m+ym)

(b) Sicin skalaru a vektora
Nech (skalar) ¢ € R a (vektor) x = (z1,x2,...,Zy) € R™. Potom
sucinom skalaru c a vektora x nazyvame vektor

cx =c(x1, T2, ..., Tm) = (cT1, T2, ..., CTy).

Poznamenédvame, ze mnozina R™ spolu s uvedenymi operaciami tvori
linearny priestor.

Na mnozine R™ dalej definujeme:

(a) Skalarny su¢in vektorov
Nech x = (z1,22,...,2m) ay = (Y1,Y2, - - ., Ym) st dva vektory z
R™. Potom ich skaldrnym st¢inom nazyvame ¢islo (skalar)

XY =21Y1 + Tay2 + ... + TylYm-

25
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(b) Normu (absoliitnu hodnotu) vektora
Nech x = (21,22, ..., Tpy) € R™. Potom normou vektora x nazy-
vame Cislo

|x|:\/x.x:\/a:%+a:§+...+x?n.

(c) Vzdialenost bodov
Nech x = (z1,22,...,2m) ay = (Y1,%2,-.-,Ym) st dva body z
R™. Potom ich vzdialenostou nazyvame ¢islo

dx,y) =x—yl=v(@1—y)>+ (@2 —12)> + ... + (Tm — ym)*.

Definicia 9 Nech a € R™ a € > 0. Epsilonovym okolim bodu a na-
zyvame mnozinu Oz(a) = {x € R™ | d(x,a) = |x —a| < &}. Prs-
tencovym epsilonovym okolim bodu a nazgvame mnoZinu O2(a) =
O:(a) \ {a}.

V pripade R definujeme aj epsilonové okolia +00. MnoZinu O.(c0) =
e

definujeme predpisom O2(oc0) = O(00). Podobne definujeme epsilo-
nové a prstencové epsilonové okolie minus nekoneéna vztahom O2(—o0)
Oc(—00) = (—00, —1).

£

Definicia 10 Nech A C R™ a a € R™. Budeme hovorit, Ze bod a je
hromadnym bodom mnoZiny A, ak v kazdom O2(a) lezi bod mnoZiny

A.

Definicia 11 Nech A C R™. Komplementom mnoZiny A nazjvame
mnozinu CA={x € R™ |x ¢ A}

Definicia 12 Budeme hovorit, Ze mnoZina A C R™ je otvorend, ak
pre kaZdé a € A ezistuje Oz (a) C A.

Ak mnozZina A C R™ obsahuje vsetky svoje hromadné body, tak sa
nazyva uzavretd mnozina.

Veta 17 Mnozina A C R™ je otvorend prdve vtedy, ked jej komple-
ment CA je uzavretd mmozina.

Definicia 13 Budeme hovorit, Ze mnozina A C R™ je ohranicend, ak
existuje o > 0 take, Ze A C O,(0).

(1, 00) nazgvame e-ovijm okolim bodu co. Prstencové e-ové okolie O2(c0)
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3.2 Limita a spojitost funkcie

Definicia 14 Nech f : R™ D A —- R", a € R™, b € R” a a je
hromadnym bodom mnoZiny A.

Ak pre kazdé O (b) existuje OF(a) take, Ze f(Of(a) N A) C O(b),
hovorime, Ze funkcia f: R™ O A — R™ md v bode a limitu b. Piseme
limy .5 f(x) = b.

Definicia 15 Nech f: R™ D A — R"™ a a € A je hromadnym bodom
mnoziny A. Ak limx_., f(x) = f(a), budeme hovorit, Ze funkcia f :
R™ > A — R" je spojitd v bode a.

Ak funkcia [ je spojitd v kazdom bode a € C C A, tak budeme hovorit,
Ze funkcia f je spojitda na mnoZine C.

Ak funkcia f je spojitda v kazdom bode a € A, tak budeme hovorit, Ze
funkcia f je spojitd.

Veta 18 Nech f : R™ D A — R" ag : R™ D A — R" Nech
limy .5 f(x) = by € R” a limyx_59(x) = be € R™. Nech ¢ € R.
Potom

(a) limyx_a(cf)(x) = cby,

(b) limx—a(f + g)(x) = b1 + by,

(¢) limx_a [f|(x) = [b1].

Dosledok 4 Nech f:R™ D A—-R" ag:R™ D> A — R" si spojité
funkcie a ¢ € R. Potom

(a) (cf):R™ D A — R" je spojita funkcia.

(b) (f+g):R™>A—R" je spojitd funkcia.

(c) |f] : R™ D> A — R je spojitd funkcia.

Veta 19 Nech f :R™ D A—Rag:R™ D A— R. Nechlimy_., f(x) =
b1 € R alimx .5 g(x) = by € R. Potom

(a) limx—a(fg)(x) = b1bs,
(b) ak by # 0 a g(x) # 0 pre kazdé x € A, tak

(] b
X (E) ) = by’

Dosledok 5 Nech f:R™ D A —-Rag:R™ D> A — R si spojité
funkcie Potom
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(a) (fg) : R™ D A — R je spojita funkcia.

(b) Ak g(x) # 0 pre kazdé x € A, tak (5) :R™ D> A — R je spojitd
funkcia.

Definicia 16 Nech f : R™ D A — R"™ a C C A. Potom funkciu
((f1C) : R™ > C — R™, (f|C)(x) = f(x) pre kazdé x € C, nazgvame

zuZenie funkcie f na mnozine C.

Veta 20 Nech f : R™ D A — R" a a € R™ je hromadnym bodom
mnoziny C C A. Nech limx_,5 f(x) = b. Potom aj limyx_.a(f|C)(x) =
b.

Désledok 6 Nech f:R™ D A — R™ aa € R™ je hromadnym bodom
mnoziny C1 C A a aj mnoziny Co C A. Nech limx_.a(f|C1)(x) #
limy .a(f|C2)(x). Potom limx_.n f(x) neezistuje. (Ak by existovala,
tak by museli existovat limty vsetkych ziZeni a tieto limity by museli
byt navzdjom si rovné. )

Veta 21 Nech f: R™ D A — R"” a a € R™ je hromadnym bodom
mnoziny C1 C A a ajCy C A. Nech C1UCy = A. Aklimyx_(f|C1)(x) =
b = limy o (f|C2)(x), potom aj limx_.5 f(x) = b.

Veta 22 Nech f : R D A — BCR" ag:R" > B — RF. Nech
limy 5 f(x) = b a limy_ g(x) = c. Nech je splnend aspori jedna z
nasledujucich podmienok:

o Pre kazdé x € A\ {a} je f(x) # b.
e Funkcia g je spojitd v bode b.

Potom limx_.a(g o f)(x) = limx_—a g(f(x)) = c.

Veta 23 Nech f: R™ D A — B C R" je spojitd v bode a a funkcia
g:R" D B — R* je spojitd v bode f(a). Potom funkcia (go f) : R™ D
A — R* je spojitd v bode a.

Désledok 7 ZioZend funkcia zo spojitych funkcii je spojitd.

Veta 24 Nech f : R™ D> A —R" f=(f1,f2..-,fn) aa€R™ je
hromadngm bodom mnoziny A. Potom limy_.5 f(x) = b = (b1, ba,...,by)
prave vtedy, ked limy_.,, fi(x) =b; prei=1,,...,n.
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Veta 25 Nech f : R™ D A - R", f = (f1,f2,...,fn) aa € A je
hromadnym bodom mmnoziny A. Potom funkcia f je spojitda v bode a
prdve vtedy, ked si v tomto bode spojité funkcie f; : R™ > A — B C R
prei=1,2 ..., n.

Dosledok 8 Funkcia je spojitd prdve vtedy, ked su spojité jej zlozky.

V pripade, Ze uvazujeme o jednozlozkovych funkciach typu f : R™ D
A — B C R, mozeme uvazovat o nevlastnych limitach a aj o nerov-
nostiach medzi limitami.

Definicia 17 Nech f : R™ D> A — R je funkcia a limx ., f(x) €
{o0, —00}. Potom hovorime, Ze funkcia f md v bode a nevlastni limitu.

Veta 26 Nech limx_.5 f(x) = 00. Potom limyx_,a(—f(x)) = —00.

Veta 27 Nech f:R™ DA —Rag:R™ D A— R. Nechlimy_,, f(x) =
oo a existuje k € R také, Ze g(x) > k pre kaZdé x € A. Potom
limy_a(f + g)(x) = 0.

Veta 28 Nech f :R™ D A—Rag:R™ D A— R. Nechlimy_,, f(x) =
oo a existuje k € R také, Ze k > 0 a g(x) > k pre kazdé x € A. Potom
limy_a(f.9)(x) = 0.

Veta 29 Nech limx_., |f|(x) = 00. Potom limyx_.a %(x) = 0.

Veta 30 Nech limy_.a f(x) = 0 a pre kazdé x € A je f(x) > 0. Potom
limy_.a %(x) = 00.

Veta 31 Nechf:R" DA —-R, g:R" D A—-Rah:R"D>A—-R
Potom

(a) Ak pre kazdé x € A je f(x) < g(x), tak v pripade ezxistencie
vlastnych limit limx_ .5 f(x) a limyx_.a g(x), plati: limx_. f(x) <
limy_.a g(x).

(b) Ak pre kazdé x € A je f(x) < g(x) < h(x) a limx_.a f(x) =
limy_.a h(x), tak existuje aj limx_.a g(x) a plati: limx .5 g(x) =
limy 5 f(x) = limyx_,a h(x).
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Priklady
(a) Vypocitajte nasledujice limity
.9 2
1. hm(x’y)H(Q’g) xi-l—y ...................................... [5] .
ii. lim, ) (0,0) xLer ............................... [neexistuje].
iii. lim(Ly)H( 1,1) $+y .............................. [neexistuje].
. . —3 3
iv. limg ) —(0,0) 72 T e [z].
v. limg ) (2,3) $+yi5 ............................. [neexistuje].
. 3,3
V1. hm( y)—(2,2) §4_g ...................................... [%]
Vil lim(y 4. (0,0) (22 + ) sin ﬁ ............................. [0].
+ +1
viil. lim(,y 2)—(0,0,0) \/% IEREERERCRERTERERRRRRRS [00].
. . 3 3
ix. lim, ,\—(0,0) % .................................... [0].
x. lim, ) —(0,0) x+Z ............................... [neexistuje].
xi. limg ) (0,0) 7% m_y, (poloZ y = sinx, alebo y = x—2?) [neexistuje].
xii. lim, ) (0,0) :fp,—yjy, (poloz x = /y> —y) ....... [neexistuje].
xiii. im, ) (0,0) ﬁiﬁy% (poloz y = a2) ....oovvnn. .. [neexistuje].
xiv. lim(%y)H(O’o) % ................................... [i]
- +
xv. limg ) 1,1 \/% .................................. [V/2].
xvi. limg ) (0,0) \/% ........................... [neexistuje].
. G
xvil. lim, ) (0,0) \/m REEEEE LR LR PR R PR ERERERERERRY [12].
xviil. Mg ) (3,0) T [1].
xix. lim(, ) —(0,0) % ....................................... [0].
XX. lim(x7y)_,(3,0) e [3]
L
xxi. lim, ) 0,0y (1 + D e].
1
xxii. llm(x7y)_,(070)(1 —1—:1: Y )w2+y2 ............................ [1]
(b) Nech
i y
) = vy pre (z,y) # (0,0),
0 pre (z,y) = (0,0).
Vysetrite spojitost v bode (0,0)........ [Je spojita v (0,0).]
ii.

rog = {7 e @) £ 00)
7 0 pre (z,y) = (0,0).
Vysetrite spojitost v bode (0,0). ... [Nie je spojita v (0,0).]
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1ii.
sin(x2+y2
fag) = {7952;;3 L pre (z,y) # (0,0),

1 pre (z,y) = (0,0).

Vysetrite spojitost v bode (0,0)........ [Je spojita v (0,0).]

iv.
flz,y,2) = % pre (z,y,z) # (0,0,0),
Y, 0 pre (z,y,z) = (0,0,0).
Vysetrite spojitost v bode (0,0,0)......[Je spojita v (0,0,0)]
V.

f(x,y,z) _ % pre (IE,y,Z) 7é (07070)7
0 pre (z,y,2) = (0,0,0).
Vysetrite spojitost v bode (0, 0,0).[Nie je spojitd v (0,0,0).]

vi.
1
o
f($,y) — ﬁ pre (l’,y) 7é (O>0)7
| pre (z,) = (0,0).
Vysetrite spojitost v bode (0,0). ... [Nie je spojita v (0,0).]
vii.
g
Flz,y) = S pre (z,y) # (0,0),
0 pre (2, ) = (0,0)
Vysetrite spojitost v bode (0,0)........ [Je spojita v (0,0).]
viii.

CCZ 2
flz,y) = m pre (z,y) # (0,0),
’ 0 pre (z,y) = (0,0).
Vysetrite spojitost v bode (0,0). ... [Nie je spojita v (0,0).]

3.3 Diferencovatelhost funkcie

3.3.1 Linearne zobrazenia
Definicia 18

1. Funkciu L : R™ — R" nazyvame linedrna funkcia, ak
pre kaZdé x,y € R™ a c € R plati

o Lix+y)=L(x)+ L),
o L(cx) = cL(x).

2. Pre kaZdé linedrne zobrazenie L : R™ — R existuju l1,la,...,lL, € R
take, Ze

L(x) = L(xz1,22,...,Tm) = lix1 + laxa + ... + LT,
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Maticu
[L] = [11 lo ... lm]

nazyvame matica linedrneho zobrazenia L.

3. L:R™ - R" L=(Ly,Lo,...,Ly,) jelinedrne zobrazenie prave vtedy,
ked jeho zloZky

L; :R™ - R, LZ'(X) = Li(l’l,l'g, e ,.%'m) =ljx1 +ligxo + ... + limTm

st linedrne zobrazenia pre t = 1,2,...,n. Potom maticu
lor loo ... lom
[L] =
lnl ln? cee lnm

nazyvame matica linedrneho zobrazenia L.

4. Je zrejmé, Ze pri tomto oznaceni plati L(x) = y prdve vtedy, ked
[L] x!I' = yT, kde xT oznacuje transponovani maticu riadkovej ma-
tice x.

3.3.2 Definicia diferencovatelhosti

Definicia 19 Nech f : R™ O A — R"™, A je otvorend mnoZina a a € A
je hromadnym bodom mnoziny A. Nech existuje také linedrne zobrazenie
L:R™ —R" Ze

o G = S@) ~ Lix— a)

x—a x — a

=0.

Vtedy hovorime, Ze funkcia f je diferencovatelnd bode a. Linedrne zobrazenie
L :R™ — R™ nazgvame (prvy) diferencial funkcie f v bode a. Oznacujeme
L="Df(a).

Ak funkcia [ je diferencovatelnd v kaZdom bode a € M C A, potom
hovorime, Ze funkcia f je diferencovatelnd na mnoZine M. Ak funkcia f :
R™ D A — R" je diferencovatelnd na mnoZine A, tak hovorime, Ze [ je
diferencovatelnd funkcia.

Poznamka 3 Je zrejmé, Ze funkcia f : R™ D A — R" je diferencovatelnd
v bode a € A (A je otvorend mnozina) prave vtedy, ked

o 100 = (@) ~ L(x — a)

x—a x — a

=0.

Veta 32 Nech funkcia f : R™ D A — R"™ je diferencovatelnd v bode a € A.
(A je otvorend mnozina.) Potom existuje taka funkcia p: R™ O A — R"™, Ze
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1. p(a) =0.
2. Funkcia p : R™ O A — R" je spojitd v bode a. To znamend, Ze
limy_.a p(x) = p(a) = 0.
8. Pre kaZdé x € A plati
f(x) = f(a) + L(x — a) + p(x)|x — a.

Veta 33 (Nutnd podmienka diferencovatelnosti funkcie v bode) Nech f :
R™ D> A — R" je diferencovatelndg v bode a € A. (A je otvorend mnozina.)
Potom je v tomto bode spojitd.

Veta 34 Nech funkcie f :R™ D A—R" ag:R"™ D A — R" su diferenco-
vateln€ v bode a € A (A je otvorend mnoZina.) a ¢ € R. Potom

o Funkcia (¢f) : R™ D A — R" je diferencovatelnd v bode a.
o Funkcia (f +g) : R™ 2> A — R" je diferencovatelnd v bode a.

Veta 35 Nech A je otvorend mnozina. Funkcia f : R™ D A — R", f =

(f1, fay-- ., fn) je diferencovatelnd v bode a prdve vtedy, ked v bode a si
diferencovatelné jej zlozky f; : R™ D A — R prei = 1,2,...,n. Navyse v
pripade diferencovatelnosti plati

Df(a) = (Dfi(a),Df2(a),...,Dfn(a)).

3.3.3 Parcialne derivacie

Definicia 20 1. Nech A je otvorend mnozina a a = (a1, az, ..., ay) € A.
Potom definujeme

A;={teR|(ar,a2,...,0i-1,t,ai41,...,am) € A} pre i=1,2,....,m.
2. Nech f:R™ D A — R. Budeme uvaZovat o funkcidch
wi:RDA; =R, ¢i(t) = flar,a2,...,a0;—1,t,0i41,-..,0n)
prei=1,2.....,m.
3. Nech existuje (vlastnd) derivdcia

_pi(t) — pilai)
cp;(al) - tligli : t— aZ :
— lim f(a17a27'"7ai717t7ai+17"'7am)_f(a)

t—a; t—a;

Toto ¢islo nazgvame parcidlna derivdcia funkcie [ podla i-tej premen-
nej v bode a.
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4. Nech B; C A je mnozina vietkych a € A pre ktoré existuje f.(a).
Potom funkciu
f-i :R™ 2 Bl — R, X = fZ<X)

nazyvame parcidlna derivdcia funkcie f podla i-tej premennej.

Priklady

Vypocitajte parcidlne derivacie nasledujicich funkcii:
L f@,y) = (tg2), fale,y) =7, fa(z,y) =2
2. flx,y,2) =322+ 22 -3y + 2 +5, fi(x,y,2) =?
3. f(z,y,2) = ‘T—\;Ey, fa2(1,-3,4) =7
4. f(z,y) = In(sinzy), f2(1,5) =7
5. f(x,y) = arcsin § + \/zy, f1(1,1) =7, f2(2,1) =7
flay) =™V, fale,y) =7, fale.y) =7

7. f(x,y) =2, fi(z,y) =7, faolz,y) =7
I

(

xay) = (hlx)cosyu fl(l‘>y) :?7 fZ(‘rvy) =7
Ty, Z) — 2613 ln(cos(zny))’
f.1(9:,y,z) =7, f42(907y7 Z) =7, f~3(l"y’ Z) =7

10. f(xaya Z) = I'%Z? f-l(xvyvz) :?a f-Q(IE,y, Z) :?a f-3(xay7 Z) =7
11. Nech

1 pre (z,y) = (0,0). '
Vypocéitajte f.1(0,0), f2(0,0). ........ [f1(0,0) =1, f2(0,0) = —1.]

sin(z2+y2
Fag) = {;f;;“m—y pre (z,y) # (0,0),

Veta 36 (Nutnd podmienka diferencovatelnosti funkcie v bode) Nech A je
otvorend mnoZina a funkcia f : R™ D A — R je diferencovatelnd v bode
a € A. Potom existuji parcidlne derivdcie f.;(a) prei=1,2,...,m a navysde

L(x) =Df(a)(x) =Df(a)(x1,z2,...,Tm) = f1(a)z1+fao(a)ze+. ..+ fom(a)Tm.

Veta 37 (Postacujica podmienka diferencovatelnosti funkcie v bode) Uva-
Zujme o funkcii f : R™ DO A — R, kde A je otvorend mnoZina a a € A.
Nech existuju parcidlne derivdcie f; : R™ DO A — R prei = 1,2,...,m
a navyse tieto parcidlne derivdcie su spojité v bode a. Potom je funkcia f
diferencovatelnd v bode a.
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Dosledok 9 Nech f : R™ O A — R™, f = (f1,f2,.-., fn), A je otvo-
rend mnozina a a € A. Nech parcidlne derivicie (fj)., : R™ O A — R si
spojité v bode a pre j = 1,2,...,n, i =1,2,...,m. Potom je funkcia f
diferencovatelnd v bode a.

Priklady
1. Nech
roy - [ pre @) # 0.0)
’ 0 pre (z,y) = (0,0).
Vysetrite diferencovatelnost v bode (0,0)............. [f1(0,0) =0=
£2(0,0), nie je spojita, nie je diferencovatelna v (0,0).]
2. Nech ,
) = w2 pre (z,y) # (0,0),
7 0 pre (z,y) = (0,0).
Vysetrite diferencovatelnost v bode (0,0)............. [f1(0,0) =0=
£2(0,0), nie je spojita, nie je diferencovatelna v (0,0).]
3. Nech -
oy = oz pre (z,y) #(0,0),
7 0 pre (z,y) = (0,0).
Vysetrite diferencovatelnost v bode (0,0)............. [f1(0,0) =1=
£2(0,0), je spojitd, nie je diferencovatelna v (0,0).]
4. Nech
f(ZL' y) _ ($2+y2) Sinﬁ pre (:E?y) 75 (050)7
’ 0 pre (z,y) = (0,0)
Vysetrite diferencovatelnost v bode (0,0)............. [f1(0,0) =0=

£2(0,0), je spojitd, je diferencovatelnd v (0,0), parcidlne derivacie nie su
spojité v (0,0).]

5. Nech f(x,y) = /a3 + y3. VysSetrite diferencovatelnost v bode (0, 0).
[£1(0,0) =1 = f2(0,0), je spojita, nie je diferencovatelna v (0,0).]

6. Nech f(x,y) = /22 + y2. VySetrite diferencovatelnost v bode (0,0).
[£1(0,0), f.2(0,0)neexistuju, nie je diferencovatelna v (0,0).]

7. Nech f(x,y,2) = /22 + y? + 22. VySetrite diferencovatelnost v bode
0,0,0).
[£1(0,0,0), f2(0,0,0), f3(0,0,0)neexistujq, nie je diferencovatelna v (0,0,0).]
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3.3.4 Geometricky vyznam parcialnych derivacii
7 podmienky
f(x) = f(a) + L(x — a) + p(x)|x — a
odvodzujeme dva désledky:
L f(x) = f(a) + L(x — a).

2. V pripade funkcie dvoch premennych dostavame:

2 = fla,b) + faa,b) (@ — a) + fa(a,b)(y - b)

je rovnica dotykovej roviny grafu funkcie f v bode T' = (a, b, f(a,b)).

Priklady

1. Vypoéitajte pribliznti hodnotu (1,94)2e0%12,
2. Vypocitajte pribliznti hodnotu 4, 004(2,002)%(3,003)3.

3. Napiste rovnicu dotykovej roviny ku grafu funkcie f(x,y) = 222 + y?
v bode T'= (1,1,7).

4. Napiste rovnicu dotykovej roviny ku grafu funkcie f(x,y) = x4+ 222y—
zy +x v bode T = (1,7,2).

5. Napiste rovnicu dotykovej roviny ku grafu funkcie f(x,y) = xy v bode
T=1(7,22).

6. Napiste rovnicu dotykovej roviny ku ploche 22 + 2y? 4+ 322 = 6 v bode
T =(1,-1,1).

7. Ukézte, 7e plochy 22 — 2y — 8z +2+5=0a4d4+2+2y =Inz sa
dotykaju (maju spoloéni dotykovi rovinu) v bode T' = (2, -3, 1).

3.3.5 Diferencovatelnost zloZzenej funkcie

Veta 38 (Veta o diferencovatelnosti zloZenej funkcie) Nech A C R™ a
B C R" si otvorené mnoZiny. Nech funkcia f : R™ O A — B C R" je
diferencovatelnd v bode a € A a funkcia g : R™ O B — R* je diferencova-
telnd v bode f(a) € B. Potom zloZend funkcia (go f) : R™ D A — R je
diferencovatelnd v bode a a plati

D(go f)(a) =Dg(f(a)) o Df(a).
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Pre matice zlozenych linedrnych zobrazeni plati:

[D(g o f)(a)] = [Dg(f(a))] [Df(a)].

Nech
fR"DA—-BCR" f=(f1,f2,.--,fn),a€A
g:R"2>2B—R, fla)=b
Potom
[Dg(b)] = [g1(b),g2(b),...,gn(b)].
Dalej

fii(@)  fie(d) ... fim(a)
Df(a)] =] : S :
frn1(a) fono(da) ... fam(a)
Potom z podmienky

[D(g o f)(a)] = [Dg(b)] [Df(a)]
dostavame
(9o f)r(a) = (g1(b)frr(a) + g2(b) far(a) + ... + gn(P) frr(d))b=r(a)-
Tento vysledok sa zapisuje symbolicky v tvare tzv. refazového pravidla:

d(gof) _ 09 dy1 , 89 dy2 09 Oyn
dxk dy1 0z Oyo dxy  Oyp Oy

3.3.6 Zmiesané parcialne derivacie

Z parcialnych derivacii (prvého radu) je mozné opéit ziskavat parcidlne de-
rivacie. Su to parcidlne derivacie druhého radu. Ich derivovanim ziskavame
parcialne derivéacie tretieho radu, atd. Napriklad, ak uvazujeme o parcialnej
derivécii podla druhej premennej, je mozné pocitat jej parcidlnu derivaciu
podla Stvrtej premennej nasledujicim spdsobom:

2
(f2)a=fos = A <ﬁ> o/

5564 51‘2 - 51‘4(51‘2 '
Podobne 5 5 62f
(f2)2=fa= 5—3:2 <6—x2> = W
Pre derivéacie tretieho radu dostavame
1) 52f 53f
(f'24)'3 - (f'243) - E <(5$4(51‘2> N (5.%‘3(533451‘2.

Vsimnime si, ze pri réznych zapisoch derivacie dostdvame opacné poradia
derivovania.
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Veta 39 Nech A C R? je otvorend mnoZina a je dand funkcia f : R> D A —
R. Nech existujii f1 :R2D A >R, fo:R2DA—-Rafa:R2DA—-R.
Nech funkcia fio : R? O A — R je spojitd v bode a € A. Potom existuje
fa1(a) a plati

f.12 (a) = f.21 (a)
Veta 40 Nech funkcia f : R™ O A — R md na otvorenej mnozine A spojité
vsetky parcidlne derivdcie aZ do r-tého radu vrdtane. Potom tie parcidlne

derivdacie k-tého radu (2 < k < r), v ktorych sa podla rovnakych premennych
rovnako vela razy derivuje (bez ohladu na poradie), si rovnakeé.

Definicia 21 Ak funkcia f : R™ 2 A — R md na otvorenej mnoZine A
spojite vsetky parcidlne derivdcie aZ do r-tého radu vrdtane, tak hovorime,
Ze je r-razy spojito diferencovatelnd.

Priklady
1. Vypocitajte parcidlne derivacie druhého radu funkcie
fla,y) = yav.
2. Vypocitajte parcidlne derivacie druhého radu funkcie

fz,y,2) = 1n(:n2 + y2 + 22).

3. Vypocitajte parcidlne derivacie druhého radu funkcie

f(z,y,z) = 2"9=.

4. Nech
222
’ 0 pre (z,y) = (0,0).
Vypoéitajte f12(0,0) a f21(0,0). ....[f12(0,0) = —1, f21(0,0) =1.]
5. Nech

z,y) = xgiyw pre (z,y) # (0,0),
fe {0 pre (z,y) = (0,0).

Vypoéitajte f.lg(o, 0) a f.21 (0, 0) ...... [f.lg(o, 0) = 0, f.21 (0, 0) = 1]
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3.3.7 Derivacia vo smere, gradient

Nech je dana funkcia f : R™ O A — R a A je otvorend mnozina. Nech
funkcia f je diferencovatelné v bode a € A. Uvazujme o jednotkovom vektore
e = (e1,€e2,...,ey) € R™. Pretoze A je otvorend mnozina, musi existovat
T > 0 také, Ze pre kazdé t € (—7,7) plati a + et € A.

Potom je zrejmé, ze funkcia

h:RD(—7,7) = ACR™, h(t) =a+et = (a1+eit,as+eat,...,am+ent)
je diferencovatelna v bode 0. Tak isto v bode 0 je diferencovatelné aj funkcia
r=(foh):RD (—7,7) — ACR, r(t) = f(h(t)) = f(a+et).

Preto existuje
/ _r(t) —r(0)
0) =lim ———=.
r(0) 10 t—0
Tuato derivaciu modZzeme vypocitat pomocou retazového pravidla nasledujui-
cim spdsobom:

r'(0) =£.1(h(0))h1(0) + f.2(R(0))h3(0) + - 4 f.m(h(0))hy,(0)
( Je1 + fa(a)ez + -+ fom(a)em

a), f2(a),..., fm(a))  (e1,€2,...,€m)

a), f2(a),..., fm(a)) e

Cislo 7/(0) = feo(a) nazyvame derivécia funkcie f v bode a vo smere
(jednotkového) vektora e.

Vektor (f.1(a), fa(a),..., f.m(a)) nazyvame gradient funkcie f v bode a.
Oznacujeme

grad f(a) = (f1(a), f2(a),..., fm(a)).
Pri tomto oznaceni dostévame

fola) = grad f(a) - e

7 vlastnosti skalarného sucinu vyplyva, ze

|fe(a)] = |grad f(a) - e| < |grad f(a)|le| = |grad f(a)|.
Z toho uz vyplyva: Ak zvolime jednotkovy vektor v tvare
_ grad f(a)
 grad f(a)]’

potom dostaneme

fola) = grad f(a) - grad f(a)

|grad f(a)]

7 toho vyplyva, zZe gradient udava smer, v ktorom sa funkcia najrychlejsie
meni.

= |grad f(a)].
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Priklady
1. Nech f(z,y) = ™, e = ¥2(1,1). Vypoditajte fo(2,1). ....... [fe =
V2(1 —8et).]

2. N4jdite jednotkovy vektor, v ktorého smere sa funkcia f(z,y,z) =
y?sin(zyz) v bode a = (1,1,7) meni najrychlejsie. Uréite rychlost

(velkost) tejto zmeny. ....[e = \/ﬁ(—w, —m,—1), fe = V1 + 272 ]

3. Nech f(x,y) = x? — 22y + = — y? + 3y. Najdite bod, v ktorom je

derivacia tejto funkcie v kazdom smere nulova. .............. [(3,1).]

3.3.8 Lokalne extrémy
Definicia 22 Nech f:R™" 2D A— R aac A

Nech existuje také prstencove okolie OF(a), Ze:

1. Pre kazdé x € O3(a) N A je f(x) < f(a). Potom hovorime, Ze funkcia
f md v bode a rydze lokdlne maximum.

2. Pre kazde x € Og(a) N A je f(x) > f(a). Potom hovorime, Ze funkcia
f md v bode a rydze lokdlne minimum.

Nech ezistuje take okolie Os(a), Ze:

1. Pre kazdé x € Os(a)N A je f(x) < f(a). Potom hovorime, Ze funkcia
f md v bode a lokdlne mazimum.

2. Pre kazdé x € Os(a) N A je f(x) > f(a). Potom hovorime, Ze funkcia
f md v bode a lokdlne minimum.

Vsetky uvedené pojmy nazgvame spolocénym terminom lokdlne extrémy.

Ak pre kazdé x € A je f(x) < f(a), tak hovorime, Ze funkcia f md v
bode a totdlne (globdlne) mazimum.

Ak pre kazdé x € A je f(x) > f(a), tak hovorime, Ze funkcia f md v
bode a totdalne (globdlne) minimum.

Je zrejmé, Ze v bodoch, v ktorjch funkcia nadobida totdlne extrémy,
nadobda aj lokdlne extrémy.

Veta 41 (Nutnd podmienka pre existenciu lokdlnho extrému) Nech f : R™ D
A — R. Nech

1. A je otvorend mnoZina a a € A.
2. Funkcia f je diferencovatelnd v bode a.

3. Funkcia f md v bode a lokdlny extrém.

Potom grad f(a) = 0.
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Poznamka 4 Ak funkcia f: R™ DO A — R je dva razy spojito diferencova-
telnd, tak nezdleZi na poradi derivovania v parcidlnych derivdcidch druhého
radu.

Definicia 23 Nech funkcia f : R™ O A — R je dva razy spojito diferenco-
vatelnd na otvorenej mnozZine A a a € A. Potom definujem druhy diferencidl
funkcie f ako funkciu

m m

D’f(a) : R™ — R, D*f(a)(x) = D*f(a)(z1, 22, ... 2m) = > _ Y _ fij(@)iz;.

i=1 j=1

To znamend, Ze hodnota druhého diferencidlu je homogenny polynom dru-
hého stupra

P(x) = P(xz1,22,...,%m)
- sz(a)(.’I}l,J}Q, R xm)

= fu(a)rizr + fia(@)ziz2 + ... 4 fam(d) 2120+
+ for(a)zazy + fo2(a)zewas + ... + fom(@)TaTm+

Je zrejmé, ze v tomto polynéme plati
fij(@) = fi(a).

Veta 42 (Taylorova veta) Nech funkcia f : R™ O A — R je dva razy
spojito diferencovatelnd na otvorenej mnozine A a nech pre kazdé t € (0,1)
je (a+tx) € A. Potom existuje t € (0,1) také, Ze

Df(a)(x) , D)) , D*f(a+ tx)(x)

flatx)=—"y 1 21

Vo vseobecnosti homogenny polyném druhého stupna m-premennych je
v tvare

P(x) = P(z1,22,...,Zm)
= a112121 + a122122 + . . . + A1 T1Tm~+
+ a21x221 + a22T2T2 + . .. + A2 T2Tm+

+ A1 TmT1 + am2TmT2 + ... + Gy TmTm

V tomto polynéme plati a;; = aj;, pre i,j=1,2,...,m.
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Definicia 24 Nech
m m

P(x) = P(x1,22,...,Tm) = ZZazjxiaﬁj, a;; =a;; pre 4,j=1,2,...,m
i=1 j=1

je homogenny polynom druhého stupria m-premennych (symetrickd kvadra-
ticka forma). Ak

1. pre kazdé x € R™ \ {0} je P(x) > 0, tak hovorime, Ze polynom P(x)
je kladne definitny.

2. pre kazdé x € R™ je P(x) > 0 a existuje x # 0 také, zZe P(x) =0, tak
hovorime, Ze polynom P(x) je kladne semidefinitny.

3. pre kazdé x € R™\ {0} je P(x) < 0, tak hovorime, Ze polynom P(x)
je zdaporne definitng.

4. pre kazdé x € R™ je P(x) <0 a existuje x # 0 také, Ze P(x) = 0, tak
hovorime, Ze polynom P(x) je zdporne semidefinitny.

5. existuju x1,%x2 € R™ také, Ze P(x1)P(x2) < 0, tak hovorime, Ze poly-
nom P(x) je indefinitny.

Pri rieseni prikladov je velmi uzito¢na veta, ktord hovori o vztahu defi-
nitnosti a semidefinitnosti symetrickych homogennych polynémov druhého
stupna. Sformulujeme ju pomocou matice priradenej k danému polynému.

Vo vseobecnosti homogenny polyném druhého stupna m-premennych je
v tvare

P(X) = P(:E15$27'-' ,l‘m)
= a1171T1 + a12x1T2 + ... + A1 T1Tm+
+ a21x2x1 + a22T2x9 + ... + a9 ToTm+

+ a1 TmT1 + Gp2TmT2 + . .. + G TmTm,

a teda je mu priradend matica

ail ai19 . A1m
A — asy a9 e a9m,
Am1 Qm2 ... Amm

Veta 43 Polynom P(x) je kladne (zdporne ) definitny prave vtedy, ked A
je requldrna matica (t.j. det A # 0) a sicasne P(x) je kladne (zdporne )
semidefinitny polynom.
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S kazdou symetrickym homogennym polynémom druhého stupiia st spo-
jené nasledujuce determinanty

ail] a2 ... Qi
a1 a2 ... Q2

Ap =1 . . . pre k=1,2,...,m.
ar1 Aakg2 ... Qg

Veta 44 (Sylvestrovo kritérium) Nech je symetricky homogenny polynom
m m

druhého stupria P(x) = P(x1,22,...,Zm) = > Y, GijT;%;j.
i=1j=1

1. Polynom P(x) je kladne definitny prave vtedy ked A, >0 pre k=
1,2,...,m.

2. Polynom P(x) je zdporne definitngj prave vtedy ked (—1)*A, >0  pre
1,2,....,m.

Zo Sylvestrovho kritéria a Vety 43 vyplyva

Désledok 10 Ak A, # 0 a polynom P(x) nie je definitny (kladne, alebo
zaporne), tak je indefinitny.

Veta 45 (Postacujica podmienka ezistencie lokdlneho extrému) Nech fun-
kcia f : R™ D A — R je dva razy spojito diferencovatelnd na otvorenej
mnozine A. Nech pre a € A plati gradf(a) = 0. Potom

1. ak D*f(a)(x) je kladne definitny, tak funkcia f md v bode a rydze
lokdlne minimum.

2. ak D?f(a)(x) je zdporne definitny, tak funkcia f md v bode a ryjdze
lokdlne mazximum.

3. ak D*f(a)(x) je indefinitny, tak funkcia f nemd v bode a extrém.

Definicia 25 Nech A C R™ je ohranidend a uzavretd mnozina. Potom ho-
vorime, Ze A je kompaktnd mnoZina.

Veta 46 Nech funkcia f : R™ O A — R je spojitd na kompakinej mnoZine
A. Potom na tejto mnozine nadobuda (totdlne) mazimum a aj minimum.
To znamend, Ze existuji c,C € A také, Ze pre kazdé x € A plati:

fle) < f(x) < f(C).
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Priklady

Vysetrite lokalne extrémy nasledujicich funkcii:

1.

10.

11.

12.

13.

14.

f(z,y,2) = 23+92+22+122y+22. [a = (0,0, —1), nemé extrém, b =
(24, —144,—1), rydze lokadlne minimum.]

f(m,y,2) =35 — 62+ 22+ 2% — 2wy +2y2 +2yz + 322 ... [a=
(8,5,—2), rydze lokadlne minimum.|
flr,y,2) =22+ + 22—y —20+3y —42+6. .............. [a=

1 =4 9), rydze lokilne minimum, f(a) = =i.

(3, 3 , TY ) 3
floyy,2)=a?+y2 2% ... [a=(0,0,0), nem4 extrém.]
f(z,y,2) =622 +5y% + 1422 + doy — 8x2z — 2yz+ 1. ........... [a=
(0,0,0), rydze lokdlne minimum, f(0,0,0) = 1.]

fmy ) =2+ 20 Ay — 62 [a=
(—1,—2,—3), rydze lokalne minimum.|
flry) =23+ +3zy+2. ..o [a=(0,0), nemé extrém.|
flmoy) =22+ [a=(0,0), nemé extrém.|
flxy)=a2+y* [a = (0,0), rydze lokdlne minimum.]
flr,y) =221 492 oo [a=(0,y), lokdlne minimum.]
flz,y)=yVi+z+ay/T+y. ......... [a = (32, 3%), nem4 extrém.]
f(z,y) = 23 + 3y? — 62y — 62 + 6y. .[]a = (0, —1), nema extrém, b =

(2,1), rydze lokdlne minimum.|
flz,y) =2® +y?> + 2y — 2z — y. [a= (1,0), rydze lokdlne minimum.]

flz,y) =239 (82% —6zy +39%). o [a=

(0,0), rydze lokdlne minimum, b = (3}, 3}), nem4 extrém.]

Najdite (totalne, globalne) extrémy funkeii:

1.

f(z,y) = 22 —2y?+4xy—6xr—1 na mnozine A = {(x,y) | je ohraniena
priamkami z=0,y=0, z+y—3}. ........ [—19 < f(x,y) < —1]

. f(z,y) = 2%y(2 — © — y) na trojuholniku A = {(x,%) | je ohraniceny

priamkami z=0,y=0, x+y=06}. ........ [-128 < f(z,y) < i]

. f(z,y) = 23 + 3> — 3xy na obdlzniku A = {(z,y) | je ohraniceny

priamkami =0, z=2, y=-1, y=2}. ..... [—1 < f(z,y) <13]
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4. f(z,y) = 2 +y* — 122 + 16) na mnozine A = {(z,y) | % +y* < 49}.
[—20 < f(z,y) < 149]

V22 +y? na kruhu A = {(z,y) | 22 +y%2 <25} ...... 0<
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Kapitola 4

Integralny pocet FVP

4.1 Uvodné pojmy
Definicia 26 MnoZinu

I = <a1,b1> X <a2,b2> X ... X <am,bm>
={x=(z1,22,...,2m) ER" | a; <z; < b;prei=1,2,...,m}

nazyvame uzavrety interval. Cislo
() = (b1 —a1)(ba — az) ... (b — am)
nazyvame miera intervalu I.

Definicia 27 Nech A C R™. Ak pre kaZdé ¢ > 0 existuje takd konecnd
mnozina intervalov I, Io, ..., I, Ze

e AC

N

1,

7=1

o u(l) +pu(l2) + ...+ pu(ly) <e,

tak hovorime, Ze A je mnoZina miery nula.

Definicia 28 Nech A C R™. Bod a € R™ nazgjvame hranicngm bodom
mnoziny A, ok v kaZdom jeho okoli O;(a) existuji body aj z mnoZiny A a
aj body, ktoré do mnoZiny A nepatria. MnoZinu véetkych hranic¢nych bodov
mnoziny A nazgvame hranica mnoZiny a oznacujeme znakom hr (A).

Definicia 29 Nech A C R™ je ohranic¢end mnozina. Ak hranica hr (A) tejto
mnoZiny je mnozina miery nula, tak hovorime, Ze mnozina A je meratelnd
mnozina.

47
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Definicia 30 Nech f : (a,b) — R a g : (a,b) — R sd také dve spojité
funkcie, Ze f(x) < g(x) pre kazdé x € (a,b). Potom mnoZinu
A={(z,y) eR*[a <z <b, fla) <y <g(x)}
nazgvame elementdrna oblast typu [x,y].
Analogicky definujeme elementdrnu oblast typu [y, z].

Definicia 31 Nech B C R? je elementdrna oblast typu [x,y]. Nech ¢ : R? D
B —R av:R?D B — R si také dve spojité funkcie, Ze o(z,y) < ¥(z,y)
pre kazdé (z,y) € B. Potom mnoZinu

A=A{(z,y,2) €R®| (2,9) € B, p(z,y) < z < P(a,y)}

nazyvame elementarna oblast typu [z,y, z].
MnoZina A C R? je elementdrnou oblastou typu [z,y, z] prave vtedy, ked

o czistuji spojit€ funkcie f: {(a,b) — R a g: (a,b) — R také, Ze f(x) <
g(x) pre kazdé x € {(a,b),

e B={(r,y) eR*[a<z <), flz) <y<g(a)},

o existuju spojité funkcie ¢ : R2> D B - R a1 : R2 D B — R také, Ze
o(z,y) < (x,y) pre kazdé (v,y) € B,

o A={(r,y,2) R’ |a <z <b flz) <y < g(a), ple,y) <z <
U(z,y)}

Podobnjm spdsobom definujeme v R? elementarne oblasti aj inych typov
Elementarne oblasti je mozné definovat aj v priestore R™ pre m > 3.

Veta 47 Visetky elementdrne oblasti st meratelné mnoZiny.

4.2 Definicia integralu na intervale
Definicia 32 1. Nech

I = <a1,b1> X <a2,b2> X ... X <am,bm>
={x=(z1,22,...,2m) ER" | a; <z; < b;prei =1,2,...,m}

je uzavrety interval. Nech D; je delenie intervalu (a;,b;) prei =1,2,...,m.
Potom m-ticu D = (D1, D, ..., Dy) nazgvame delenie intervalu 1.
Cislo || D|| = max{||D;|| | i = 1,2,...,m} nazgvame norma delenia D.
Kazdym delenim m-rozmerného intervalu I je urceny komecny pocet
m-rozmernych deliacich intervalov Iy, Ia, ..., Iy, na ktoré je rozdeleny
interval I. To znamend, Ze I = [ U I, U... U I a deliace intervaly
mozu mat spoloéné len hranicné body.
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2. Nech (D)2, je postupnost delend intervalu I. Ak lim, o | D™ || =
0, potom hovorime, Ze postupnost (D(”))ff:l je mormdlna postupnost
delent intervalu I.

8. Nech funkcia f : R™ O M — R je ohranicend na intervale I C M a

D s deliacimi intervalmi Iy, Io, . . ., I}, je lubovolné delenie intervalu I.
Nech body c; € I; su lubovolne zvolené pre i = 1,2,... k. Potom ¢islo
k
Sp(f) = fle)ull)
i=1

nazyvame integrdalny sucet funkcie f pre dané delenie D intervalu I a
volbu bodov ¢; € I;.

Definicia 33 Nech funkcia f : R™ D M — R je ohranicend na inter-
vale I C M. Ak pre kaZdi normdinu postupnost delent (D(”))jl‘o:1 inter-
valu I a kaZdd volbu bodov ¢; v integrdlnych suctoch Spm(f), postupnost
(Spm ()22 konverguje k tomu istému cislu J, tak hovorime, Ze funkcia f

je integrovatelnd na intervale I. Cislo
= Ii n
7=l fomlf)

nazyvame integrdl funkcie f na intervale I a oznacujeme

1= [ 1= [six= [[ te)dzay= [[[ 16@p.2) dndya
I I I I

Veta 48 (Prvd postacujica podmienka integrovatelnosti) Nech funkcia f :
R™ D M — R je spojitd na intervale I C M. Potom je na tomto intervale
integrovatelnd.

Veta 49 (Druhd postacujica podmienka integrovatelnosti) Nech funkcia f :
R™ D M — R je ohranicend na intervale I C M. Nech mnoZina bodov z
intervalu I, v ktorych f nie je spojitd, je mnoZina miery nula. Potom je
funkcia [ na intervale I integrovatelnd.

4.3 Definicia integralu na mnozZine

Definicia 34 Nech funkcia f : R™ D M — R je ohranidend na ohranicenej
mnoZine A C M. Nech I D A je lubovolny interval. Nech

f(x) prexe A,

fa:R™ =R, fa(x) = {0 prex d Al



50 KAPITOLA 4. INTEGRALNY POCET FVP

Ak funkcia fa : R™ — R je integrovatelnd na intervale I, tak hovorime, Ze
funkcia [ je integrovatelnd na mnoZine A a piseme

/f—/fA—//f(:r,y) d:):dy—///f(x,y,z) drdydz.
A I A A

Veta 50 (Postacujica podmienka integrovatelnosti na mnozine) Nech fun-
kcia f : R™ D M — R je ohranicend na meratelnej mnoZine A C M. Nech
mnozina tych bodov z mnoZiny A, v ktorych f nie je spojitd, je mnoZina
miery nula. Potom je funkcia f ma mnoZine A integrovatelnd.

4.4 Vlastnosti integralu

Veta 51 Nech funkcie f :R™" DM — R ag:R™ DO M — R st integrova-
telné na mnozine A C M a c € R je lubovolnd konstanta. Potom

1. Funkcia (f+g) : R™ O M — R je integrovatelnd na mnozine A a plati

/U+g%i[f+/g

A A

2. Funkcia (c¢f) : R™ D M — R je integrovatelnd na mnozine A a plati

[en=cr
A A

3. Funkcia |f] : R™ O M — R je integrovatelnd na mnozine A a plati

|!ﬂ§ZUL

Veta 52 Nech A C R™ je mnoZina miery nula a funkcia f: R™ DO M — R

je ohrani¢end na mnozine A. Potom [ f = 0.
A

Veta 53 Nech funkcia f : R™ O M — R je integrovatelnd na mnoZindch
A, B C M, pricom AN B je mnoZina miery nula. Potom

Ll

Definicia 35 Nech A C R™ je meratelnd mnozina. Potom mieru p(A)
mnoziny A definujeme pomocou predpisu:
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4.5 Fubiniho vety

Veta 54 Nech funkcia f : R2 DO M — R je integrovatelnd na elementdrnej
oblasti
A={(z,y) eR* [a <z <b, g(x) <y < h(z)}

typu [x,y]. Nech pre kazdé x € (a,b) ezistuje integrdl

h(z

)
/ f(z,y)dy.
g(z)

Potom .
//f(x’y) dmdy:/(/ f(z,y) dy)dz.
4 @ g(x)

Podobna veta plati pre elementarnu oblast typu [y, z].

Veta 55 Nech funkcia f : R DO M — R je integrovatelnd na elementdrnej
oblasti

A= {(az,y,z) ER?’ | ('T’y) € B, gp(a:,y) <z< ¢(x,y)}

typu [x,y, z]. Nech pre kazdé (x,y) € B existuje integrdl

Potom

///f(x’y’z) dmydz://(w(/x,y)f(w,y,z) dz)dzdy.
4 )

B p(zy

Déosledok 11 Nech A je elementdrna oblast typu [x,y, z] a na elementdrnej
oblasti B = {(z,y) € R? | a < 2 < b, g(x) < y < h(z)} si splnené
podmienky Fubiniho vety pre funkciu dvoch premenngch. Potom

b h(z) ¢(z,y)

///f(x,y,z) dxddeZ/(/( / flz,y, 2) dz)dy)dz.
A

a g(z) p(z,y)

Podobné vety platia pre zvysné typy elementarnych oblasti v R3.
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Priklady
Vypocitajte:
1. {f 2%y cos(zy?)dady, ak I = (0,5) x (0,2). ................. [—7%.]
2. [[ye"Vdxdy, ak T = (0,4) x (0,1). ......oooiiiiiiiii... [t —1]
T
3. [[In(1 + 2)¥dady, ak I = (0,1) x (0,1). .............. [2In2 — 1]
I
4. {f mdmdy, ak T =1(2,3) x (1,2).  .ooiiiiii Ing]
5. [[cos(z +y)dzdy, ak A={(z,y) |0<z<m z<y<w} ....[0]
A
6. [[ye®dxdy, ak A={(z,y) | <z <y+2}. ......... [2(e* +¢€).]
A
7. &f(m—{—y)dazdy, ak A={(z,y) |0<2x <2, y<z<2y} ...... [%]
.1‘2
8. £fy—2d:vdy,akA:{(:v,y)]O<%§y§x,:USZ}. ........... 5]
9. [[|z|dzdy, ak mnozina A je ohranicend krivkami y = 2?2, 42% + y? =
A
12, aplati, ze y > 0. .. [4V/3 — %]
10. [[ /xy —y2dady, ak A= {(z,y) |0<y <3, & <y<az}. .[162]
A
11. Vypocitajte ploSny obsah mnoziny A, ktora je ohrani¢end krivkami
%—l—% =1, y?> = z + 1 a obsahuje bod (0,0). ....... [8 <%+§> ]
12. [[(2?y)dzdy, ak mnozina A je ohranifend krivkami y = z, y = 22.
A
]
13. [[(2?® + y)dzdy, ak mnozina A je ohrani¢ena krivkami y = 3z, y =
A
2¢, xy = 2, prifom > 0. .. [.]
14. [[(2?y)dzdy, ak mnozina A je ohrani¢ena krivkami y = z — 4, y* =
A
. []
15.

[[(z + y)dzdy, ak mnozina A je ohranifend krivkami z = 0, y =
A

%x, y=4—(r—1)2 pricom > 0. ...t []
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16. [[[ycos(z + z)dxdydz, ak mnozina A je ohranifend plochami y =
A

Ve, y=0,2=0,z+2z=53. ... [z — 1]

17. [[[ xyzdxdydz, ak mnozina A je ohranifena plochami x = 0, y =
A

18. [ff mda:dydz, ak mnozina A je ohrani¢enid plochami z =
0,y=0,2=0,2+y+z=1 ..., 3 (In2-2) ]
19. [[[ a?yzPdudydz, ak A = {(z,y,2) |0<2 <1, 0<y <z, 0<2<
A
Y b e []

0}. ............................................................. [.]

4.6 Transformacie integralu

Veta 56 (Transformdcia pomocou poldrnych suradnic) Nech Z = (0,00) X
(—m, ). Nech

9:R*DZ —R? glo,¢) = (ecosp, 0sin ), Jy(o,p) = 0.
Nech A, B C R? si také kompaktné a meratelné mnoZiny, Ze
1. BC Z,
2. g(B) = A.

Nech f:R? D A — R je spojitd funkcia. Potom

//f(x,y) dady = / flocosp, esinp)|Jy(e, )| dode.
A B
Veta 57 (Transformdcia pomocou cylindrickiyjch siradnic) Nech Z = (0, 00) X
(—m,m) X (—o00,00). Nech
g:R*DZ R glo,p,u) = (0cosp, osing,u), Jy(o,0,u) = o.
Nech A, B C R3 sii také kompaktné a meratelné mnoziny, Ze
1. BC Z,

2. g(B) = A.
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Nech f:R3 D A — R je spojitd funkcia. Potom

///f(x’y’z) dxdydzz///f(QCOS‘P?QSin%U)Ug(Q;%uHdegpdu.
A B

Veta 58 (Transformdcia pomocou sférickjch suradnic) Nech Z = (0, 00) %
(=m,m) x (=3, 5). Nech

g:R3> Z - R3, g(o,¢,9) = (0cospcost, psin g cos ¥, psin ), Jg(0,0,79) = 0% cos V.
Nech A, B C R? si také kompaktné a meratelné mnoZiny, Ze

1. BCZ,

2. g(B) = A.

Nech f:R3 D A — R je spojitd funkcia. Potom

///f(a:,y,z) dxdydz = /// flocospcos®, psingcos ), psind)|Jy (0, ¢, V)| dodpd?.
A B

Veta 59 (Transformdcia pomocou afinngch siradnic) Nech

g:R®— R3, g(u,v,w) = (aj1utaigv+aizw, az1utagev+azsw, aziut+asav+aszw).

Nech
ail a2 ais ail a2 ais
A= la a9 ass a Jg(u, v, w) =det A =|ag1 asa ass|.
aszy as2 dass asyp as2 dass
Nech

1. Jy(u,v,w) # 0,
2. A, B C R3? si také kompaktné a meratelné mnoziny, %e g(B) = A.
Nech f:R3 D A — R je spojitd funkcia. Potom
fAff f(z,y, z) dedydz =

= fff flaiiu + a12v + a13w, ag1u + azv+
B

+a3w, az1u + azav + asszw)|Jg(u, v, w)| dudvdw.
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Priklady

1.

10.

11.

12.

13.

14.

Vypoditajte [[ /22 + y2dady, ak A = {(z,y) | 2> +y? <4}. [27).
A

. Vypocitajte [[2(x? + y?)dady, ak A= {(z,y) |1 <2?+y* <4, y>

A
e il
Vypoéitajte [[ /a2 + y2dxdy, ak A = {(z,y) | 2% +y* <2z}. ..[).
A

. Vypoditajte ff,/%dxdy, ak A = {(z,y) | 22+ <1, z >
A

0, % > 0o et (= — o,

. Vypocitajte [[In(1+ 22 +y?)dzdy, ak A = {(z,y) |2 +y*> <9, z >
A

0, Y= 0} oo (101010 — 9)7].

Pomocou transformacie polarnymi stiradnicami vypocitajte objem ku-

dela A= {(z,5,2) | Va2 +92<2<2}. o (8]

Vypoéitajte [[[(z?+ y?)dazdydz, ak ak mnoZina A je ohrani¢ena plo-

chami 2?2 + y2A: 22, 2 =20 [57].

Vypocitajte [[[ z?ydxdydz, ak ak mnozina A je ohranic¢end plochami

:c2—|—y2:1,;c42+y2:4,z:0x+z:3. ...................... []

Vypoéitajte [[[ zyy/zdxdydz, ak ak mnozina A je ohraniCena plo-
A

chami 2?2 +y2 =422, =0, y=0, z=1, pricomz >0, y >0, z >

Vypocéitajte objem telesa A = {(z,v,2) | 22+y? < 2z < 4—(22+9?)}.
[47]

Vypoditajte objem telesa A, ktoré je ohranicené plochami z? + y? =
do, 22 +1y°+22=16, y=02=0, pricom 2 >0. .............. []

[[[ 2dzdydz, ak mnozina A je ohrani¢end plochamiz = 0, y = 0, 22+
A

g2t =2, 2%yt = 22 pricom 2 >0, y > 0. ]
Vypocitajte fff($2 + y2)d:zdydz, ak A = {(z,y,2) | 0 < 2z, 4 <
A
5_95
P2y 4+ 22 <9} [(3152 )277]_

Vypoditajte fff Va2 +y? + 22dedydz, ak A = {(z,y,2) | 22 +y* +

2 (=]
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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Vypocitajte [[[ z2dzdydz, ak A = {(z,y,2) | 2* + y? + 2% < 4, 2® +
A

PP 22 <Az} B

Vypocitajte objem telesa A, ktoré je ohrani¢ené rovinami 2x —y+ z —
3=0,2z—y+2=0, x24+y+2—5=0, z+y+2=0,z+2y+2z—4 =
0, 2+2y4+22=0. i (30.]

Vypocitajte objem elipsoidu - + oz 16 =1 [327.]

Vypoditajte objem telesa A = {(z,y, 2) | 22+y? < z < 4—(22+y?)}.

-

Vypoéitajte objem telesa A = {(z,y, 2) | 22 +y?+22—62 <0, 22+ <

22
e 2 []
[[[ 2*yz3dadydz, ak A = {(2,y,2) |[0<2<1,0<y<z, 0<2z<
A
P []

fff ﬁ’zfzdxdydz ak A ={(z,y,2) | Va2 + 12 <2<5,2>0,y>
0}. ............................................................. []



