Matematicka Statistika

Cviéenie 5 — Specialne diskrétne rozdelenia

Rovnomerné (uniform) R(n), Ro(n), U(n)
Ktorakol'vek z moznosti je rovnako pravdepodobna.

X X1 | X2 | ... | Xn
P n|{1/n|..|1n

Alternativne (Bernoulliho) _4(p)
Bud’ sa ,,to* stane (1) alebo nie (0).
Bud’ sa stane x; alebo x,, tretia moznost’ nie je.

X 0 1
P 1p|p
X X1 | X2
P p |1-p

Binomické Bi(n,p)
,Pokus® s alternativnym rozdelenim opakujeme n-krat. S akou pravdepodobnost'ou (pri n
pokusoch) sa ,,to* stane 0, 1, 2, ..., n-krat?

X Ol1 (2 ]..]n
P Po|P1|P2]| .| Pn

Pre k=0,1, ..., n plati px= C(n,k)*p**(1-p)"*

Preco prave takto?
Pravdepodobnost’, Ze z n pokusov to vyjde k-krat, je sucet pravdepodobnosti vietkych
moznych konkrétnych tispesnych k-tic:
— Pocet k vieme vybrat’ z poc¢tu n prave C(n,k) spdsobmi (tj. konkrétne ktorych k
pokusov z tych n bude Gspesnych)
— Ak sme vybrali konkrétnych k pokusov, pravdepodobnost’ k-ndsobného
spechu je p“*(1-p)™*, lebo k-krat to musi vyjst’ (pravdepodnost p) a (n-k)-krat
(v tych pokusoch, ktoré sme nevybrali do vyvolenej k-tice) nevyjst’ (pravd. 1-p).

Hypergeometrické H(N,M,n), Hg(N,M,n)

Mame na vyber N moznosti a vieme, ze M z nich m4 vlastnost’, na ktorej nam zalezi (st
»privliastkoveé®).

Néhodne z celej ponuky (N) vyberieme n kusov. Pytame sa na pravdepodobnost’, ze prave x
kusov z tych n bude ,,privlastkovych®. Aby sme neriesili prili$ okrajové situacie, dohodneme
sa, ze M nie je nula a vyberat’ budeme aspoii 1 kus (nenulové n).



Najprv trochu hranic — musi platit’ (vysvetlite pri kazdej, preco je to tak):

I<M<N
I<n<N
x<n, x<M
0<x
M+n-N <x

K poslednej nerovnosti dve ndpovedy:
na lepsie pochopenie dovodov to treba zapisat’ ako n - (N-M)
Ak mate 10 piv, z toho 7 leziakov, vo vybere 5 kusov nemozete mat’ menej ako 2 leziaky

Skimana pravdepodobnost’ pre x ,,privlastkovych®:
Menovatel su vSetky moznosti, ako z N vybrat’ n.

Citatel’ st vSetky moznosti, ako z M vybrat’ x, nasobené moznostami, ako zo zvysku
neprivlastkovych (N-M) vybrat’ to, ¢o chyba do poctu n, teda (n-x).

Zhrnuté:  P(X) = C(M,x) * C(N-M, n-x) / C(N, n)

Geometrické G(p), Geo(p)

Opakujeme zakladny pokus s alternativnym rozdelenim dovtedy, kym sa ,,to* stane. Napr.
dovtedy chodime s kréahom po vodu, kym ndm nenaleju nieco lepsie.

Pytame sa na pravdepodobnost’, ze prave na k-ty pokus ,,to vyjde. Ta sa rovna stcinu
pravdepodobnosti, ze (k-1)-krat to nevyjde a nasledne to vyjde:

P(K) = (1-p)** * p, k=1.23....

Distribu¢na funkcia (kumulativny stucet pravdepodobnosti) je sucet geometrického radu,
odtial’ pochadza nézov rozdelenia.

F(k) = p+ (1-p)' * p+(1-p)* * p+ ... +#(1-p) " *p=1- (1-p)

Poissonovo  Po (A), Pois (A)

Tyka sa spravidla nahodnych udalosti v uréitom ¢asovom intervale (ale nie nutne). Za
predpokladu, ze udalost’ zvykne nastavat’ v priemere n-krat za ¢as T, budeme skimat’
pravdepodobnost’ P, Ze udalost’ v Casovom intervale I nastane k-krat.

Ak sa ,.,to* stava priemerne n-krat za T, m6zeme oCakavat, Ze za | sa ,,to* stane A-krat,
kde A=n*I/T (stredna hodnota naSich ocakévani).

Hrladana pravdepodobnost’ je potom podl'a Poissona
P(K)=e**a/kl | k=0,1,2,3, ..., ©

Poissonovo rozdelenie sa pouziva tieZ na aproximaciu binomického rozdelenia (pre velké n,
malé p), ked’ze
lim e, po Bi(n,p) = Pois (A=np)



Riesené priklady

Priklad 1:
Hodime 8 hracich kociek na stol. Aka je pravdepodobnost, Ze na k kockach padne 6-ka?

Riesenie:

Je to prvoplanovy priklad na binomické rozdelenie. Odpoved’ou je priame dosadenie do vzorca,
v ktorom bude p=1/6:

p= C(8,k) * (1/6)** (5/6)%* k=01,..,8
Vycislenie:
>> for k=0:8, nchoosek(8,k) * (1/6)"k * (5/6)"(8-k), end
ans = 0.23257
ans = 0.37211
ans = 0.26048
ans = 0.10419

ans = 0.026048
ans = 0.0041676
ans = 4.1676e-004
ans = 2.3815e-005
ans = 5.9537e-007

Priklad 2:
Student FEI mal pred skuskou ,,naroéni noc®, v dosledku &oho rano prisiel omylom na inti
Skolu a zasadol si k testu z ¢instiny. Na teste bolo 10 otazok, pri kazdej 4 mozné odpovede.
KedZe ani zadanie precitat’ nevedel, ndhodne oznacil pri kazdej otdzke nejaka odpoved’.
Aka je pravdepodobnost’, Ze pri takomto slepom hadani urobi skusku

a) na A alebo B (asponi 9 spravnych odpovedi)

b) aspoii na E (asponi 6 spravnych odpovedi)

c)zaFX

Riesenie:
Opiét priklad na binomické rozdelenie. Tu vSak bude trochu viac prace.

a) 9 alebo 10 spréavnych odpovedi: P(9)+P(10) = (1/4)*° + 10 * (1/4)°* (3/4) = 2.9564e-005
Cisla nepustia, je to takmer nemozné.

b) 6 az 10 spravnych odpovedi: P(6) + ... + P(10) = 0.019728
Postup s pomocou pocitaca:

>> 7=0; for k=10:-1:6, p=nchoosek(10,k)*(1/4)"k*(3/4)"(10-k); z=z+p; end, z
z= 0.019728

c) Neurobit’ skusku znamena presny doplnok ku ,,aspoil na E*:

>>1-7
ans = 0.98027



Priklad 3:
Vinar Jano ponuka burciak a r6zne iné napoje. Pravdepodobnost’, ze zdkaznik si kapi prave
burciak (predpokladajme, ze kazdy si kupuje len jednu vec), je 0.2.

Aka je pravdepodobnost’, ze v sledovany den po otvoreni predajného pultu

a) prvy zékaznik si kupi burciak
b) az treti zakaznik si kapi burciak
¢) jeden (!) z prvych 3 zakaznikov si kupi burciak

RieSenie:

Ide o jednoduchy priklad na geometrické rozdelenie.
a)0.2
b) 0.8*0.8*%0.2 = 0.128
c) 0.2 +0.8*0.2 + 0.8*0.8*0.2 = 0.488

Priklad 4:
V pripade nadejného influencera XY je pravdepodobnost’ preklepu pri pisani statusu na
facebook 0.1 pri kazdom pismene alebo znaku. Nahodna veli¢ina X bude oznacovat’ pocet
spravne napisanych pismen do momentu, ked’ nastane chyba (potom sa pocitadlo vynuluje).
Aka je pravdepodobnost’, ze XY napiSe spravne

a) 5 pismen

b) asponl 5 pismen

¢) najviac 4 pismena

d) nieCo medzi 4 az 9 pismen

Riesenie:
Ide o geometrické rozdelenie, len si treba dat’ pozor na to, ,,Co je ¢o*, ked’Ze zadanie je trochu inak
formulované nez bezny vzorec.
Pravdepodobnost, Ze napise presne k pismen spravne a potom sa pomyli, je tu
P(k) =0.9*0.1
a) P(5) = 0.059049
c) P(4)+P(3)+P(2)+P(1)+P(0)

>> z=0; for k=4:-1:0, p=0.9"k * 0.1; z=z+p; end, z
z= 0.40951

b) >>1-z
ans = 0.59049

d) P(4)+...+P(9)

>> z=0; for k=4:9, p=0.9"k * 0.1; z=z+p; end, z
z= 0.30742



Priklad 5:

Z 24 jablk st 3 &ervivé (nevidno to na nich, len pod ultrazvukom sa to vysetrilo). Nahodne
vyberieme z nich 6. Ak4 je pravdepodobnost’, ze v naSom vybere bude x Cervivych jablk a aké
hodnoty x st mozné?

Riesenie:

Hodnota X méze byt od 0 po 3. Ide tu o typicky priklad na hypergeometrické rozdelenie. Sta¢i dosadit’
do vzorca.

P(x) = C(3,X) * C(21, 6-X) / C(24, 6)

>> A=nchoosek(24,6); for x=0:3, X, p=nchoosek(3,x)*nchoosek(21,6-x)/A, end

x=0

p = 0.40316
x=1

p = 0.45356
X=2

p= 0.13340
X=3

p = 0.0098814

Priklad 6:

Na maturite je 20 otdzok, nadejny maturant sa naucil 11 otazok. Z ,.klobuka* si vybera tri
otazky. Aka je pravdepodobnost, Ze si vytiahne x otazok, ktoré vie?

Riesenie:
Hodnota X méze byt od 0 po 3. Opét’ staci dosadit’ do vzorca
P(x) = C(11,x) * C(9, 3-x) / C(20, 3)

>> A=nchoosek(20,3); for x=0:3, X, p=nchoosek(11,x)*nchoosek(9,3-x)/A, end

Xx=0

p = 0.073684
x=1

p = 0.34737
X=2

p = 0.43421
X=3

p= 0.14474



Priklad 7:
Stara telefonna ustrediia je obsluhovana ruc¢ne ,,tetou telefonistkou.
V strankovych hodinach uradu prichddza v priemere 15 telefonatov za hodinu, ktoré treba
prepojit’. Pocas desiatovej prestavky teta odchadza na 20 minut do bufetu a zastupuje ju
mlady brigadnik, ktory je vSak povestny rozliénymi nemiestnymi vtipmi. Preto teta v bufete
cely cCas tfpne, aku hanbu mlady narobi. V zdujme odburania stresu a upokojenia nervov teta
zvykne uvazovat’ nad tym a pocitat, kol’ko telefonatov a s akou pravdepodobnost'ou asi pride
pocas jej nepritomnosti.

Mozno za ten ¢as nikto nezavola... Mozno zavola len jeden, bude to musiet’ prezit'...
Mozno aj dvaja... ... . a Co ak just zavolaju desiati?

Vypocitajte pravdepodobnosti jednotlivych redlnejsSich moznosti.

Riesenie:

Najprv si uréime lambdu:
A =20*15/60=5

A teraz pravdepodobnosti:
P(K)=e**2/kl prek=0,123, ..

Len dosadime:

k=0 p= 0.0067379
k=1 p= 0.033690
k= 2 = 0.084224
k=3 p= 0.14037
k=4 p= 0.17547
k=5 p= 0.17547
k=6 = 0.14622
k=7 p= 0.10444
k=8 p= 0.065278
k=9 = 0.036266
k= 10 p= 0.018133
k= 11 p= 0.0082422
k= 12 p= 0.0034342

Vsimnime si, Ze najvyssia pravdepodobnost’ je pre 5, ¢o je pochopitel'né, ale tieZ rovnako pre 4, o
moze trochu prekvapovat’, ale ma to svoju rafinovanu logiku. Este sa k tomu (moZno) vratime
v d’alSich tlohach.



Priklad 8a:
Biofazul'a z farmy XYZ sa predava ,,neprebrata“ a obsahuje v priemere 1 kamen na 100
fazuliek (tj. vo vybere 100 kusov je 1 kamen a iba 99 fazuliek). Lojzo sa tiez neunuva to pred
varenim preberat’, tak odsype len tak 60 kusov ,,materialu“ a nachysta si poctiva fazulovicu.
Aka je pravdepodobnost’, Ze VO svojej porcii

a) nebude mat’ kamen

b) bude mat’ aspon 1 kamen

c¢) bude mat prave 1 kamen

d) bude mat’ prave 2 / prave 3 kamene

Riesenie:
Pouzijeme binomické rozdelenie, ktoré systémovo presne zodpoveda situdcii.
Pravdepodobnost’, ze vybrana ,,fazul’ka‘ je v skuto¢nosti kamefi, je podl'a zadania p=0.01 .
Vyberieme n=60 kiiskov a uz uvazujeme len o tejto vzorke. Na dané otazky odpovedame priamo
dosadenim do vzorca.

a) P(0) = C(60,0)*0.01%*(0.99)% = 0.99°60 = 0.54716

b) P(x>1) =1 - 0.54716 =0.45284

c) P(1) = C(60,1)*0.01**(0.99)* = 0.33161

d) P(2) = C(60,2)*0.01%*(0.99)**= 0.098813
P(3) = C(60,3)*0.01%¢(0.99)*"= 0.019297



Priklad 8b:

Biofazul'a z farmy XYZ sa predava ,,neprebrata“ a obsahuje v priemere 1 kamen na 100
fazuliek (tj. vo vybere 100 kusov je 1 kamen a iba 99 fazuliek). Lojzo sa tiez neunuva to pred
varenim preberat’, tak odsype len tak 1000 kusov ,,materialu‘“ a nachysta celej rodine na
tyzden dopredu poctiva fazulovicu.

Aka je pravdepodobnost’, ze v hrnci
a) bude mat’ najviac 2 kamene
b) bude mat’ najviac 10 kamenov
¢) bude mat aspon 10 kamenov
d) bude mat’ presne 0,1,2, ... 15 kamenov

e) Ak odsype 10000 kusov snad’-fazuliek, aké je pravdepodobnost’, Ze tam bude presne 100
kamenov?

Riesenie:
I. Binomické rozdelenie systémovo presne zodpoveda situacii.
a) Pocitame P(0) + P(1) + P(2) .
C(1000,0)*0.01%*(0.99)**° + C(1000,1)*0.01*(0.99)** + C(1000,2)*0.01%*(0.99)%* =
= 0.99/1000 + 1000*0.01*0.997999 + 1000*999/2*0.012*0.99/998 = 0.0026794
b) Pocitame P(0) + P(1) + ... + P(10) .

Kalkulacka nas pri tychto ¢islach asi rychlo posle do nevabnych destinacii, a pocita¢
napriek ochote k praci varuje, ze vobec neru¢i za presnost’ vypoctu.

Nastastie, da sa to trochu uhrat’, len treba pocitat’ rozumne, s minimalnym po¢tom operacii
a s vyhybanim sa velkym cislam.

>> p=0.99"1000; z=p; for k=1:10, p=p/0.99*0.01*(1001-k)/k; z=z+p; end, z
z= 0.58304

c) Po¢itame P(0) + P(1) + ... + P(9) a vysledok odratame od 1.

>> p=0.9971000; z=p; for k=1:9, p=p/0.99*0.01*(1001-k)/Kk; z=z+p; end, 1-z
ans = 0.54270

d) Aplikujeme postup z b) a nechame si vypisat’ jednotlivé pravdepodobnosti.

p= 4.3171e-005
p= 4.3607e-004
p= 0.0022002
p= 0.0073932
p= 0.018614
p= 0.037453
p= 0.062737
p= 0.089987
p= 0.11282

p= 0.12561
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10 p= 0.12574

11 p= 0.11431
12 p= 0.095162
13 p= 0.073053
14 p= 0.052023
15 p= 0.034542

e) V tomto pripade priamy pokus o vypocet zlyha (prili§ vel’ké Cisla) a postupny vypocet
(podl'a bodu b) ) uz je prili§ zdlhavy na tak banalnu otazku.

II. Vzhl'adom na vel'ké ¢isla stoji za tivahu pouzit’ miesto binomického rozdelenia aproximaciu
Poissonovym rozdelenim.
Ako sme spomenuli vysSie v teoretickom prehlade, volime A = np = 1000*0.01 = 10 .
Urobime vypocet pre tlohu d) — tam je mozné najlepsSie porovnat’, nakol’ko si vysledky buda
blizke. (zaroven z iidajov v ulohe d) vyplyvaju priamo aj vysledky v a), b), ¢) ).

P(k) =0 * 105/ k!

>> for k=0:15, exp(-10)*10”k/factorial (k), end

vysledky — Binomické rozdelenie vysledky — Poissonovo rozdelenie
0 p= 4.3171e-005 ans = 4.5400e-005
1 p= 4.3607e-004 ans = 4.5400e-004
2 p = 0.0022002 ans = 0.0022700
3 p = 0.0073932 ans = 0.0075667
4 p = 0.018614 ans = 0.018917
5 p = 0.037453 ans = 0.037833
6 p = 0.062737 ans = 0.063055
7 p = 0.089987 ans = 0.090079
8 p= 0.11282 ans = 0.11260
9 p= 0.12561 ans = 0.12511
10 p= 0.12574 ans = 0.12511
11 p= 0.11431 ans = 0.11374
12 p = 0.095162 ans = 0.094780
13 p = 0.073053 ans = 0.072908
14 p = 0.052023 ans = 0.052077
15 p = 0.034542 ans = 0.034718

Porovnanie ukazuje, ze aproximacia je naozaj slu$na a tie drobné odchylky nepredstavuju fatalne
skreslenie skuto¢nosti.

e) S pouzitim Poissonovho rozdelenia vieme riesit’ aj ilohu ¢) . Dame A = np = 10000*0.01 = 100
>> k=100; exp(-100)*100"k/factorial (k)
ans = 0.039861
Stabilnej$i postup dava rovnaky vysledok, pre dne$ny softvér uz su hranice presnosti kdesi inde:
>> z=exp(-100); for k=1:100, z=z*100/k; end, z

z = 0.039861




Neriesené priklady
(na niektoré vypocty sa odporaca vyuzit’ programovatelny softvér)

1. Do skoly v spadovej obci Y chodi 40 ziakov, prevazne z okolitych lazov. Pocas dni so
snezenim je pravdepodobnost absencie ziaka 0,25.

a) Aky pocet nepritomnych sa da v deii so snezenim s najvyssou pravdepodobnost'ou (akou? —
vycislit’) oCakavat’? (10, 0.14436)

b) Aka je pravdepodobnost’, ze bude chybat’ najviac 7 ziakov?  (0.18195)

c¢) Aka je pravdepodobnost’, Ze bude chybat’ aspon 8 Ziakov? (0.81805)

2. Smartfon znacky XYZ sa v priemere pocas 10 000 hodin prevadzky zasekne 15-krat. Aka
je pravdepodobnost’, Ze pocas urc¢enych 500 hodin pride raz/aspon raz k takejto udalosti?
(0.35427, 0.52763)

3. Na prijimackach je test s 15 otazkami, kazda s vol'bou jednej z odpovedi A, B, C. Zaujemca
o §tadium sa vobec neuéil a test vyplia nahodne.
a) Aka je pravdepodobnost’, ze trafi spravne aspon 5 otdzok? (0.59594)
b) Kolko by mal mat’ test otazok, aby pravdepodobnost’ spravneho zodpovedania (pri
nahodnom krazkovani) aspon polovice otazok bola menej nez 0,05 ?

(23 pre neparny pocet otazok, 30 pre parny pocet)

4. Vo fazuli od vyrobcu ZY X sa nachadza priemerne 1 zabludeny hrasok na 1000 fazuliek. Na
pripravu polievky sa pouzije 2000 snad’-fazuliek. Jedlo zjedia piati 'udia (rovnakym dielom).
Aka je pravdepodobnost’, Ze

a) aspon jeden zo stravnikov najde u seba asponi 1 hrasok? (0.86480)

b) prave jeden zo stravnikov najde u seba aspon 1 hrasok? (0.33268)

5. Krajsky zdravotnicky urad zhromazd’'uje udaje o novonarodenych detoch v kraji.
Priemerne kazdé dve hodiny sa narodi d’alSie diet’a. Urcte

a) priemerny pocet narodenych deti za rok (nepriestupny). (4380)
b) pravdepodobnost, Ze v danom dni sa narodi najviac 5 deti. (0.020341)
d) pravdepodobnost, Ze za 4 hodiny sa narodi asponi 5 deti. (0.052653)

6. Po rannom priboji sa na plaz dizky 2 km vyplavi priemerne 200 ulit (ulity zo predoslého

dia st vyzbierané).

a) Aké je pravdepodobnost’, Ze prvy ranny nadSenec po prehl'adani 50 m Gseku najde prave 4

ulity / prave 6 ulit? (0.17547, 0.14622)

b) Aka je pravdepodobnost’, ze najde aspon 5 ulit? (0.55951)

c¢) Aka je pravdepodobnost’, ze po prehl'adani 20 metrov nendjde nic?  (0.13534)

d)* Ako dlhy tsek musi prehl'adat’, aby s pravdepodobnost’ou aspon 0,9 nasiel aspon 5 ulit?
(80)



