Vypocet obsahu mnohouholnika

Mnohouholnik je dany stiradnicami svojich vrcholov: Al[x1, y1], A2[x2, y2],
., An[xn, yn]. Aby sme sa vyhli komplikaciam, obmedzime sa na pripad
konvexného mnohouholnika. Stiradnice zaddme matlabu v podobe dvoch vektorov

X=[x1x2 ... xn], Y=[yl y2 ... yn].
Pocitajme aj s konkrétnymi hodnotami:
X=[-3-20478651-1-2];Y=[1-1-3-5-4-223543];
Nakreslime si tento mnohouholnik. Pri kresleni zacneme od prvého bodu, ale v prvom
bode nakoniec aj skon¢ime. Vyrobime si na to pomocny vektor Xe a Ye a mdZeme

kreslit’:
Xe=[X X(1)]; Ye=[Y Y(1)]; plot(Xe, Ye)

Je viacero sposobov, ako pocitat’ obsah mnohouholnika. N4s postup bude zaloZeny na
tom, ze si rozdelime mnohouholnik na trojuholniky, ktorych obsah pocitat’ vieme.

Delenie na trojuholniky sa takisto d& urobit’ viacerymi spdsobmi. Pomerne
pohodlné je ,,pokrajat’ tortu®, teda najst’ si bod v strede mnohouholnika a ten pospajat’
s vrcholmi. Vhodny stredovy bod T (vyuzivame konvexnost mnohouholnika) sa da
ndjst’ ako priemer jednotlivych suradnic:

>> T=[mean(X) mean(Y)]
T=2.090909090909091e+000 2.727272727272727e-001

>>n=11;
>> hold on; for i=1:n, plot([X(1),T(1)], [Y(1),T(2)]), end, shg



Jednotlivé trojuholniky maji body so suradnicami [Xe(i) Ye(i)], [Xe(i+1) Ye(i+1)], T.
Obsah kazdého trojuholnika ziskame rychlo pomocou dvojrozmerného vektorového
sucinu
u=[T(1)-Xe(i), T(2)-Ye(i)]
v=[T(1)-Xe(i+1), T(2)-Ye(i+1)]
S(i)= abs(u(1)*v(2)-u(2)*v(1))/2

prei=l azn
prei=1 azn

a obsah mnohouholnika bude st¢tom obsahov tychto trojuholnikov. Prave uvedeny
vypocet sformulujeme vektorovo-maticovym spdsobom. VyuZijeme, Ze vektor v je
zhodny s vektorom u nasledujiuceho trojuholnika. Vsetky vektory wu ,nalozime™ do
jednej matice, ktoru pre lepSiu predstavu aj vypiSeme:

>> U= [T(1)-Xe; T(2)-Ye]
U=
Columns 1 through 4

5.090909090909091e+000
-7.272727272727273e-001

Columns 5 through 8

-4.909090909090909¢+000
4.272727272727273e+000

Columns 9 through 12

1.090909090909091e+000
-4.727272727272728e+000

Potrebujeme vypoéitat' 11 vektorovych suéinov (prvy stipec U s druhym, druhy

4.090909090909091e+000
1.272727272727273e+000

-5.909090909090909¢+000
2.272727272727273e+000

3.090909090909091e+000
-3.727272727272728e+000

2.090909090909091e+000
3.272727272727273e+000

-3.909090909090909e+000
-1.727272727272727e+000

4.090909090909091e+000
-2.727272727272728e+000

-1.909090909090909e+000
5.272727272727273e+000

-2.909090909090909e+000
-2.727272727272728e+000

5.090909090909091e+000
-7.272727272727273e-001

s tretim, atd’.). To sa da urobit’ vektorovo, bez pouzitia cyklov:

>>Ux = U(1,1:n).*U(2,2:n+1)-U(1,2:n+1).*U(2,1:n)



Ux =
Columns 1 through 4
9.454545454545453e+000  1.072727272727273e+001  1.727272727272727¢+001  1.772727272727273e+001
Columns 5 through 8
1.409090909090909¢+001  1.909090909090909¢+001  5.636363636363638e+000 1.672727272727273e+001
Columns 9 through 11

1.054545454545455e+001  6.818181818181818e+000 1.090909090909091e+001

Vysli samé kladné hodnoty. Je to ndhoda alebo zdmer? Odpoved’ na otazku sa skryva
v skuto¢nosti, ze poradie vrcholov je volené tak, aby postupovali proti smeru
hodinovych ruciciek. Ak ustrdzime toto poradie aj pri inych prikladov, absolutna
hodnota nie je potrebnd. Obsahy trojuholnikov su:

>> ST=Ux/2
ST =
Columns 1 through 4
4.727272727272727¢+000  5.363636363636363e+000 8.636363636363637¢+000 8.863636363636363e+000
Columns 5 through 8
7.045454545454546e+000  9.545454545454547¢+000 2.818181818181819¢+000 8.363636363636363¢+000
Columns 9 through 11

5.272727272727273e+000  3.409090909090909¢+000 5.454545454545455e+000
Obsah mnohouholnika je sictom tychto obsahov:
>> Sp=sum(ST)
Sp = 6.950000000000000e+001

Obsah vychadza takmer 70. Orientacna kontrola pohl'adom na obrazok — nakres sa
nachadza v obdlzniku s obsahom 120, mnohouholnik z toho zabera troSku viac ako
polovicu.

Uloha:
Vymyslite vhodné suradnice pre konvexny mnohouholnik s 23 vrcholmi. Nakreslite
ho a vypocitajte jeho obsah.



Vyssie sme videli, Ze pri vhodnom znaceni vrcholov (podla poradia v smere proti
hodinovym rucickam) nie je potrebnd absolitna hodnota, kedze nam vysli samé
kladné obsahy. Ony vSak boli kladné aj preto, Ze bod T lezal vnitri mnohouholnika.
Co sa stane, ak omylom alebo zamerne umiestnime bod T von?

» T=[4, 5];
ZruSme povodny obrazok a kreslime znovu:

» plot(Xe, Ye)
» hold on; for i=1:n, plot([X(1),T(1)], [Y(1),T(2)]), end, shg

Toto nevyzera dobre. Ziskali sme sice trojuholniky, ale sucet ich obsahov bude
nepochybne vacsi nez je obsah mnohouholnika. Skiusme to:

» U=[T(1)-Xe; T(2)-Ye];
» ST = (U(1,1:n).*U(2,2:n+1)-U(1,2:n+1).*U(2,1:n))/2

ST =
Columns 1 through 7

9.0000 12.0000 20.0000 15.0000 7.5000 1.0000 -0.5000

Columns 8 through 11

-3.0000 1.5000 2.0000 5.0000
Niektoré obsahy st zaporné. Pochopitelne; poradie vrcholov je sice dobré, ale T je
mimo mnohouholnika. Ak chceme vyslovne spocitat’ obsahy trojuholnikov,
absolutnej hodnote sa nevyhneme:

» spa=sum(abs(ST))

spa = 76.5000



V sulade s ocCakavanim vysSiel sucet obsahov trojuholnikov v&acsi ako obsah
mnohouholnika a je nam teda nani¢. Skiisme to vSak bez absolutnej hodnoty:

» Sp=sum(ST)
Sp= 69.5000

Tento sucet je rovny obsahu mnohouholnika!!!

Prave sme objavili nieCo, o mad velmi védzne doésledky. Na vypocet obsahu
mnohouholnika nie je nevyhnutné, aby bod T lezal v jeho vnutri. Ak to domyslime
d’alej, tak nie je nutné, aby bol mnohouholnik konvexny.! Kedze ide o zavazné
tvrdenie, ukazeme si ho na priklade, ktory sa da 'ahko skontrolovat’. Mnohouholnik
bude dany rozsirenymi (prvy bod na konci opakujeme) vektormi sturadnic:

»Xe=[-2011200-2];
» Ye=[0-1-100100];
» plot(Xe,Ye), hold on

Obsah tohto Gtvaru vieme vyratat’ spamdti: 1+1+1=3.
Ak by sme zvolili T=[0,0], vedeli by sme obist’ problém nekonvexnosti, ale
nam teraz nejde o to. Zvolime preto zdmerne T=[1,1] a nanovo vSetko nakreslime:

» T=[1 1]; n=7,
» plot(Xe,Ye), hold on, axis([-2.2 2.2 -1.2 1.2])
» for i=1:n, plot([Xe(1),T(1)], [Ye(1),T(2)], 't"), end, shg

Pri kresleni dodavame prikaz axis, pomocou ktorého nastavime ,,Sirsie okraje*, aby
strany mnohouholnika nesplyvali s pozadim. Delenie na trojuholniky urobime
v Cervenej farbe — s parametrom T’, aby sa nasmu zraku nestratil pévodny
mnohouholnik.

! Uvedené tvrdenie sa da este d’alej zovieobecnit’ — mnohouholniku sa mozu aj krizovat niektoré hrany
(tj. Casti jeho plochy s “naruby” a teda ich obsah je zaporny), ale to uz nechavame pre extémnych
nadSencov.
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Pocitajme podl'a osved¢eného postupu:

» U=[T(1)-Xe; T(2)-Ye];
» ST = (U(1,1:n).*U(2,2:n+1)-U(1,2:n+1).*U(2,1:n))/2;
» Sp=sum(ST)
Sp=3
Vysledok je spravny.

Zhrnutie
Postup na nakres a vypocet obsahu mnohouholnika:

VSTUP: X=[2?..2], Y=[?2..2], T=[? ?];

NAKRES: » Xe=[X X(1)]; Ye=[Y Y(1)]; n=length(X);
» plot(Xe,Ye), hold on, axis([-2.2 2.2 -1.2 1.2])
» for i=1:n, plot([Xe(i),T(1)], [Ye(i),T(2)], 't"), end, shg

VYPOCET: » U=[T(1)-Xe; T(2)-Ye];
» Sp=sum(U(1,1:n).*U(2,2:n+1)-U(1,2:n+1).*U(2,1:n))/2;

Uloha
Navrhnite a nakreslite v Matlabe nekonvexny mnohouholnik s 13 vrcholmi. Pokuste
sa pritom vyhnut’ krizeniu stran. Vypocitajte jeho obsah.



