Interpolacia — VanDerMondova matica

1, Zatnime jednoduchym prikladom, pri ktorom je moZndlelet’, ¢o sa presne deje.

>> x=1:7,
>> y=rand(1,7) /Ivyrobi nahodny vektoridky 7

y= 0.7382 0.1763 0.4057 0.9355 6910.4103 0.8936

Obrazok:
>> plot(x,y,™") /I parameter * spdsobi vykreslenie samotnych bduvspajania, v tvare *
>> hold on [ltento prikaz zariadi, abyalSie prikazy “plot” kreslili do existujiceho obkir
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Chceme néjspolyném, ktory v danych bodoch x budetmaedené hodnoty .
Postup je jednoduchy:

>> V=vander(x)

V=
1 1 1 1 1 1 1
64 32 16 8 4 2 1
729 243 81 27 9 3 1
4096 1024 256 64 16 4 1
15625 3125 625 125 25 5 1
46656 7776 1296 216 36 6 1
117649 16807 2401 343 49 7 1

>> a=V\y'

a=
-1.052215999595353e-003
3.265075552934774e-002
-3.573508600932110e-001
1.737642132648633e+000
-3.718241690382854e+000
2.843668129254977e+000
2.008909948533674e-001



Vektor a obsahuje koeficienty ladaného polynému, gom prvy koeficient je ten pri
najvyssej mocnine. Hodnoty polynému p(x) v réznpaidoch prezradi funkcia polyval.
Pozrime sa na hodnotu polynému v bode 4 — budeatcvako povodné y(4)?

>> polyval(a,4)
ans = 9.354696991076125e-001

>>y(4)
ans = 9.354696991076055e-001

Zdé sa, Ze je to ono, hoci na poslednych trochtaglssa to rozchadza.
Chceli by sme skontrolovarSetkych 7 bodov, ale nechce sa nam opakpwaceduru stéle
znovu. Matlab to na&stie dokéaze jednou ranou:

>> [polyval(a,x); y]
ans =
Columns 1 through 4

7.382072458106651e-001 1.762661444946184e-20057062130621020e-001  9.3546969910761Q%e-0
7.382072458106653e-001 1.762661444946180e-@0057062130620955e-001  9.35469699107606%e-0

Columns 5 through 7

9.169044399134160e-001 4.102702069909062e-@936495309134379e-001
9.169044399134076e-001 4.102702069909454e-@)936495309135336e-001

V hornom riadku mame hodnoty polynédmu v bodochod fym su pévodné hodnoty y. Sedi
to, ale nie az tak presne, ako by smedsndivne ¢akavali. Aby sme boli konkrétni:

>> rozdiel=(polyval(a,x)- y)'
rozdiel =
-2.220446049250313e-016
4.440892098500626e-016
6.494804694057166e-015
6.994405055138486e-015
8.326672684688674e-015
-3.913536161803677e-014
-9.570122472268849¢e-014

s

vzdialené od hranic presnosti determinovanej mmaZipccisel, s akou pracuje ML. ¢ai
rozdiel je pri najvysSich hodnotdch x. Chyba vzniké& pri vypa@te koeficientov (rieSeni
sustavy rovnic) a zvySuje sa eSte pri dosadendbymemu.

Ulohu ukorgime obrazkom — nakreslime graf polynému p(t) =[&8, t*5, ..., t, 1]'.

Musime si spoment ako ML kresli. Aby sme dostali pekny graf polyngnrozhodne
nevystéime s pévodnym vektorom x, ale budeme potrebdusstejSie delenie. Zarokesi
neodpustime zvedavy pkdd trochu viac kavo avpravo od hodnbét 1 a @iZze tzv.
extrapolaciu:

>> xh=0:0.001:8;
>> yh=polyval(a,xh);
>> plot(xh, yh, 'r'), shg



2 Druhy priklad budeme zaznamen@sauwnejSie:

>>x=1:17,

>> y=exp(0.1*x)+rand(1,17);

>> VV=vander(x);

>> a:\/\y‘;
Warning: Matrix is close to singular or badly schlResults may be inaccurate. RCOND = 3.307882e-
026. (Type "warning off MATLAB:nearlySingularMatrixbtsuppress this warning.)

>> z=polyval(a,x);

Dostali sme sa ku kritickému momentu VanDerMondavetody. Pre ke matice V je
rieSenie sustavy s neznamymi koeficientami polyn@oanamenané dos/e’kou chybou.
Matlab ndm stihol povedasvoje, pozrime sa&p to konkrétne znamena:

>> (z-y)'
ans = 2.106848029370667e-011
5.795364188543317e-013
7.942273505534558e-010
-1.266571292291019e-009
7.862728246266215e-009
1.416762929196125e-008
9.084572294426607e-008
-2.727908761102071e-007
-3.112151167883326e-007
-2.582288129993060e-007
3.666492213394434e-006
7.486037789661282e-008
-8.376278370469947e-006
5.248902423815594e-007
-2.447406481564940e-005
1.270798987373922e-004
1.535760188691171e-004



Hlavne ku koncu, pre ¥&ie x, je chyba celkom ,slusna“. Na obrazku ju rdsbuidno, predsa
vS8ak pri moznostiach matlabu by siakali viac. Budeme pretodalSich prikladoch lada
spbsoby, ako presndgavysi.

Obrazok: >> plot(x,y,'+"), hold on
>> xh=1:0.001:17; yh=polyval(a,xh);
>> plot(xh,yh,'m")
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Obrazok je v zasade dobry, nepresnosti nevidnoalle vSak vazny ruSivy moment a to je
tvar grafu Yavo a vpravo. Hoci graf prechddza&emymi bodmi, medzi nimi sa vini az prilis.
Ak chceme interpokany polyndm pouzi na doplnenie hodn6t medzi tymi, ktoré su zadané,
asi nebudeme s vysledkami spokojni.

3. Hlavnou priinou neziaduceho tvaru grafu na okrajoch jekygpocet bodov x. Sedem
bodov sa dalo, ale 13 dokonca viac z&ne spdsobovaproblémy. Presvetne sa eSte na
jednom priklade, Ze je to tak. Vezmime si 11 hodxéd to v rozsahu 0 az 2, aby ML
nehundral, Ze matica V sa mu zd& takmer singularna.

» x=0:0.2:2; y=rand(1,11); plot(x,y,'+"), hold on
» V=vander(x); a=V\y’;
» Xh=-0.2:0.0001:2.2; yh=polyval(a,xh); plot(xh,yh,
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Nie je to najhorSie. Vidime v3ak, Ze na okrajochtsaiz z&ina vin. Predzme x na 17
hodnot:

» x=0:0.125:2; y=rand(1,17); plot(x,y,'+"), hold on

» V=vander(x); a=V\y"

» plot(x,y,'+"), hold on, xh=0:0.0001:2; yh=poly{elh); plot(xh,yh,'r")
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Obrazok potvrdil naSe obavy.

4, RieSenie uvedenyataZzkosti je jednoduché — nepokti&a interpolova polynémami
prilis ve’kého stupa, ak na to nie su vadzne dévody. Ptkeda mame bodov viac, je vhodné
si rozdelt skdmany interval na osi x na nidko menSich podintervalov a ziskané
interpol&né funkcie potom ,zlegf. Tak sa postupuje napr. pri numerickom integrdvan

Ostaime pri zadani predoSlého prikladu. InterpotovAudeme na Zz@atok
polynomami 1. stuga, teda lomenotiarou. Postup je rychly:

» plot(x,y,'+', X,y,'r")
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Postupme k polynédmom 2. stigp Budeme osobitne ri¢dilohu pre tieto trojice bodov:
» for i=1:8, X(i,:)=x([2%i-1, 2*i, 2*i+1]); end, X

X =
0 0.1250 0.2500
0.2500 0.3750 0.5000
0.5000 0.6250 0.7500
0.7500 0.8750 1.0000
1.0000 1.1250 1.2500
1.2500 1.3750 1.5000
1.5000 1.6250 1.7500
1.7500 1.8750 2.0000

Vyrobime si prislusné trojice hodnét y:
» for i=1:8, Y(i,:)=y([2*i-1, 2%, 2*i+1]); end
Napokon peitajme a kreslime interpaiaé polynomy na kazdom intervale:

» plot(x,y,'+"), hold on
» for i=1:8, V=vander(X(i,:)); a=V\Y(i,:)"; xh=X(1):0.001:X(i,3); yh=polyval(a,xh); plot(xh,yh,'ghpld on, end
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Je to tosi lepSie ako lomendara, ale tych Krivaov by mohlo by menej.
Skusme Stvrty stupenterpol&ného polynému:

» clear X Y, r=0:4; for i=1:4, q=4%-3; X(i,:)=x([¢r]); end, X

» for i=1:4, q=4%-3; Y(i,:)=y([q+r]); end, Y

» for i=1:4, V=vander(X(i,:)); a=V\Y(i,:)"; xh=X(1):0.001:X(i,5); yh=polyval(a,xh); plot(xh,yh,'ghpld on, end
» plot(x,y,'+)
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UZ to vyzera lepSie. Uk@ime to 8. stuppom, teda rieSime v podstate len 2 Glohy.

» clear X Y, r=0:8; for i=1:2, q=8*i-7; X(i,))=x([¢r]); end, X
» for i=1:2, q=8*-7; Y(i,:))=y([g+r]); end, Y
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Prava polovica obrazku je prijditéd, ale Yavo uz pdet 8 je v&a. Pre 4. stugeto bolo lepSie.
Viac nie je vzdy lepSie.

Uloha:
Podobnym spésobom rieste Ulohu pre x=0:0.1:6; yd{B61)*10-5. Interpolujte po Usekoch
polynbmami 1., 2., 3., 4., 5., 6., 10. a 12. gaup



Dodatok:
Interpolacia danych bodov po kratSich Usekoch mptyami nizSich stupv je

post&ujuca pri niektorych tlohach ako napr. numerickignovanie (Newtonove-Cotesove
vzorce). Jej vaznym estetickym aniekedy aj matekan nedostatkom su spoje
jednotlivych polynémov — vysledna interpolujlca kaia je sice spojita, jej derivacie vSak uz
nie. Tento problém mozno UspeSne riegEldmyselnejSou konStrukciowiastkovych
interpol&nych polyndmov. Viac o tom v skriptach (4. kapitelaepovinna) alebo stfoe tu:

http://en.wikipedia.org/wiki/Interpolation

Stretli sme sa s problémom, Ze polyndmy vysSSielpnsat sa pri krajnych bodoch
nespravaju ,slusne”. Klasickym prikladom, ktorysiwuje skrytl zradnd@spolynomialnej
interpolacie — a to vébec nejde o polyndmy vysokstiama, je tzv.Rungeho fenomén

Zvolime si uzly x na intervale —1, 1 a hodnoty yyehto uzloch bnude tova
funkcia 1/(1+25x*x) . Z&neme stromi uzlami a budeme delenie intervalu tahues.

Nechame si roznymi farbami vykresinterpola&né polynomy:

» x=-1:0.001:1; y=1./(1+25*X.*X);
» plot(x,y)

» xx=-1:1:1; yy=1./(1+25*XX.*XX);
» V=vander(xx); a=V\yy'; z=polyval(a,x); hold onlpp(x,z,'’k’)

» Xx=-1:0.5:1; yy=1./(1+25*xX.*Xx);
» V=vander(xx); a=V\yy'; z=polyval(a,x); hold onpof(x,z,'r")

» xx=-1:0.25:1; yy=1./(1+25*XX.*XX);
» V=vander(xx); a=V\yy'; z=polyval(a,x); hold onlpp(x,z,'m")

» Xx=-1:0.125:1; yy=1./(1+25*XX.*XX);
» V=vander(xx); a=V\yy'; z=polyval(a,x); hold onlpf(x,z,'g")

Jednotlivé interpolacie vyzeraju takto (pévodnékitia je modrou):

- I I I L I I I I I
1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1



Pri tom zelenom grafe niZSie interpolacie vyzedgbre, ale je to klamné zdanie. Zgéme si
nahad:

A este viac:
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