Priklad — na hraniciach mozného

Budeme hl'adat’ korene rovnice f(x) = e -¢*x-0.0001. Vyskugame najprv orientaéne moznosti,
ktoré ponuka MatLab:

» f=inline('exp(x)-exp(1)*x-0.0001")

Tipneme si Startovaci bod: fzero(x, 0), fzero(x, 2), fzero(x, 70), ... skiiste aj iné hodnoty.
Odpoved MatLabu je vo vécsine pripadov vyhybava. Ma to vobec nejaky koren?

A. Lokalizacia moznych korenov a opatovny pokus s fzero:

Nepochybne plati, Ze pre x>=2 je exp(x) -exp(1)*x-0.0001 > 0
a podobne pre x<0 je exp(x) -exp(1)*x-0.0001 >0

Ubezpecte sa o tom...Staci nam preto nakreslit’si graf od 0 do 2:

» x=0:0.001:2; plot(x,f(x)), grid on

Pekny obrazok, ale to dolezité poriadne nevidime — musime si to zZvacsit”:

x 107"

S P

%

10k

i i L i
0.99 0.995 1 1.005 1.01

Vidime, Ze funkcia ma dva korene a su na intervaloch [0.99, 0.995], [1.005, 1.01]. Intervaly st
malé a blizko seba, pri zbeznom pohlade zd’aleka to vyzeralo na dvojnasobny koreit. V tom je
pri¢ina zlyhania naSho zbezného pokusu s fzero. Je to sice silna zbran, ale je nam nanic, ak
nemierime presne. Napravime to — fzero je ovela SikovnejSie, ak mu miesto odhadu korena

zadame interval, v ktorom ten koren urcite je:

» fzero(£,[0.99,0.995])

Zero found in the interval: [0.99, 0.995]. ans = 9.914100809515262¢-001
» fzero(f,[1.005, 1.01])

Zero found in the interval: [1.005, 1.01]. ans = 1.008565393712301e+000



Uloha I: Vrat'te sa k obrazku a napiste trochu iné hranice intervalov, obsahujicich korene.
Dosad’te do fzero — ako sa zmeni vysledok?

Odhad chyby ziskanych vysledkov.

1. skusmo: Na zaklade pokusov v tlohe I sa zda, Ze vo vysledku x1=9.914100809515262¢-001
sa neda spol'ahnit’na posledné tri cifry a pri x2=1.008565393712301 je to podobné. Odhadneme
preto el=e2=1e-14:

» el=le-14; f(x1-el), f(x1+el)
ans = 2.110264003471474e-016 ans = -2.330628095029153e-016
» e2=1e-14; f(x2-¢2), f(x2+e2)
ans = -2.330628095029153e-016 ~ ans =2.110264003471474e-016
Odhad je spravny. Skusmo najdite mensie (presnejsie) el, e2.
2. Univerzalny odhad chyby:

Derivacia f: fl1=inline('exp(x)-exp(1)') je rastiica na celom defini¢nom obore. Minimum |f1| na
intervale preto najdeme len porovnanim hodno6t na okraji:

Na intervale [0.99,0.995]:
£1(0.99) = -2.704735610978304¢-002
£1(0.995) = -1.355748717959315e-002
mx 1= 1.355748717959315e-002

Na intervale [1.005, 1.01]:
f1(1.005) = 1.362544436688129¢-002
f1(1.01) =2.731918655787080e-002
mx2 = 1.362544436688129¢-002

Odhady chyby najdenych koretniov su potom:
el =f(x1)/mx1 = 1.5565e-014
e2 = f(x2)/mx2 = 1.5488e-014
Nase odhady skusmo boli dokonca lepsie...

B. Riesenie Newtonovou metdédou

Hoci uz vysledok vieme, budeme ulohu riesit’ opat’. Ciel'om je nielen precvic¢enie Newtonovej
metddy bezpecnym spdsobom (=vieme, ¢o ma vyjst), ale aj ambicia spresnit’ vysledky.
Vyuzijeme uz ziskany predpis derivacie f1 a to, Ze na nasSich intervaloch nemeni znamienko.
Podobne druhé derivacia f2=exp(x) znamienko nemeni, lebo je vSade kladna.

x1: » x=0.99;
» x=x-f(x)/f1(x) — tento prikaz opakujte, kym sa vysledky neustalia...



9.914095197613563¢-001
9.914100809332571e-001
9.914100809515074e-001
9.914100809515356¢-001
9.914100809515256¢-001
9.914100809515156e-001
9.914100809515247e-001
9.914100809515338e-001
9.914100809515238e-001
9.914100809515329¢-001
9.914100809515229¢-001
9.914100809515130e-001
9.914100809515412¢-001
9.914100809515121e-001
9.914100809515212¢-001
9.914100809515112e-001

Toto sa evidentne nechce ustalit’. x1=9.914100809515??? e-001 Podobne pri vypocte x2 zistime
x2=1.008565393712??? 000

Hoci Newtonova metdda speje rychlo k presnému vysledku, nas vypocet urciti hranicu
neprekro¢i — narazil na medze presnosti MatLabu. Skusme aspon priblizne pochopit’, ¢o sa deje.
Cislo x v iterdciach Newtonovej metdédy sa zobrazi v MatLabe s presnostou cca. Se-17. Po
dosadeni do f je najcitlivejsi Clen e*x, kde sa chyba x prejavi ako e*5e-17=cca. 1.36e-16. Po
vydeleni derivaciou f1, ktorej hodnoty su na nasom intervale mensie nez -1.35¢-002, dostadvame
¢len f(x)/f1(x) s presnost'ou najviac le-14. A toto je ¢islo, ktorym sa ma akoze spresiiovat’ kazda
d’alSia iteracia x?! Samotny vzorec Newtonovej metddy ma teda v MatLabe ohrani¢ent presnost’
na cca. le-14, ¢o znamend, ze Newtonovou metédou po I'ubovolnom pocte iteracii ovela vyssiu
presnost’ nedosiahneme.

C. Bisekcia — pomal4, ale spolahliva. Napokon sa este zide metdoda najpomalSia, ale najmene;j
obmedzena. Aby sme nemali vela prace, vyuzijeme vSetko to, Co uz vieme. Na zaklade vypisu
iteracii Newtonovej metody vyberieme nadejné hodnoty Startovacieho intervalu

xx=[9.914100809515e-001, 9.914100809516e-001]
Overme si, ze koren tu je:

» f(xx)
ans = 2.110264003471474e-016 -1.565330439053103e-015

Je tam. Spustime bisekciu. Krokov nebude vel’a, staci ru¢ny postup z promptu.
Budeme opakovat’ nasledujuci postup, v ktorom si nechame vypisovat’ poradie, hodnotu a
presnost’ jednotlivych iteracii:

» 1=0;
» i=it1; s=(xx(2)+xx(1))/2; if {(s)>0, xx(1)=s;end, if f(s)<0, xx(2)=s;end, [i,s, (xx(2)-xx(1))]



ans = 1.000000000000000e+000 9.914100809515500e-001 5.007105841059456¢-014
2.000000000000000e+000 9.914100809515249¢-001 2.498001805406602¢-014
3.000000000000000e+000 9.914100809515125e-001 1.254552017826427e-014
4.000000000000000e+000 9.914100809515063e-001 6.217248937900877e-015
5.000000000000000e+000 9.914100809515094¢-001 3.108624468950438e-015
6.000000000000000e+000 9.914100809515110e-001 1.554312234475219e-015
7.000000000000000e+000 9.914100809515117e-001 7.771561172376096e-016
8.000000000000000e+000 9.914100809515121e-001 4.440892098500626e-016
9.000000000000000e+000 9.914100809515123e-001 2.220446049250313e-016
1.000000000000000e+001 9.914100809515124e-001 1.110223024625157e-016
1.100000000000000e+001 9.914100809515125e-001 1.110223024625157e-016
1.200000000000000e+001 9.914100809515125e-001 1.110223024625157e-016

Po 11 krokoch sme na konci. Dalgie opakovanie uz vysledky nezmeni (nové s sa zaokrahl'uje na
xx(2)). Interval sme zmensSili na

xx = 9.914100809515124e-001 9.914100809515125e-001
a plati f(xx)=2.110264003471474e-016 -2.330628095029153¢-016

Hrladany vysledok je kdesi medzi xx(1) a xx(2) — presnej$ie to uz MatLab neprezradi.
Odhadneme vysledok ¢islom (pre ML uz nestraviteI'nym)

xs=0.99141008095151245
a jeho chybu ur¢ime ako 5e-17. LepSie to uz s ML nejde.

Uloha: Podobnym spdsobom zistite ¢o najpresnejsie druhy koren funkcie f.
(1.0085653937122942)



