Priklad na pouzitie rozdeleni

nahodnej veli¢iny

40 zbojnici a ich $¢f sa rozhodli vybrat’ za ,,zarobkom* do hlavného mesta. Odchod bol
stanoveny na 8:15. Niektori zbojnici sa zacali schadzat’ skor, ini meskali — dochvilnost’
kazdého z nich charakterizuje funkcia hustoty pravdepodobnosti

f(x) = c*x*e ™! na [0, o), kde x st mintty po 6sme;j.

4

Ulohy

a) Dopliite vhodné c.

b) Aka je pravdepdobnost, Ze presne o 8:15 sa zide asponi polovica znich ($éfa
nepocitame)?

c) Najskor o kolkej by mal §éf s autobusom vyzdvihnat tych, ¢o sa zisli, aby mal
s pravdepodobnost’ou 80% aspon 30 chlapov? (odpoved’ s presnostou na celé mintty)

d) S akym poc¢tom chlapov mdZze velitel’ na 90% pocitat, ak pride o 8:30?

e) Aj velitel’ je len zbojnik a aj jeho prichod je podriadeny tej istej funkcii hustoty ako u
kolegov. Je vSak zat'azeny na okrihle hodnoty ¢asu a preto s autobusom pocka dovtedy,
kym sa na hodinkach objavi Gidaj o minatach delitelny piatimi. S akym poctom zbojnikov
$éf s najvacsou pravdepodobnost'ou odide?




RieSenia

a) Dobre definovana funkcia hustoty musi mat’ integral na svojom defini¢nom intervale
rovny jednej. Pozrime sa na hodnotu integralu funkcie f bez konstanty c.

>> f = inline('x. *exp(-x/15)")

Primitivnu funkciu k f ndjdeme ru¢ne metddou per partes (...vari s tym mame nejaky
problém?) alebo poziadame Matlab, aby ndm pomohol. Na analytické integrovanie
musime definovat’ symbolickl premennu s, tj. je to premennd, za ktoru sa nedosadzuje
(tak, ako ked’ na papieri poc¢itame ,,vSeobecne s premennymi bez dosadzovania).

>>symss; % definicia symbolickej premennej s
>> F=int(f(s)) % integrovanie funkcie f(s)

F = -15*s*exp(-1/15%s)-225*exp(-1/15%s)

>> s=(; subs(F) % dosadenie 0 do F
ans = -225

Vzhl'adom na obor moznych udalosti sa zaoberame integralom od 0 po co. Plati:

[10, 0 f(x) dx = lim_,., (F(x)-F(0)) =
= liMy_ye (-15%*x*exp(-1/15%x)-225*exp(-1/15%x)+225) = 225.

Hrl'adanou konstantou c je teda ¢islo 1/225.

Opravime podl'a toho zadanie fa F:

>> f = inline('x.*exp(-x/15)/225");
>> F=inline('-x*exp(-1/15*x)/15-exp(-1/15*x)+1")

b) Najprv sa budeme zaoberat’ jednym I'ubovolnym zbojnikom a jeho osobnej
pravdepodobnosti prichodu do 8:15. T4 je dana hodnotou F(15):

>> p=F(15)
p =0.26424111007043

Asponi polovica pri pocte 40 znamend ¢osi medzi 20 a 40 pritomnymi. Pravdepodobnost’
vcasného prichodu 40, 39, 38, ...,20 l'udi ziskame postupne v cykle z binomického
rozdelenia. Tieto hodnoty nakoniec s¢itame:

>> q=p™40; S=q; for i=39:-1:20, qg=q*(i+1)/(40-1)/p*(1-p); S=S+q; end, S

S =0.00122077156284

Vysledok nevyzera pre zbojnikov vel'mi perspektivne...




c) Hl'adame vysledok v celych minutach, tak budeme skusat’. Ako sme videli, 15 minut je
malo, skusme teda 30, 70, 40... posledné nase pokusy boli:

>> p=F(45); q=p"40; S=q; for i=39:-1:30, g=q*(i+1)/(40-1)/p*(1-p); S=S+q; end, S

S =0.8426

>> p=F(44); q=p"40; S=q; for i=39:-1:30, q=q*(i+1)/(40-1)/p*(1-p); S=S+q; end, S
S =0.7993

Ak ratame celé minuty a chceme mat’ istotu o 80% spol'ahlivosti, bude treba pockat’ 45
minut. Inak by ale na 80% stacilo pockat’ 44 minut a jednu sekundu:

>> p=F(44+1/60); q=p"40; S=q; for i=39:-1:30, q=q*(i+1)/(40-1)/p*(1-p); S=S+q; end, S
S= 0.80007703427593

Z pohladu cloveka, ktory hladd univerzadlne metody aplikovatelné polahky aj na iné
dané hodnoty, by sa ziadalo najst’ postup, v ktorom ,,skusmo* nebude mat’ az taky podiel.

Vieme, ze 15 mintt je malo a skusmo si zistime, ze napr. 70 uz je zbyto¢ne vel'a. Metdédu
,,skusmo* sme tu obmedzili na minimum — len na ndjdenie nejakych ¢asovych hranic,
medzi ktorymi bude hl'adany vysledok.

Vysktsame po celych minutach vsetky hodnoty v hraniciach 15 az 100.
Vyhneme sa d’alSim cyklom a vyuzijeme vektorové vymozenosti Matlabu. Najprv si
musime upravit’ (=doplnit’ bodky) vzorec na vypocet hodnét F tak, aby don bolo mozné
dosadzovat’ vektory — Matlab to spravi za nas:

>> F=vectorize(F)
F= Inline function:
F(x) = -x.*exp(-1./15.%x)./15-exp(-1./15.%x)+1

Pouzijeme rovnaky cyklus ako pri ,,skiiSani“. Miesto postupného dosadzovania réznych p
do F vSak dosadime vSetky skimané p naraz (v cykle doplnime bodky):

>>w=(15:70)"; p=F(w);
>> q=p."40; S=q; for i=39:-1:30, qg=q*(i+1)/(40-1)./p.*(1-p); S=S+q; end

Vysledok S si nedame vypisat’. Pri inych zadanych ¢islach by totiz vypis mohol byt prilis
dlhy na to, aby sme sa s nim trapili my. Potrapi sa Matlab:

— Opytame sa, ¢i su jednotlivé zlozky vektora S vacsie ako 0.8. Odpoved’ou bude vektor
0 a 1 (O=nie, 1=4no0), ktory si nebudeme vypisovat’.'

>>h=S5>0.8;

'V tomto priklade viak odpori¢ame pozriet’ si S aj spominany vektor odpovedi v array editore, aby sme
mali predstavu o tom, ¢o a ako sa pocita.



— Vieme, Ze hodnoty v S postupne narastaji. Vektor h teda samé nuly a za nimi samé
jednotky. Opytame sa, na ktorej pozicii je prva jednotka:

>> i=min(find(h))
i=31

Prikaz find vypiSe ¢isla tych pozicii vo vektore, ktoré st nenulové. Prikaz min vypise

v

>> [w(i),5(1)]
ans = 45.00 0.84264275676165

Pri ¢akani 45 minut je pravdepodobnost’ viac ako 80%. 44 minut vSak nestaci.
Pouzitim toho istého cyklu sktisime vysledok spresnit. Preskimame pravdepodobnosti
pre Cas medzi 44 a 45 minutami krokovany po sekundéch:
>> w=(44:1/60:45)"; p=F(w);
>> q=p."40; S=q; for i=39:-1:30, g=q*(i+1)/(40-1)./p.*(1-p); S=S+q; end
>> h = $>0.8; i=min(find(h)); [w(1),S(1)]
ans = 44.01666666666667 0.80007720000573

Uz 1 sekunda nad 44 minut sta¢i na dosiahnutie potrebnej pravdepodobnosti.

d) O 8:30 ma kazdy zo zbojnikov osobnu pravdepodobnost’ prichodu:

>>p=F(30)
p=0.59399415029016

Pravdepodobnosti, ze o 8:30 pride 40, 39, ..., 0 zbojnikov, urcuje binomické rozdelenie,
a tieto hodnoty si ulozime do vektora:

>> q=p”"40; S=q; for i=39:-1:0, q=q*(i+1)/(40-1)/p*(1-p); S=[S.q]; end, S
Kumulativna suma vektora S urcuje pravdepodobnost, Ze o 8:30 sa zide aspon 40, 39,
38, ... zbojnikov. V zaujme prehladnosti si tieto pocCty napiSeme nad hodnoty
kumulativnej sumy:

>> [40:-1:0;cumsum(S)]

Vo vypise (prili§ dlhy na to, aby sme ho uvadzali) vidno, Ze pravdepodobnost’ nad 90%
sa tyka oc¢akavania 20 alebo menej zbojnikov. Na 90% mozno pocitat’ s 20 chlapmi.




e) Ak pride $éf presne o 8:00, okamzite vyraza. Ak pride medzi 8:00+ a 8:05, odchadza o
8:05, atd. Otazkou teda je, vktorom péatminatovom intervale je najvyssia
pravdepodobnost’ jeho prichodu. Charakter funkcie f déva tusit’, Ze to bude (8:10,8:15]
alebo (8:15, 8:20]. Overme si vSak viacero intervalov.

>> format
>> a=(0:5:55)"; b=(5:5:60)"; [a,b,F(b)-F(a)]

od do pravdepodobnost’

ans =

0 5.0000 0.0446
5.0000 10.0000 0.0997
10.0000 15.0000 0.1199
15.0000 20.0000 0.1207
20.0000 25.0000 0.1114
25.0000 30.0000 0.0977
30.0000 35.0000 0.0828
35.0000 40.0000 0.0685
40.0000 45.0000 0.0556
45.0000 50.0000 0.0446
50.0000 55.0000 0.0353
55.0000 60.0000 0.0277

Najpravdepodobne;jsi, hoci len tesne pred druhym zo spominanych favoritov, je interval
medzi 8:15 a 8:20. Najpravdepodobnejsi odchod je o 8:20.

Pravdepodobnost’ prichodu jedného zbojnika do 8:20 je

>> p=F(20)
p= 0.38494001106330

Aka je pravdepodobnost’ prichodu 40, 39, ..., 0 zbojnikov (tieto poéty ulozime do
vektora I) do 8:20, ur€uje binomické rozdelenie a hodnoty si uloZime do vektora S.

>> q=p”™40; [=40:-1:0; S=q; for i=39:-1:0, q=q*(1+1)/(40-1)/p*(1-p); S=[q,S]; end
Zistime si, ktory z poctov 40, 39, ... 0 ma najvysSiu pravdepodobnost’:
>>m=max(S); i=find(S==m); [1(i), S(1)]
ans = 25.00  0.12833127152382

Séf teda s najvacsou” pravdepodobnostou odide s 25 zbojnikmi.

2 ,,Najvacsia“ neznamena nutne ,,zavratne vel’ka“.



