
Príklady z Lineárnej algebry
1 Komplexné £ísla1.1 Zadania1. Nájdite výsledok operácie v tvare a + bi, kde a; b súreálne £ísla.(a) 3 + 7i� (5� 2i)(4� i)(b) i(1 + i)(1� i)(1 + 2i)(1� 2i)(c) (1�7i)(2+3i)(d) a+bia�bi(e) i(2+3i)3+5i2. Nájdite goniometrický tvar komplexného £ísla.(a) �5(b) 1� i(c) p3� i(d) �5i(e) 2 + 3i(f) �3� 7i3. Vypo£ítajte zu, zu , zn.(a) z = �p3(cos 7�5 + i sin 7�5 ),u = 2(cos �3 + i sin �3 ), n = 5(b) z = 3(cos �4 + i sin �4 ),u = 6(cos 3�8 + i sin 3�8 ), n = 19914. Nájdite v²etky n-té odmocniny z kompl. £ísla z, ak(a) n = 2, z = �1(b) n = 3, z = �i(c) n = 4, z = 81(d) n = 3, z = �64� 64i(e) n = 4, z = 1� ip35. Nájdite exponenciálny tvar komplexných £ísel z úlohy2.6. Nech z0; z1; : : : ; z1998 sú v²etky 1999 odmocniny zkomplexného £ísla 1. Vypo£ítajte hodnotu sú£inuz0z1 � � � z1998.

Výsledky1. (a) �15 + 20i(b) 10i(c) � 1913 � 1713 i(d) a2�b2a2+b2 + 2aba2+b2 i(e) 134 + 2134 i2. (a) 5(cos� + i sin�)(b) p2 �cos 7�4 + i sin 7�4 �(c) 2 �cos 11�6 + i sin 11�6 �(d) 5 �cos 3�2 + i sin 3�2 �(e) p13 �cos �arctan 32�+ i sin �arctan 32��(f) p58 �cos �� + arctan 73�+ i sin �� + arctan 73��3. (a) �2p3 �cos 26�15 + i sin 26�15 �,p3�2 �cos 16�15 + i sin 16�15 �, 9p3(b) 18 �cos 5�8 + i sin 5�8 �, 12 �cos ���8 �+ i sin ���8 ��,31991 �cos 7�4 + i sin 7�4 �4. (a) cos �+2k�2 + i sin �+2k�2 , k = 0; 1(b) cos 3�2 +2k�3 + i sin 3�2 +2k�3 , k = 0; 1; 2(c) 3 �cos 2k�4 + i sin 2k�4 �, k = 0; 1; 2; 3(d) 4 6p2�cos 5�4 +2k�3 + i sin 5�4 +2k�3 �, k = 0; 1; 2(e) 4p2�cos 5�5 +2k�4 + i sin 5�5 +2k�4 �, k = 0; 1; 2; 35. (a) 5ei�(b) p2ei 74�(c) 2ei 114 �(d) 5ei 35�(e) p13ei arctan 326. �12 Polynómy2.1 Zadania1. Vynásobte polynómy:(a) �2x4 � 6x3 + 5x� 1� �x2 � 2x+ 2�1



(b) �3x3 + (1� i)x2 + ix� 2 + i��3x3 + (1 + i)x2 � ix� 2� i�2. Pomocou Hornerovej schémy vypo£ítajte.(a) �x4 � 2x3 + 4x2 � 6x+ 8� = (x� 1)(b) �4x3 + x2� = (x+ 1 + i)(c) �3x4 + (1� 3i)x3 � 2ix2 + ix� i� = (x� i)3. Vypo£ítajte f (c), ak(a) f(x) = x4 � 3x3 + 6x2 � 10x+ 16, c = 4(b) f(x) = 6x4 � 7x3 + 4x+ 2, c = � 13(c) f(x) = x5+(1+2i)x4� (1+3i)x2+7, c = �2� i4. Nájdite takú hodnotu parametra a, ºe c bude kore¬ompolynómu f(x).(a) f(x) = x3 + 2x2 � ax+ 2, c = 3(b) f(x) = 2x6 � ax4 � x3 + ax2 + 3a, c = �15. Nájdite násobnos´ kore¬a c polynómu f(x).(a) f(x) = x6�4x5+6x4�8x3+10x2�8x+8, c = 2(b) f(x) = x5 � 5x4 + 7x3 � 2x2 + 4x� 8, c = 2(c) f(x) = x5 + 7x4 + 16x3 + 8x2 � 16x� 16, c = �2(d) f(x) = x6 � 2ix5 � x4 � x2 + 2ix+ 1, c = i6. Nájdite v²etky racionálne korene polynómu p(x).(a) 2x7 � 13x6 + 6x5 + 13x4 � 18x3 + 29x2 � 22x+ 3(b) 6x4 � 11x3 � x2 � 4(c) 10x4 � 13x3 + 15x2 � 18x� 24(d) x5 + x4 � 6x3 � 14x2 � 11x� 37. Nájdite v²etky korene polynómu.(a) (1 + i)x+ 2i(b) x2 � (2 + i)x� 1 + 7i(c) ix2 + (1� i)x� 5(d) x4 � 30x2 + 289(e) x4 � (5 + 4i)x2 + 6 + 8i(f) x3 + i(g) x8 � 168. Nájdite kanonický rozklad polynómu v P (C).(a) ix3 + 1(b) x4 � 1(c) 3x5 + 5x4 + 10x3 + 14x2 + 3x� 3(d) 6x4 � 11x3 � x2 � 49. Nájdite kanonický rozklad polynómu v P (R).(a) x4 + 4(b) x6 � 8(c) 2x6 + 3x5 + x3 + 3x2 � 1(d) x6 � 2x5 + x4 � 8x+ 4

Výsledky1. (a) 2x6 � 10x5 + 16x4 � 7x3 � 11x2 + 12x� 2(b) 9x6 + 6x5 + 2x4 � 14x3 � 6x2 + 2x+ 52. (a) x3 � x2 + 3x� 3; zvy²ok5(b) 4x2 � (3 + i)x� 1 + 7i; zvy²ok8� 6i(c) 3x3 + x2 � ix+ 1 + i, zvy²ok � 13. (a) 136(b) 1(c) �1� 44i4. (a) 473(b) �15. (a) 2(b) 3(c) 4(d) 36. (a) 1; 1;� 32(b) � 23 ; 2(c) nie sú rac. korene(d) �1;�1;�1;�1; 37. (a) �1� i(b) 3� i;�1 + 2i(c) 2� i;�1 + 2i(d) �4� i(e) �p2; 2 + i;�2� i(f) i, 12 ��p3� i�(g) �p2, �ip2, �1� i8. (a) i(x+ i)�x� p3+i2 ��x� �p3+i2 �(b) (x+ 1)(x� 1)(x+ i)(x� i)(c) 3(x+ 1)2 �x� 13� (x + ip3)(x� ip3)(d) 6(x� 2) �x+ 23� �x� 1+ip74 ��x� 1�ip74 �9. (a) �x2 + 2x+ 2� �x2 � 2x+ 2�(b) (x�p2)(x+p2)(x2 +p2x+ 2)(x2 �p2x+ 2)(c) 2 �x� 12� (x+ 1)3 �x2 � x� 1�(d) (x� 1)2 �x2 + 2x+ 2� �x2 � 2x+ 2�2



3 Sústavy lineárnych rovníc3.1 Zadania1. Rie²te systémy lineárnych rovníc.(a) x1 + 2x2 = �33x2 = �6(b) 3x1 + x2 + 2x3 = 11�3x2 + x3 = �37x3 = 21(c) 3x1 + 2x2 + 3x3 = 5�x2 + x3 = i2x3 = 2 + 2i(d) 3x1 � 2x2 � 7x3 + 3x4 = 38x2 � 3x3 + x4 = �19x3 + 2x4 = �24x4 = �4(e) 3x1 � 2x2 + 7x3 + 3x4 = �98x2 � 3x3 + x4 = 129x3 + 2x4 = �74x4 = 42. Pre systémy z úlohy 1 napí²te maticu systému aroz²írenú maticu systému.3. Interpretujte kaºdý z nasledujúcich systémov ako 2priamky v rovine. Pre kaºdý systém nakreslite priamkya ur£te geometricky po£et a hodnoty rie²ení.(a) 2x1 � x2 = 43x1 + 5x2 = �7(b) 2x1 � 5x2 = 1�4x1 + 10x2 = 4(c) 3x1 � 2x2 = 2�9x1 + 6x2 = 3(d) 2x1 � 4x2 = 24x1 � 8x2 = 3(e) 3x1 + x2 = 75x1 � 8x2 = 2(f) x1 + 2x2 = 32x1 + x2 = 34. Napí²te systémy lineárnych rovníc kore²pondujúcenasledovným maticiam.(a) 0@ 1 2 33 �3 �51 �1 1 ������ 401 1A(b) 0BB@ 4 1 1 11 4 1 11 1 4 11 1 1 4 �������� 3210 1CCA5. Rie²te systémy lineárnych rovníc.

(a) x1 � x2 = �2�3x1 + 2x2 = 3(b) 12x1 � x2 + 5x3 = 303x1 � 13x2 + 2x3 = 217x1 + 2x2 + 3x3 = 15(c) 7x1 + 3x2 � 2x3 = 1�x1 + 6x2 � 3x3 = 2�10x1 + 15x2 � 11x3 = 4(d) 2x1 � x2 � 4x3 = 1x1 � x2 + x3 = 24x1 � x2 � 2x3 = 5(e) 3x1 � x2 � 6x3 � 4x4 = 23x1 + 4x2 + 3x3 � 2x4 = 124x1 + 3x2 � 3x3 + 4x4 = �15x1 + 4x2 � 9x3 = 5(f) 2x1 + 2x2 + 2x3 � 6x4 = 12x1 + 2x2 � 6x3 + 2x4 = 22x1 � 6x2 + 2x3 + 2x4 = 3�6x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 46. Rie²te systémy s komplexnými koe�cientami.(a) 2x1 + (2� i)x2 = 9�x1 + x2 = i(b) 3x1 + 2x2 + x2 = 2 + ix1 + 4x2 + 7x3 = 14� 3ix1 + 3x2 + 4x3 = 8� 2i7. Rie²te dva systémyx1 + 2x2 � 2x3 = 12x1 + 5x2 + x3 = 9x1 + 3x2 + 4x3 = 9 x1 + 2x2 � 2x3 = 92x1 + 5x2 + x3 = 9x1 + 3x2 + 4x3 = �2s rovnakoumaticou pomocou eliminácie na matici 3�5.8. Je daný lin. systémx+ 2y � 3z = 43x� y + 5z = 24x+ y + ��2 � 14� z = �+ 2Pre ktoré hodnoty � nemá systém rie²enie? Kedy mápráve 1 rie²enie. Kedy má nekone£ne ve©a rie²ení?9. V ZOO majú p²trosov a ºirafy. Ak je tam spolu 60 hláva 200 nôh, ko©ko majú p²trosov a ko©ko ºiráf?Výsledky1. (a) (1;�2)(b) (1; 2; 3)(c) (�i; 1; 1 + i)(d) (2; 0; 0;�1)(e) (�1; 1;�1; 1)2. (a) � 1 20 3 � ;� 1 2 �30 3 �6 �3



(b) 0@ 3 1 20 �3 10 0 7 1A ;0@ 3 1 2 110 �3 1 �33 3 3 21 1A3. (a) (1;�2)(b) nemá rie²enie(c) � 23 (t+ 1) ; t� ; t 2 R(d) nemá rie²enie(e) (2; 1)(f) (1; 1)4. (a) x1+2x2+3x3 = 4 3x1�3x2�5x3 = 0 x1�x2+x3 =0(b) 4x1 + x2 + x3 + x4 = 3 x1 + 4x2 + x3 + x4 = 2x1 + x2 + 4x3 + x4 = 1 x1 + x2 + x3 + 4x4 = 05. (a) (1; 3)(b) (2;�1; 1)(c) � 23 (t+ 1) ; t�(d) (t+ 1; 2t� 1; t)(e) �0; 2; 13 ;� 32�(f) nemá rie²enie6. (a) (2; 2 + i)(b) (i;�i; 2)7. (�1; 2; 1) ; (3; 1;�2)8. Pre � = 4 nekone£ne ve©a, pre � = �4 ºiadne, pre� 6= �4 práve jedno.4 Rie²enie sústav lineárnych rovníc4.1 Zadania1. Ktoré z nasledujúcich matíc sú v stup¬ovitom tvare av redukovanom stup¬ovitom tvare?(a) 0@ 0 1 30 3 50 0 0 1A(b) 0BB@ 1 2 30 0 00 �1 00 0 1 1CCA(c) 0@ 1 3 0 0 30 0 1 0 30 0 0 1 3 1A(d) � 0 0 1 10 1 0 0 �(e) 0@ 1 0 2 00 1 3 00 0 0 1 1A

(f) 0BB@ 0 1 4 00 0 1 00 0 0 10 0 0 0 1CCA2. Nájdite rie²enia systémov zadaných roz²írenou maticousústavy.(a) 0@ 0 1 00 0 10 0 0 ������ 230 1A(b) 0BB@ 1 0 0 40 1 0 20 0 1 30 0 0 0 �������� 2150 1CCA(c) 0BB@ 0 10 00 00 0 �������� 0100 1CCA3. Rie²te systémy.(a) 2x1 � x2 = 2�4x1 + 2x2 = �4(b) 2x1 + 6x2 � 4x3 + 2x4 = 4x1 � x3 + x4 = 53x1 + 2x2 � 2x3 = �2(c) 3x1 + 1x2 � 4x3 = 1x1 � 2x2 + x3 = 52x1 � x2 � 3x3 = 4(d) x1 � 2x2 + x3 + 4x4 = 23x1 + 2x3 � 2x4 = �84x2 � x3 � x4 = 1x1 + 6x2 � 2x3 = 7(e) 4x1 + 3x2 + 6x3 = 33x1 + 5x2 + 4x3 = 10x1 � 2x2 + 2x3 = �92x1 + 7x2 + 2x3 = 19(f) 3x1 + 3x2 + 7x3 � 3x4 + 6x5 = 3x1 + x2 + x3 � x4 = �14x1 + 4x2 + 12x3 � 4x4 + 12x5 = 42x1 + 2x2 + 4x3 � x4 + 3x5 = 2(g) 5x1 + 5x2 + 4x3 + 7x4 = 511x1 + 4x2 + 6x3 = 44x1 + 5x2 + 5x3 + 9x4 = 82x1 + 3x2 + 2x3 + 5x4 = 39x1 + 4x2 + 8x3 + 4x4 = 102x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5(h) x1 + 5x2 + 5x3 + 5x4 + 5x5 = 215x1 + x2 + 5x3 + 5x4 + 5x5 = 215x1 + 5x2 + x3 + 5x4 + 5x5 = 215x1 + 5x2 + 5x3 + x4 + 5x5 = 215x1 + 5x2 + 5x3 + 5x4 + x5 = 214



(i) 4x1 + 8x2 + 8x3 � 6x4 + 4x5 = 92x1 + 4x2 + 10x3 � 6x4 + 2x5 = 152x1 + 2x2 + 3x3 � 2x4 + x5 = 43x1 + 6x2 + 5x3 � 5x4 + 4x5 = 10(j) 2x1 � 2x2 + x3 � x3 = 14x1 � x2 � 2x3 + x4 = �33x1 � 5x2 + x3 + 3x4 = 43x1 + 2x2 � 2x3 � 3x4 = 0x1 + x2 + x3 + x4 = 44. Rie²te systémy v poli C .(a) x1 � 2x2 = �1 + 3i(1� i)x1 + x2 = 3� i(b) ix1 + (3 + i)x2 � ix3 = 13x1 + (�1 + i)x2 + 3x3 = 2� ix1 � 2ix2 + x3 = i5. Nájdite lineárny systém, v²etky rie²enia ktorého sú(a) (�1; 2 + s; s� 2t; t) ; s; t 2 R(b) �1 + s; s; 1;� 74� ; s 2 R6. Nech lineárny systém má roz²írenú maticu v tvare0@ 1 2 1�1 4 32 �2 � ������ 123 1A. Pre ktoré hodnoty parametra� má systém jediné rie²enie?7. Nájdite v²etky rie²enia systému s parametrom �.(a) x1 + x2 + �x3 = 1x1 + �x2 + x3 = 1�x1 + x2 + x3 = 1(b) 2x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 434x1 + 6x2 + 3x3 + 4x4 = 56x1 + 9x2 + 5x3 + 6x4 = 78x1 + 12x2 + 7x3 + �x4 = 9Výsledky1. Matice v £asti c), e), f ) sú v redukovanom stup¬ovitomtvare, matice v c), e) sú v redukovanom stup¬ovitomtvare.2. (a) (t; 2; 3) ; t 2 R(b) (2 + 4t; 1 + 2t; 5 + 3t;�t) ; t 2 R(c) nemá rie²enie3. (a) (1 + t; 2t) ; t 2 R(b) � 2013 � 4t;� 2813 + 3t;� 4513 + 9t; 13t� ; t 2 R(c) (1;�2; 0)(d) (�7:6; 2:9; 9; 1:6)(e) (1� 18t; 3 + 2t;�2 + 11t) ; t 2 R

(f) nemá rie²enie(g) �� 67 + 8s; 17 � 13s; 157 � 6s; 7s� ; s 2 R(h) (1; 1; 1; 1; 1; )(i) (s; t;�4:5�s�2t;�12:5�2s�4t;�7:5�2s�4t),s; r 2 R(j) nemá rie²enie4. (a) (1 + i; 1� i)5. (a) x1 + x2 � x3 � 2x4 = 1x2 � x3 � 2x4 = 2(b) x1 � x2 = 1x1 � x2 + x3 = 2x1 � x2 + x3 + x4 = 146. � = �27. (a) Pre � 6= 1;�2 jedno rie²enie 1�+2 (1; 1; 1) pre � = 1je (1� s� t; s; t) ; s; t 2 R pre � = 2 nemá rie²enie(b) pre a = 8 je (s; 2t;�1; 2� s� 3t) ; s; t 2 R prea 6= 8 je �3s+ 43 � 2s;�1; 0� ; s 2 R5 Operácie s maticami5.1 Zadania1. Sú dané maticeA = 0@ 1 02 1�1 2 1A, B = (�1; 0; 2),C = � 1 0 0 �10 2 0 5 �, D = � 1 11 2 �,E = 0BB@ 1�307 1CCA, F = 0@ 1 2 0�2 0 �30 3 5 1A,L = � 1 00 �7 �, G = 0BB@ 1=2 1 20 0 30 0 �20 0 0 1CCA,H = 0@ 0 1 0 30 0 0 �10 0 0 0 1A, J = (1; 0;�2; 4),K = 0@ 1 0 0 00 1 �4 00 0 0 1 1A,M = 0@ 1 0 0 1 00 0 1 9 00 0 0 0 1 1A,N = � cos� � sin�sin� cos� �Vypo£ítajte nasledovné matice:(a) 2D � 5L, (b) A = 3F (c) E>, (d) C>,(e) 2H + 4G>, (f) AC, (g) EJ , (h) JE, (i) HF ,(j) N2, (k) N8.5



2. Nájdite v²etky(a) horné trojuho©níkové matice(b) dolné trojuholníkové matice(c) symetrické matice(d) diagonálne maticemedzi maticami z úlohy 1. �íslo � je reálny parameter3. Napí²te nasledovné systémy ako maticové systémy(a) x1 + 2x2 + 3x3 = 03x1 � 4x2 + 5x3 = 37x1 + 3x2 + 9x3 = 2(b) 2x1 � 5x2 � 2x3 + x4 + x5 = 14x1 + 3x2 + 2x3 + 5x4 + 9x5 = 4(c) x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 02x1 + 3x2 + 4x3 + 5x4 = 44x1 + 4x2 + 4x3 + 4x4 = 1x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 12x1 + 3x2 + 4x3 + 4x4 = 44. Nech A = � 12 � 12� 12 12 �. Vypo£ítajte A2; A3; An pre©ubovo©né n > 3.Návod: Reprezentujte A pomocou vhodnej maticeoto£enia.5. Nájdite nenulové matice A;B typu 2�2 také, ºe AB =06. Nájdite nenulové matice A;B;C také, ºe AB = AC aB 6= C7. Je sú£in symetrických matíc opä´ symetrická matica?8. Nech A je matica typu m� n(a) Vysvetlite, pre£o sú sú£iny A>A, AA> de�nované(b) Sú matice A>A, AA> symetrické? Overte alebonájdite kontrapríklad.Výsledky1. (a) � �3 22 39 �(b) nede�n.(c) (1;�3; 0; 7)(d) 0BB@ 1 00 20 0�1 5 1CCA(e) 0@ 2 2 0 64 0 0 �28 12 �8 0 1A

(f) 0@ 1 0 0 �12 2 0 3�1 4 0 11 1A(g) 0BB@ 1 0 �2 4�3 0 6 �120 0 0 07 0 �14 28 1CCA(h) (29)(i) nede�nované(j) � cos 2� � sin 2�sin 2� cos 2� �(k) � cos 8� � sin 8�sin 8� cos 8� �2. (a) B;C;G;H; J;K;L;M;N pre � = k�, k je celé£íslo(b) A;E;N for � = k�, k je celé £íslo(c) D;L;N for � = k�, k je celé £íslo(d) N for � = k�, k je celé £íslo3. (a) 0@ 1 2 33 �4 57 3 9 1A0@ x1x2x3 1A = 0@ 032 1A4. A = A2 = A3 = :::5. A = � 1 01 0 � ; B = � 0 01 1 �6 Inverzná matica6.1 Zadania1. Nájdite maticu E tak, aby platilo EA = B(a) A = � 1 23 �1 �, B = � 3 �11 2 �(b) A = � �3 14 2 �, B = � 5 54 2 �(c) A = 0@ 1 2 3�2 1 41 �1 �2 1A,B = 0@ 1 2 30 5 101 �1 �2 1A(d) A = 0@ 1 2 3�2 1 41 �1 �2 1A,B = 0@ 1 �1 �2�2 1 41 2 3 1A2. Nájdite maticu E tak, aby platilo AE = B.(a) A = � 1 23 �1 �, B = � 1 43 5 �6



(b) A = � �3 14 2 �, B = � 1 �32 4 �(c) A = 0@ 1 2 3�2 1 41 �1 �2 1A,B = 0@ 3 2 14 1 �2�2 �1 1 1A(d) A = 0@ 1 2 3�2 1 41 �1 �2 1A,B = 0@ 1 1 3�2 3 41 �2 �2 1A3. Nájdite inverzné matice k nasledujúcim maticiam(a) � 2 51 3 �(b) � 1 31 4 �(c) � 1 �2�2 4 �(d) � cos� � sin�sin� cos� �(e) 0@ 1 2 30 1 23 3 1 1A(f) 0@ 1 �4 �31 �5 �3�1 6 4 1A(g) 0@ 1 2 22 1 �22 �2 1 1A(h) 0BB@ 2 5 0 01 3 0 00 0 1 30 0 1 4 1CCA(i) 0BB@ 1 1 1 11 1 �1 �11 �1 1 �11 �1 �1 1 1CCA(j) 0BB@ 3 3 �4 �30 6 1 15 4 2 12 3 3 2 1CCA(k) 0BBBB@ 2 0 0 0 00 1 0 0 00 0 �1 0 00 0 0 12 00 0 0 0 1 1CCCCA

(l) 0BBBB@ 2 5 0 0 01 3 0 0 00 0 1 0 00 0 0 2 50 0 0 1 3 1CCCCA4. Rie²te maticové rovnice(a) � 1 �13 4 � �X = � 3 52 4 �(b) � 1 23 4 � �X = � 5 39 5 �(c) � �2 �14 2 � �X = � 1 01 1 �(d) � 3 �15 �2 � �X �� 5 67 8 � = � 14 169 10 �(e) 0@ 1 2 �33 2 �42 �1 0 1A �X = 0@ 1 �3 010 2 710 7 8 1A(f) X �0@ �1 0 11 1 03 1 �1 1A = � 1 2 0�3 1 5 �(g) X �� 1 �1 23 0 1 � = � �5 �1 06 �3 7 �5. Dokáºte, ºe ak A je regulárna, tak A> je regulárna aplatí: �A>��1 = �A�1�>6. Popí²te spôsob ako sa nájde inverzná matica k reg-ulárnej diagonálnej matici stup¬a n.7. Nech V je horná trojuholníková matica stup¬a n snenulovými diagonálnymi elementami. Dokáºte, ºe(a) V je regulárna(b) V �1 je horná trojuholníkováVýsledky1. (a) � 0 11 0 �(b) � 1 20 1 �(c) 0@ 1 0 02 1 00 0 1 1A(d) 0@ 0 0 10 1 01 0 0 1A2. (a) � 1 20 1 �(b) � 0 11 0 �7



(c) 0@ 0 0 10 1 00 0 1 1A(d) 0@ 1 �1 00 1 01 0 1 1A3. (a) � 3 �5�1 2 �(b) � 4 �3�1 1 �(c) matica nie je regulárna(d) � cos� sin�� sin� cos� �(e) 12 0@ 5 �7 16 8 23 �3 1 1A(f) 0@ 2 2 31 �1 0�1 2 1 1A(g) 19 0@ 1 2 22 1 �22 �2 1 1A(h) 0BB@ 3 �5 0 0�1 2 0 00 0 4 �30 0 �1 1 1CCA(i) 0BB@ 1 1 1 11 1 �1 �11 �1 1 �11 �1 �1 1 1CCA(j) 0BB@ �7 5 12 �193 �2 �5 841 �30 �69 111�59 43 99 �159 1CCA(k) 0BBBB@ 12 0 0 0 00 1 0 0 00 0 �1 0 00 0 0 2 00 0 0 0 1 1CCCCA(l) 0BBBB@ 3 �5 0 0 0�1 2 0 0 00 0 1 0 00 0 0 3 �50 0 0 �1 2 1CCCCA4. (a) � 14 24�7 �11 �(b) � �11 7�21 13 �(c) nemá rie²enie

(d) � 1 23 4 �(e) 0@ 6 4 52 1 23 3 3 1A(f) � �1 3 �16 0 1 �(g) � 1 �23 1 �7 Determinanty7.1 Zadania1. Vypo£ítajte nasledujúce determinanty.(a) ���� 1 23 2 ����(b) ���� 2 �1�4 2 ����(c) ���� 2 + i 25 5� i ����(d) ���� 2 02 2 ����(e) ���� a� 2 a+ 2b� 2 b+ 2 ����(f) ���� sin� � cos�cos� sin� ����2. Pomocou determinantu vypo£ítajte plochurovnobeºníka ABCD, ak(a) A = (0; 0), B = (4; 1), C = (2; 5), D = (6; 6)(b) A = (0; 0), B = (4;�2), C = (1; 6), D = (5; 4)3. Pre maticu A = 0@ 1 3 23 5 70 3 0 1A(a) Vypo£ítajte hodnoty jM31j, jM32j, jM33j(b) Vypo£ítajte hodnoty A31, A32, A33(c) Pomocou výsledkov z £astí a), b) vypo£ítajte jAjVYSVETLENIE K OZNA�ENIU: Nech Aje matica stup¬a n. Potom Mij je matica stup¬an � 1, ktorá vznikne z A vynechaním i-teho ri-adku a j-teho st¨pca. jMij j je determinant tejtomatice � nazýva sa minor prvku aij . �íslo Aij =(�1)i+j jMij j sa nazýva algebraický doplnok (ko-faktor) prvku aij .4. Je daná matica A = 0@ 1 2 04 0 60 8 9 1A8



(a) Vypo£ítajte hodnoty jM31j, jM32j, jM33j(b) Vypo£ítajte hodnoty A31, A32, A33(c) Pomocou výsledkov z £astí a), b) vypo£ítajte jAj(d) Bez po£ítania ur£te hodnotu determinantu.i. ������ 1 2 33 2 11 2 3 ������ii. ������ 1 0 23 0 �15 0 4 ������iii. �������� 1 0 0 01 �5 0 01 1 2 10 0 1 3 ��������(e) Pouºitím Sarusovho pravidla alebo rozvojompod©a riadku alebo st¨pca vypo£ítajte determi-nant. V £asti e) pouºite � = cos 2�3 + i sin 2�3 .i. ������ 1 2 33 2 15 5 5 ������ii. ������ 0 �1 �11 0 �11 1 0 ������iii. ������ 1 2 32 3 43 4 5 ������iv. ������ 1 � �2�2 1 �� �2 1 ������v. ������ �2 1 �1 �2 11 � 1 ������(f) Rozvojom pod©a riadku alebo st¨pca vypo£ítajtei. �������� 0 1 0 11 0 1 01 1 0 00 0 1 1 ��������ii. �������� �2 1 0 �11 1 0 44 0 0 01 0 2 4 ��������iii. ���������� 5 0 1 0 00 �2 3 0 01 0 1 0 00 0 0 1 02 1 0 0 2 ����������iv. ���������� 0 2 1 0 01 �2 3 0 00 0 1 �1 00 0 0 1 20 0 0 4 2 ����������(g) Platí jA+Bj = jAj + jBj ? Svoju odpove¤zdôvodnite

Výsledky1. (a) �4(b) 0(c) 1 + 3i(d) 4 (a� b)(e) 4 (a� b)(f) 12. (a) 18(b) 123. (a) 11; 1;�4(b) 11;�1;�4(c) �34. (a) 32; 8;�8(b) 32;�8;�8(c) �1205. (a) 0(b) 0(c) �256. (a) 0(b) 0(c) 0(d) 0(e) �37. (a) 2(b) �20(c) �8; 08. Nie vo v²eobecnosti, napr. neplatí pre A = I2;B = �I28 Výpo£et determinantov8.1 Zadania1. Bez po£ítania ur£te hodnotu determinantu(a) ������ 0 0 50 �3 33 1 7 ������(b) �������� 1 1 1 30 3 2 20 0 5 51 1 1 2 ��������(c) �������� 0 �1 0 0�1 0 0 00 0 0 10 0 1 0 ��������9



2. Overte identitu bez vypo£ítania determinantov napravej a ©avej strane rovnosti(a) ������ a1 + b1 a1 � b1 c1a2 + b2 a2 � b2 c2a3 + b3 a3 � b3 c3 ������ = (�2) ������ a1 b1 c1a2 b2 c2a3 b3 c3 ������(b) ������ a1 + b1t a2 + b2t a3 + b3ta1t+ b1 a2t+ b2 a3t+ b3c1 c2 c3 ������ =�1� t2� ������ a1 a2 a3b1 b2 b3c1 c2 c3 ������3. Vypo£ítajte determinanty(a) �������� 1 1 1 11 2 3 41 3 5 71 4 7 10 ��������(b) �������� 0 0 a b0 0 c da b a bc d c d ��������(c) �������� 2 1 �1 22 3 �3 46 2 1 02 3 0 �5 ��������(d) ���������� 1 0 0 0 52 1 �1 3 41 0 0 0 73 1 �1 5 15 �2 3 6 1 ����������(e) ���������� 5 5 5 5 �15 5 5 �1 55 5 �1 5 55 �1 5 5 5�1 5 5 5 5 ����������4. Vypo£ítajte determinanty matíc stup¬a n; n > 1(a) ���������� 1 2 3 ::: n� 2 n� 1 n2 2 3 ::: n� 2 n� 1 n3 3 3 ::: n� 2 n� 1 n: : : ::: : : nn n n ::: n n n ����������(b) ���������� 1 x1 x21 ::: xn�111 x2 x22 ::: xn�121 x3 x23 ::: xn�13:: :: :: ::: ::1 xn x2n ::: xn�1n ����������5. Nech A je matica stup¬a n, � je skalár. Ukáºte, ºej�Aj = �n jAj

6. Nech A je regulárna matica. Ukáºte, ºe��A�1�� = 1jAj7. Nech A;B sú matice stup¬a 3, jAj = 5; jBj = 2.Nájdite hodnotu(a) jABj(b) j7Aj(c) ��A�1B��(d) ��3A2B�1��(e) ��2A�1B�1��Výsledky1. (a) 5(b) �15(c) 12. ...3. (a) 0(b) (ad� bc)2(c) �48(d) �2(e) 19� 644. (a) (2n� 1) (n� 1)n�1(b) ...(c) (�1)n�1 n; ::: �1�j<i�n (xi � xj)7. (a) 10(b) 5� 73(c) 25(d) 3�522(e) 159 Cramerovo pravidlo9.1 Zadania1. Pouºite determinanty na nájdenie inverznej matice(a) � 2 11 1 �(b) � cos� sin�� sin� cos� �(c) 0@ 0 1 22 4 33 7 6 1A10



(d) 0@ 1 0 1�1 3 01 0 2 1A2. Cramerovým pravidlom rie²te systémy(a) 2x1 + x2 = �33x1 + 8x2 = 2(b) 3x1 + 2x2 = 42x1 + 3x2 = 5(c) x1 + x2 = 12x1 � 3x2 = 5i� 3(d) 4x1 + 5x2 = 2x1 + 5x2 + 2x3 = 311x1 + x2 + 2x3 = 3(e) x1 + x2 � 2x3 = 1�2x1 � x2 + x3 = 2x1 � 2x2 � 4x3 = �4(f) x1 + x2 = 0x2 + x3 � 2x4 = 1x1 + 2x3 + x4 = 0x1 + x2 + x4 = 0(g) x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0x2 + 2x3 + 3x4 = 0x3 + 2x4 = 1x4 = 0Výsledky1. (a) � 1 �1�1 2 �(b) � cos� � sin�sin� cos� �(c) 0@ 3 8 �5�3 �6 42 3 �2 1A(d) 0@ 2 0 �12=3 1=3 �1=3�1 0 1 1A2. (a) (�2; 1)T(b) (0; 2)T(c) (i; 1� i)T(d) � 311 ; 211 ;� 111�T(e) � 2611 ; 2511 ; 57�T(f) �� 23 ; 23 ; 13 ; 0�T(g) (1;�2; 1; 0)T

10 VEKTORY V ROVINE A VPRIESTORE10.1 Zadania1. Nájdite súradnice vektora s po£. bodom A a koncovýmbodom B.a) A = (1; 2); B = (�1; 3)b) A = (�1; 2; 0); B = (2; 1; 3)2. Nájdite koncový bod vektora u umiestneného v bodeA.a) u = (�2; 5); A = (�3; 1)b) u = (�1:2; 0); A = (1; 2; 3)3. Nech u = (1; 2;�3), v = (0;�1; 5), w = (3; 1; 1).Nájdite súradnice vektorova) 2u+ v � wb) �u+ 3vc) u+ 3v + 5w4. Nech A = (1; 2; 3) a B = (3; 2; 1). Nájdite bod C naúse£ke AB tak, ºe d(A;C) : d(C;B) jea) 1:1b) 1:2c) 2:35. Predpokladajte, ºe xyz-súradnicový systém je po-sunutý do x0y0z0- súradnicového systému, po£iatok O0ktorého má xyz-súradnice (-1, 0, 2).a) Nájdite x0y0z0-súradnice bodu A, ktorého xyz-súradnice sú (0, 3, 5).b) Nájdite xyz-súradnice bodu B, ktorého x0y0z0-súradnice sú (1, -4, 3).6. Vypo£ítajte normu vektora u.a) u = (0; 0)b) u = (3; 4)c) u = (1; 2; 2)d) u = (1;�1; 1)e) u = (5; 12; 0)7. Vypo£ítajte vzdialenos´ bodov A a B.a) A = (1; 2); B = (4; 6)b) A = (8; 2; 1); B = (5; 5;�1)8. Nech u je nenulový vektor. Vypo£ítajte normu vektoraujjujj .9. Nájdite vektor d¨ºky 1, ktorý má rovnaký smer akovektor u = (1,1,1).11



10. Nech A = (a1; a2; a3). Popí²te mnoºinu v²etkých bodovX = (x1; x2; x3) takých, ºe jj(A�X)jj = 1.11. Nech ABC je trojuholník v rovine. Ozna£te A0, B0, aC 0 stredy úse£iek BC, CA a AB. Dokáºte, ºe(A0 �A) + (B0 �B) + (C 0 � C) = 010.2 Výsledky1. a) (- 2, 1)b) (3, - 1, 3).2. a) (- 5, 6)b) (0, 4, 3)3. a) (- 1, 2, - 2)b) (- 1, - 5, 18)c) (1, 4, 17)4. a) (2, 2, 2)b) 1/3 (5, 6, 7)c) 1/5 (9, 10, 11)5. a) (1, 3, 3)b) (0, - 4, 5)6. a) 0b) 5c) 3d) p3e) 137. a) 5b) pr228. 1.9. � 1p3 (1; 1; 1)10. Sféra so stredom v A aa polomerom r = 1.11 SÚ�INY VEKTOROV11.1 Zadania1. Nájdite u:v, aka) u = (2; 2); v = (�5; 5)b) u = (1; 2); v = (3; 1)c) u = (1; 0;�1); v = (2; 2; 2)d) u = (3; 1; 2); v = (3; 2;�5)2. Vypo£ítajte uhly vektorov u; v z cvi£enia 1.3. Zistite, £i uhol medzi vektormi u a v je ostrý, pravýalebo tupý.

a) u = (2; 0;�1); v = (3; 2; 5)b) u = (�2; 3;�2); v = (5; 0;�5)c) u = (4; 1;�1); v = (�3; 2; 5)4. Nájdite ortogonálnu projekciu vektora u do smeru vek-tora v a nájdite zloºku kolmú na v.a) u = (3;�5; 2); v = (�3; 0; 4)b) u = (�1; 2; 1); v = (2; 2; 1)5. Nájdite v²etky vektory d¨ºky 1 v rovine, ktoré sú kolména vektor (1, 2).6. Vysvetlite, pre£o nemá ºiadny z nasledujúcich výrazovzmysel(u a v sú vektory, � je skalár).a) (u:v):wb) u:v + uxvc) u:v + wd) jju:vjje) �� u7. Ukáºte, ºe A = (2;�1; 1), B = (3; 2;�1) a C =(7; 0;�2) sú vrcholy pravoúhleho trojuholníka. Priktorom bode je pravý uhol ?8. Predpokladajme, ºe u:w = v:w a w 6= 0. Vyplýva ztoho, ºe u = v ?9. Nech u a v sú vektory v rovine alebo v priestore. Overteplatnos´ identít:a) jju+ vjj2 + jju� vjj2 = 2(jjujj2 + jjvjj2)b) u:v = 14 (jju+ vjj � jju� vjj)10. Vypo£ítajte u� v.a) u = (1;�2;�1); v = (0; 1; 1)b) u = (�2; 1; 3); v = (4;�2;�6)11. Nájdite vektor d¨ºky 1 kolmý aj na u aj na v.a) u = (1; 1;�1); v = (0; 3; 1)b) u = (2; 1; 0); v = (0; 1; 2)12. Nájdite obsah trojuholníka ABC.a) A = (2; 0; 1); B = (3;�1; 2); C = (�3; 4; 2)b) A = (1; 3; 2); B = (5; 3; 1); C = (�3; 1; 2)13. £o je chybné na výraze u� v�w (u, v, w sú vektory) ?14. Nájdite objem rovnobeºnostena vytvoreného vektormi~AB , ~AC , ~AD .a) A = (�2; 3; 1); B = (1;�2; 3); C = (2; 1; 0); D =(3; 2; 1)b) A = (�1; 4; 2); B = (2; 3; 4); C = (0; 4; 2); D =(3; 6; 3)12



15. Vypo£ítajte jja� bjj, aka) jjajj = 3; jjbjj = 2 a uhol medzi a a b je 60b) jjajj = 5; jjbjj = 8 a a:b = 2416. Vypo£ítajte jj(3a+ b)� (a� 3b)jj, aka) jjajj = 3; jjbjj = 5 a uhol medzi a a b je 30b) jjajj = 2; jjbjj = 3 a a:b = �3p311.2 Výsledky1. a) 0b) 5c) 0d) 12. a) 90qb) 45qc) 90qd) arccos 14:7:93. a) Ostrý uholb) pravý uholc) tupý uhol4. a) 125 (�3; 0; 4); (3;�5; 2)� 125 (�3; 0; 4)b) 13 (2; 2; 1); (�1; 2; 1)� 13 (2; 2; 1)5. a) 1p5 (2; 1)6.7. At B.8. Napríklad, pre u = (1; 1), v = (2; 2), w = (�1; 1) jeu:w = v:w, ale u 6= v.9.10. a) (- 1, - 1, 1),b) 011. a) �1p26 (4;�1; 3)b) �1p24 (2;�4; 2)12. a) p262b) p2113. Chýbajú zátvorky.14. a) 34b) 515. a) 3p3b) 3216. a) 75b) 30

12 PRIAMKY A ROVINY VPRIESTORE12.1 Zadania1. Nájdite v²eobecnú rovnicu roviny s normálovým vek-torom n, ktorá prechádza bodom P .a) P = (1; 2; 3); n = (2;�3; 1)b) P = (�2; 3; 5); n = (3; 7;�2)2.3. Napí²te parametrické rovnice rovín z cvi£enia 1.4. Nájdite v²eobecnú rovnicu roviny prechádzajúcu cezbody A;B;C.a) A = (1; 0;�1); B = (0; 2; 3); C = (�2; 1; 1)b) A = (�1; 3; 2); b = (2; 1;�1); C = (3; 2; 1)5. Rozhodnite, £i roviny sú rovnobeºné.a) 2x� y + 3z + 3 = 0;�4x+ 2y + 9z + 1 = 0b) �x+ 3y + 2z + 1 = 0; 2x� 6y � 4z + 5 = 06. Rozhodnite, £i priamka a rovina sú rovnobeºné.a) x = 1+2t; y = 3�t; z = �1�4t; 3x+2y+5z�7 = 0b) x = t; y = 2t; z = 2t; 2x+ 4y � 5z + 3 = 07. Rozhodnite, £i sú priamka a rovina kolmé.a) x = 1+2t; y = 3�t; z = �1�4t;�4x+2y+8z+3 =0b) x = 4+3t; y = 1�2t; z = �1+4t;x�5y+2z�7 = 08. Nájdite parametrické rovnice priamky, ktorá jepriese£nicou rovína) �2x+ 3y + 7z + 2 = 0; x+ 2y � 3z + 5 = 0b) 3x� 5y + 2z = 0; x+ z = 09. Nájdite rovnice dvoch rovín, ktorých priese£nicou jedaná priamkaa) x = 3 + 4t; y = �7 + 2t; z = 6� tb) x = 5t; y = 3t; z = 6t10. Nájdite rovnicu roviny prechadzajúcej cez bod (- 1, 4,- 3), torá je kolmá na priamku x = 2 + t, y = �3 + 2t,z = �t.11. Nájdite rovnicu roviny prechadzajúcej cez bod (- 1, 2,4), ktorá je rovnobeºná sa) xy-rovinoub) xz-rovinouc) yz-rovinoud) x+ y + z + 1 = 013



12. Nájdite rovnicu roviny, prechádzajúcej cez bod (- 1, 4,2), ktorá obsahuje priese£nicu rovín 4x � y + z � 2 =0a2x++y � 2z � 3 = 0.13. Dokáºte, ºe body (1, 0, - 1), (5, 10, -3), (0, 1, 3), (0,0, 2) leºia v jednej rovine. Nájdite v²eobecnú rovnicutejto roviny.14. Nájdite parametrické rovnice priamky prechádzajúcejcez bod (5, 0, -2 ), ktorá je rovnobeºná s rovinamix� 4y + 2z = 0 a 2x+ 3y � z + 1 = 0.15. Nájdite rovnicu roviny prechádzajúcej cez (1, 2, -1),ktorá je kolmá na priese£nicu rovín 2x + y + z = 2,x+ 2y + z = 3.16. Ukáºte, ºe priamky x = �2 + t, y = 3 + 2t, z = 4� ta x = 3� t, y = 4� 2t, z = t sú rovnobeºné a nájditev²eobecnú rovnicu roviny, ktorú ur£ujú.17. Nájdite rovnicu roviny, ktorá obsahuje bod (2, 0, 3) apriamku x = �1 + t, y = t, z = �4 + 2t.18. Nájdite rovnicu roviny, ktorá je rovinou súmernostibodov (2, - 1, 1) a (3, 1, 5).19. Nájdite rovnicu roviny, ktorá obsahuje priamku x = 3t,y = 1 + t, z = 2t a je rovnobeºná s priese£nicou rovín2x� y + z = 0 a y + z + 1 = 0.20. Nájdite priese£ník priamok x = �1 + +4t, y = 3 + t,z = 1 a x = �13 + 12t, y = 1 + 6t, z = 2 + 3t.21.22. Bez pouºitia vzorca nájdite vzdialenos´ bodu od pri-amky.a) (2; 1; 3); x = 1 + t; y = �3 + 2t; z = �tb) (3;�1; 0); x = 2 + 3t; y = �1 + t; z = 1� t23. Bez pouºitia vzorca nájdite vzdialenos´ medzi bodoma rovinoua) (1;�2; 3); 2x� 2y + 4 = 4b) (0; 1; 5); 3x+ 6y � 2z � 5 = 024. Nájdite vzdialenos´ medzi dvoma rovnobeºnými rov-inami.a) 2x� 3y + 4z = 7; 4x� 6y + 8z = 3b) �2x+ y + z = 0; 6x� 3y � 3z � 5 = 025. Nájdite body A, B tak, ºe sú splnené podmienky a) -d).a) Úse£ka AB je kolmá na rovinu x� y � z = 0b) Body A, B sú symetrické vzh©adom na rovinu za)c) D¨ºka AB je 4.d) Stred úse£ky AB je po£iatok súradnicovej sústavy.

26. Nájdite bod Q symetrický s bodom P = (9;�6; 6)vzh©adom na rovinu 2x� y + z � 12 = 0.27. Nech A = (1; 1; 1), B = (3; 0; 3). Nájdite rovinu kolmúna priamku p : x + y + z + 1 = 0, x � y + 2z � 1 = 0,prechádzajúcu cez bod X leºiaci na ú²e£ke AB tak, ºejj ~AX jj == 2jj ~BX jj.28.29. Nájdite priamku kolmú na rovinu x = 1+ u; y = t; z =1 + u+ t; u; t 2 R, prechádzajúcu bodom A = (0; 1; 2).30. Nájdite parametrické rovnice priamky, ktorá jerovnobeºná s priamkou x+ y+ z = 1; y� y +2z = 2 aprechádza cez bod A = (1; 2; 3).31.32. Nájdite bod Q súmerný s bodom P = (3;�4; 1)vzh©adom na priamku x = �7 + 4t; y = �4 + 3t; z =7� t.33. Nájdite rovinu súmernosti úse£ky AB, ak A =(3; 3; 1); B = (�1;�2;�3).12.2 Výsledky1. a) 2x� 3y + z + 1 = 0b) 3x+ 7y � 2z � 5 = 02.3. a) x = 3s� t; y = s; z = �1 + tb) x = 1� 7s+ 2t; y = 3s; z = �1 + 3t4. a) 2y � z � 1 = 0b) x+ 9y � 5z � 16 = 05. a) Nie rovnobeºnéb) rovnobeºné6. a) Nie rovnobeºnéb) rovnobeºné7. a) Kolméb) nie kolmé8. a) x = � 117 + 23t; y = � 127 � t; z = 7tb) x = �5t; y = �t; z = 5t9. Nekone£ne ve©a rie²ení. Napríklad:a) x� 2y � 17 = 0; y + 2z � 5 = 0b) 3x� 5y = 0; 2y � z = 010. x+ 2y � z = 1011. a) z � 4 = 0b) y � 2 = 014



c) x+ 1 = 0d) x+ y + z � 5 = 012. 4x� 13y + 21z + 14 = 013. 3x� y + z � 2 = 014. x = 5� 2z; y = 5t; z = �2 + 11t15. x+ y � 3z � 6 = 016. 7x+ y + 9z � 25 = 017. 7x� y � 3z � 5 = 018. 2x+ 4y + 8z � 29 = 019. 3x� 5y � 2z + 5 = 020. (- 17, - 1, 1).21.22. a) 2p5b) q 61123. a) 53b) 9724. a) 11p116b) 5p5425. A = ( 23 ;� 23 ;� 23 ); B = (� 23 ; 23 ; 23 )26. Q = (�3; 0; 0)27. 3x+ y + 2z � 12 = 028.29. x = t; y = 1 + t; z = 2� t; t 2 R30. x = 1� 3t; y = 2 + t; z = 3+ 2t; t 2 R31.32. Q = (�1; 5; 6)33. 4x+ 5y + 4z + 2; 5 = 013 KVADRATICKÉ PLOCHY13.1 Zadania1. Popí²te rezy kvadratickej plochy rovinamirovnobeºnými so súradnicovými rovinami. Nazáklade toho ur£te typ kvadratickej plochy.a) x2 � y2 � 2z2 + 4 = 0b) y2 � z2 + 2x+ 2y + 2z � 2 = 0c) x2 � y2 � 2z2 � 2y + 4z � 3 = 0

2. Pomocou posunutia súradnicového systému nájdite typkvadratickej plochy.a) 2x2 + 2y2 + 2z2 � 4x+ 4y + 8z + 9 = 0b) �x2 + y2 � 4z2 � 4x� 2y � 8z � 5 = 0c) 4x2 � 2y2 + z2 + 8x+ 4y + 6z + 7 = 0d) 9y2 � 4z2 + 18y � 16z � 43 = 0e) 3x2 � 4z2 � 12x� 16z � 4 = 0f) 4x2 + 9y2 + z2 + 16x� 18y � 4z + 28 = 0g) x2 + 4z2 + 2x+ 8y � 8z + 5 = 0h) 2x2 � y2 + 12x+ 4z + 18 = 0i) 4x2 + y2 � 4z2 � 8x+ 2y + 8z + 5 = 0j) y2 + 4z2 + 2y � 8z + 1 = 03. Zistite, £i kvadratická plocha je stredová. Ak je, nájditejej stred.a) x2+2y2+13z2�2xy+4xz+2yz�x+6y�2z�10 = 0b) 14x2+28y2+32z2+14xy�42xz�14yz+56y = 0c) x2+2y2+9z2+4xy�6xz+2yz+6x�6y�4z+2 = 0d) 2x2 � 3z2 + 2xz + 4yz + 4x� 16y + 22z � 1 = 0e) x2 + 4y2 + 4xy � 2xz � 4yz + 6x+ 12y = 013.2 Výsledky1. a) * x = k:elipsa y2k2+4 + z2k2+44 = 1* y = k:pre k = 2 dve priamky (x �p2z = 0; y = k),(x �p2z = 0; y = k)pre jkj > 2 hyperbola y24�k2 + z24�k24 = 1pre jkj < 2 hyperbola y24�k2 + z24�k24 = 1* z = k:pre k = p2 dve priamky (x � y = 0; z = k),(x+ y = 0; z = k)pre jkj >> p2 hyperbola y22k2�4 + z22k2�4 = 1pre jkj << p2 hyperbola y24�2k2 + z24�2k2 = 1.Kvadratická plocha je jednodielny hyper-boloid.b) * x = k:pre k = 1 dve roviny y � z + 2 = 0; y + z = 0pre k 6= 1 hyperbola (y+1)2�(z�1)2 = 2�2k* y = k:parabola 2x = (z � 1)2 � (k + 1)2 + 2* z = k:parabola 2x = 2 + (k � 1)2 � (y + 1)2 .Kvadratická plocha je hyperbolickýparaboloid.c) * x = k:pre k = 0 bod (0, - 1, 1)pre k 6= 0 elipsa (y + 1)2 + 2(z � 1)2 = k15



* y = k:pre k = �1 dve rôznobeºné priamky x�p2z+p2 = 0; x+p2z �p2 = 0pre k 6= �1 hyperbola x2�2(z�1)2 = (k+1)2* z = k:pre k = 1 dve rôznobeºné priamky x�y�1 =0; x+ y + 1 = 0pre k 6= 1 hyperbola x2� (y+1)2 = 2(k� 1)2.Kvadratická plocha je eliptická kuºe©ováplocha.2. a) Sféra,b) eliptická kuºe©ová plocha,c) jednodielny hyperboloid,d) hyperbolická válcová plocha,e) dvojica rôznobeºných rovín,f) elipsoid,g) eliptický paraboloid,h) hyperbolický paraboloid,i) dvojdielny hyperboloid,j) eliptická válcová plocha.3. a) (1, - 1, 0),b) nestredová kvadratická plocha,c) (2, - 1, 1)d) (- 3, 2, 4).14 LINEÁRNE PRIESTORY14.1 Zadania1. Overte vlastnosti z de�nície LP pre (R2;+; :).2. Nech L je mnoºina usporiadaných dvojíc reálnych £ísel,na ktorej je de�novaná operácia s£ítania(x1; x2) + (y1; y2) = (x1 + y1; x2 + y2)a operácia skalárneho násobenia�:(x1; x2) = (�x1; x2)Je L lineárny priestor vzh©adom na tieto operácie?Odôvodnite.3. Zadanie ako v cvi£ení 2.(x1; x1)� (y1; y2) = (x1 + y1; 0)�:(x1; x2) = (�x1; �x2)Je L lineárny priestor vzh©adom na tieto operácie?Odôvodnite.

4. Nech Pn(R) je mnoºina v²etkých polynómov s reál-nymi koe�cientami stup¬a men²ieho alebo rovného n.Ukáºte, ºe (Pn(R);+; :) je lineárny priestor nad po©omR.5. Nech R[a; b] je mnoºina v²etkých reálnych funkcií de�-novaných na uzavretom intervale < a; b >. Sú£etfunkcií je de�novaný predpisom (f + g)(x) = f(x) +g(x), skalárny násobok funkcie predpisom (�:f)(x) =�f(x). Je (R[a; b];+; :) lineárny priestor nad R ?6.7. Rozhodnite, £i je lineárny priestor mnoºina S v²etkýcha) (nekone£ných) postupnostíb) kon²tantných postupnostíc) konvergentných postupnostíd) divergentných postupnostíreálnych £ísel spolu s operáciamifxng1n=1 + fyng1n=1 = fxn + yng1n=1�: fxng1n=1 = f�xng1n=18. Rozhodnite, £i nasl. podmnoºiny R2 sú podpriestory(R2;+; :).a) f(x1; x2);x1 + 2x2 = 0gc) f(x1; x2);x1 + x2 = 1gb) f(x1; x2);x1x2 � 0gd) f(x; x);x � 0g9. Rozhodnite, £i nasl. podmnoºiny R3 sú podpriestory(R3;+; :).a) f(x1; x2; x3); 2x1 + x2 � x3 = 0gb) �(x1; x2; x3);x21 + x22 + x23 = 1	c) f(x1; x2; x3); 2x1 = x2 = �x3gd) f(x1; x2; x3);x1x2 � 0g10. Rozhodnite, £i nasledovné podmnoºiny omnoºinyM2(R) sú podpriestory LP (M2(R);+; :) (priestormatíc stup¬a 2 s reálnymi koe�cientami).a) Mnoºina dolných trojuholníkových matíc.b) Mnoºina matíc A sp¨¬ajúcich podmienku a11 +a22 = 0.c) Mnoºina v²etkých symetrických matíc.d) Mnoºina v²etkých singulárnych matíc.11. Rozhodnite, £i nasledujúce podmnoºiny mnoºiny P(R)sú podpriestory LP (P (R);+; :). P (R) - mnoºinav²etkých polynómov s reálnymi koe�cientami.16



a) Mnoºina v²etkých polynómov p(x) takých, ºep(0) = 1.b) Mnoºina v²etkých polynómov p(x) takých, ºep(0) = p(1) = 0.c) Mnoºina v²etkých polynómov stup¬a 2 a nulovýpolynóm.d) Mnoºina v²etkých polynómov ktorých 3. deriváciaje 0.12. Rozhodnite, £i nasledujúce podmnoºiny C[a; b] sú pod-priestory LP (C[a; b];+; :). C[a; b] ozna£uje mnoºinuv²etkých spojitých reálnych funkcií de�novaných nauzavretom intervale < a; b >.a) Mnoºina v²etkých párnych funkcií.b) Mnoºina v²etkých nepárnych funkcií.c) Mnoºina v²etkých funkcií f pre ktoré platí f(0) =0 a f(1) = 1.d) Mnoºina v²etkých funkcií f pre ktoré platí f(0) =f 0(0) = 0.13. Zistite, £i mnoºina v²etkých rie²ení diferenciálnejrovnice tvorí podpriestor LP (C(�1;1);+; :).a) y00 � y = 0b) y00 + y = ec) y00 � xy0 � y = 0d) y00 + y0 = x+ 114.2 Výsledky1.2. Nie je LP. Pre£o ?3. Nie je LP. Neexistuje neutrálny element pre operáciu�.4.5. Áno.6.7. a), b), c) áno, d) nie.8. a) Mnoºina je podpriestor.9. a), c) Mnoºina je podpriestor.10. a), b), c) Mnoºina je podpriestor.11. b), d) Mnoºina je podpriestor.12. a), b), d) Mnoºina je podpriestor.13. a), c) áno.

15 LINEARNÁ ZÁVISLOS� ANEZÁVISLOS� VEKTOROV15.1 Zadania1. Rozhodnite, £i sú vektory lineárne závislé, alebonezávislé.a) (- 2, 1), (4, - 2)b) (1, 5), (5, 1)c) (- 3, 5), (6, 10).2. Rozhodnite, £i sú vektory lineárne závislé alebonezávislé v R3.a) (- 3, 2, 1), (2, -1, 3), (1, 0, 7)b) (1, - 2, 3), (- 2, 4, - 6)c) (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)d) (1, 2, 3), (0, 1, 2), (0, 0, 1)e) (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1).3. Zistite, £i sú polynómy lineárne závislé alebo nezávislév P (R).a) 1 + x; 1� xb) 1; 1 + x; 1� xc) 2 + x+ 3x2;�1 + 5x+ x2; 3 + 7x+ 7x2d) 1; x; x2; :::; xn; n > 1.4. Zistite, £i sú funkcie lineárne závislé alebo nezávislé vC[�1; 1].a) 1, sin(x), cos(x) (1 je funkcia identicky rovnajúcasa 1)b) 1, sin2(x), cos2(x)c) ex , e�xd) 1, ex , e�x.5. Zistite, £i sú matice lineárne závislé alebo nezávislé vM2(R).a) � 1 00 1 � ;� 1 01 0 � ;� 3 02 1 �b) � 1 10 1 � ;� 1 01 1 � ;� 1 11 1 �6. Nech vektory x, y a z sú lineárne nezávislé v lineárnompriestore L. Zistite, £i sú lineárne závislé alebonezávislé v L nasledujúce vektory:a) x+ y, x� y, x+ y + zb) x� y, y � z, z � y.7. Sú dané funkcie sin(x), cos(x+�) v lineárnom priestoreC[��; �]. Pre ktoré hodnoty � budú funkcie lineárnezávislé ? Vysvetlite na obrázku.17



8. Sú dané funkcie 5x a jxj:a) Ukázte, ze funkcie sú lineárne nezávislé v C[�1; 1].b) Ukázte, ze funkcie sú lineárne závislé v C[0; 1].9. Rozhodnite, £i u je z lineárneho obalu vektorov u , u au .a) u = (1, 1, 1), u = (0, 1, 1), u = (1, 0, 1), u = (1,1, 0),b) u = (1, 1, 1), u = (0, 1, 1), u = (1, 0, 1), u = (1,1, 0).10. Ktorý z nasledujúcich mnozín generuje R3 ?a) (1, 2, 3), (2, 3, 4), (3, 4, 5), (4, 5, 6)b) (1, 1, 1), (0, 2, 2), (0, 0, 3)c) (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1).11. Ktorý z nasledujúcich mnozín generuje P2(R) ?a) f2x� 1; 1 + x; 2� 3xgb) f1 + x+ x; 1� x+ x; 2 + 2xgc) f1� x; 1� x� x; x+ xg.Výsledky1. a) závisléb) nezávisléc) nezávislé.2. a) závisléb) závisléc) nezávisléd) nezávislée) závislé3. a) nezávisléb) závisléc) závisléd) nezávislé4. a) nezávisléb) závisléc) nezávisléd) nezávislé5. a) závisléb) nezávislé.6. a) nezávisléb) závislé7. � je nepárny násobok �=2.8.

9. a) u 2 Lo fu; u; ugb) u =2 Lo fu; u; ug.10. a) nob) yesc) yes11. a) nob) noc) yes.16 BÁZA A DIMENZIA16.1 Zadania1. Zistite, £i mnozina vektorov je báza v R2.a) (1, 2), (0, 1), (3, 2)b) (1, 0), (1, 1)c) (2, -1), (- 6, 3).2. Zistite, £i mnozina vektorov je báza v R3.a) (1, 2, -1), (0, 1, - 2), (1, 0, 3)b) (1, 1, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 1)c) (2, 1, - 3), (4, 2, 1), (0, 0, 2), (1, 1, 1).3. Zistite, £i mnozina polynómov je báza v P3(R).a) 1; 1 + x; 1 + x2; 1 + x3b) 1; 1 + x; 1� x; 1 + x+ x2 + x3c) 1 + x; x+ x2; x2 + x3; x3 + 14. Nájdite bázu podpriestoru S lin. priestoru R4 , ktorýpozostáva z vektorov v tvare (a+b+c; a�b; b+c; b�c),kde a; b; c 2 R. Vypo£ítajte dimS.5. Nech S je podpriestor LP P3(R) pozostávajúci zovsetkých polynómov v tvare a+bx+(a+c)x2+(b�c)x3. Nájdite bázu S a vypo£ítajte dimS.6. Nájdite bázu a ur£te dimenziu podpriestoru S v R3 .a) f(x1; x2; x3);x1 = x2 = x3gb) f(x1; x2; x3);x1 + 2x2 + x3 = 0gc) f(x1; x2; x3);x1 = 2x2 = 3x3; x1 + x2 + x3 = 0g.7. Nájdite bázu a ur£te dimenziu podpriestoru S v P3(R).a) p(x); p(0) = 0b) p(x); p(0) = p(1) = 08. Nájdite bázu (=fundamentálny systém riesení) pod-priestoru riesení diferenciálnej rovnice a ur£te dimenziutohto podpriestoru.a) y"� 7y0 + 6y = 018



b) y"� y = 0c) y" + y = 0d) y(3) + 6y" = 0e) y(3) + 3y" + 3y0 + y = 0.9. Dopl¬te mnozinu M vektorov na bázu LP R4 .a) M = f(1;�1; 0; 2); (0; 2; 1; 3); (2; 0; 1; 7)gb) M = f(�1; 1; 0; 0); (0;�1; 1; 0); (0; 0;�1; 1)g.10. Dopl¬te mnozinu �1� x; 1 + x+ x2; x2 � x3	 na bázuLP P (R).11. Nájdite bázu lineárneho obalu Lo(Mi) mnoziny Mi aur£te dimenziu Lo(Mi).a) M1 = f(1; 3; 0); (�5; 1; 0); (3; 2; 0); (0; 0; 0); (1; 1; 0)gb) M2 = f(1;�2; 2; 0); (0; 1; 0; 1); (1;�1; 2; 1),(1; 0; 2; 2); (2;�1; 4; 3)gc) M3 = f2x � 1; x3 + x + 1; x2 + x; 2x2 + 1, x3 +3x2 + 2x+ 2gd) M4 = f1+ x; 1� x; 1 + x2; 1� x2; 1+ x3; 1� x3g.v lineárnom priestorea) R3b) R4c) P3(R)d) P3(R).12. V LP C[��; �] nájdite dimenziu Lo f1; cos 2x; cosxg.13. Nájdite súradnice vektora (polynómu) v báze Blineárneho priestoru L.a) (2; 1; 1), B = ((2; 7; 3); (3; 9; 4); (1; 5; 3), L = R3b) (0; 0; 2; 7), B =((4; 2;�1;�6); (3; 1; 1;�2); (1; 2; 1; 1); (2; 3; 1; 0),L = R4c) 1 + x + x2 + x3, B = (1 + x; x + x2; x2 + x3; x),L = P3(R)Výsledky1. a) Vektory netvoria bázu.b) Vektory tvoria bázu.c) Vektory netvoria bázu.2. a) Vektory netvoria bázu.b) Vektory tvoria bázu.c) Vektory netvoria bázu.3. a) Vektory tvoria bázu. Vectors form a basis.b) Vektory netvoria bázu.c) Vektory netvoria bázu.

4. f(1; 1; 0; 0); (1;�1; 1; 1); (1; 0; 1;�1)g ; dimS = 3.5. �1 + x2; x+ x2; x2 � x3	 ; dimS = 3.6. a) f(1; 1; 1)g ; dimS = 1b) f(�2; 1; 0); (�1; 0; 1)g ; dimS = 2.7. a) �x; x2; x3	 ; dimS = 3,b) �x� x2; x� x3	 ; dimS = 2.8. a) �e6x; e	b) fex; e�xgc) fsin(x); cos(x)gd) �1; x; e�6x	e) �ex; xex; x2ex	.9. a) M nemôºe by´ roz²írená na bázu, lebo vektory vM sú lineárne závisléb) Dá sa prida´ (0, 0, 0, 1)10. Môºeme prida´ napr. polynóm x.11. a) f(1; 0; 0); (0; 1; 0)g ; d = 2b) f(1;�2; 2; 0); (0; 1; 0; 1)g ; d = 2c) �1 + 83x3; x+ 13x3; x2 � 13x3	 ; d = 3d) �1; x; x2; x3	 ; d = 412. 2.13. a) (�5; 4; 0)Tb) (11;�3; 67;�51)Tc) (1; 1; 1;�2)Td) (1; 1;�1;�1; 3;�4)> .17 HODNOS� MATICE17.1 Zadania1. Vypoçítajte hodnos´ matice.a) 0BB@ 1 �2 0 11 1 3 04 �3 3 20 �5 �3 2 1CCAb) 0BB@ 0 4 4 44 0 4 44 4 0 44 4 4 0 1CCAc) 0@ 3 �1 2 01 0 2 15 �1 6 2 1A2. V závislosti od parametrov � a � nájdite hodnos´ mat-ice A.19



a) � 1 22 � �b) 0@ 1 1 �1 � 1� 1 1 1Ac) 0BB@ � � 1 0� � �1 0�+ � �+ � 0 00 0 0 �+ � 1CCA3. Pomocou Frobeniovej vety zistite, £i sú systémyrie²ite©né.a) x1 +3x2 �2x3 = 13x1 +2x2 +x3 = 35x1 +x2 +2x3 = 64x1 +5x2 �x3 = 4b) x1 +4x2 �2x3 +x4 = 22x1 +3x2 +x4 = 1�5x2 +4x3 �4x4 = 14. Nájdite bázu a ur£te dimenziu riadkového a st¨pcovéhopriestoru matice.a) 0@ 1 2 13 1 45 5 6 1Ab) 0@ �1 2 5 41 3 �2 �11 8 1 2 1Ac) 0@ 2 2 �1 11 1 3 21 1 0 3 1AVýsledky1. a) 2b) 4c) 22. a) h(A) = 2 pre � 6= 4, h(A) = 1 pre � = 4b) h(A) = 3 pre � 6= 1;�2, h(A) = 2 pre � = �2,h(A) = 1 pre � = 1c) h(A) = 1 pre � = ��, h(A) = 3 pre � 6= ��3. a) rie²ite©nýb) nerie²ite©ný4. a) BR = f(5; 0; 7); (0; 5;�1)gBC = �(1; 3; 5)T ; (2; 1; 5)T	b) BR = f(�5; 0; 19; 10); (0; 5; 3; 5)gBC = �(�1; 1; 1)T ; (2; 3; 8)T	c) BR = f(7; 0; 0; 16); (0; 7; 0;�11); (0; 0; 7; 3)gBC = �(1; 2; 2)T ; (1; 2; 1)T ; (3;�1; 0)T	

18 LINEÁRNE ZOBRAZENIA18.1 ZadaniaPoznámka: Pojmy linearne zobrazenie a linearny op-erator sa povaºujú za ekvivalentné. LP znamená lineárnypriestor.1. Ukáºte, ºe kaºdé z nasledujúcich zobrazení je lineárnyoperátor na R2 . Geometricky interpretujte dané zo-brazenia.a) T (x1; x2) = (�x1; x2)b) T (x1; x2) = (x2; x1)c) T (x1; x2) = (0; x2).2. Zistite, £i nasledujúce zobrazenia sú lineárne.a) T (x1; x2) = (x1: cos� � x2: sin�; x1: sin� +x2: cos�); � 2 R,b) T (x1; x2) = (x1 +�; x2 + �), �; � 2 R sú parame-tre.Geometricky interpretujte dané zobrazenia.3. Zistite, £i nasledujúce zobrazenia z Rn do Rm súlineárne.a) T (x1; x2) = (x1; x22)b) T (x1; x2) = (x1; 1 + x2)c) T (x1; x2) = (3x1 + x2; 2x1 � x2)d) T (x1; x2; x3) = (x1 � x2; x1 + x2 + x3)e) T (x1; x2; x3) = (x1 � x2; x1 + x2 + x3; x1:x2)f) T (x1; x2; x3) = ((x1 � x2)2; x1; x3)g) T (x1; x2; x3) = (x1�x2; x1+x2+x3;�x1+3x2+x3).Pre zobrazenia, ktoré sú lineárne, nájdite ich jadroKer(T) a obraz Im(T)..4. Zistite, £i nasledujúce zobrazenia z P2(R) do P2(R) súlineárne. P2(R) je LP v²etkých polynómov stup¬a na-jviac 2 s reálnymi koe�cientami.a) (Tf)(x) = f(�x)b) (Tf)(x) = 3f 00(x) � f 0(x)c) (Tf)(x) = 3f 0(x) + 7f(x)d) (Tf)(x) = f(x) + x2e) (Tf)(x) = f(�x+ �), �; � 2 R;� 6= 0,f) (Tf)(x) = xf 0(x).Pre zobrazenia, ktoré sú lineárne, nájdite Ker(T) aIm(T).20



5. Nech A 2M2(R). Zistite, £i zobrazenieTA : M2(R)!M2(R); TA(X) = XAje lineárne. Môºe by´ TA izomor�zmus? M2(R) je LPv²etkých ²tvorcových matíc typu 2x2 s reálnymi koe�-cientami.6. Nech A 2Mn(R). Zistite, £i sú zobrazenia z Mn(R) doMn(R)a) T (A) = 5Ab) T (A) = ATc) T (A) = A+ Ind) T (A) = A+ATlineárne.7. Pre funkciu f 2 C[0; 1] de�nujme T (f) = F , kdeF (x) = Z x0 f(t)dt; x 2< 0; 1 >Ukáºte, ºe T je lineárne zobrazenie z C[0; 1] do C[0; 1].Vypo£ítajte T (ex) a T (x2). C[0; 1] - LP v²etkých spo-jitých funkcií na intervale [0, 1].8. Zistite, £i nasledujúce zobrazenia z C[0, 1] do R súlineárne.a) T (f) = f(0)b) T (f) = jf(0)jc) T (f) = 12 (f(0) + f(1))d) T (f) =qR 10 (f(x))2dx .9. Nech fv1; : : : ; vng je báza lineárneho priestoru L a T1 aT2 sú dve lineárne zobrazenia z LP L do LPM . Ukáºte,ºe ak T1(vi) = T2(vi) pre i = 1; 2; : : : ; n, tak T1 = T2 .10. Nech B = (b1; b2; b3; b4), C = (c1; c2; c3) sú uspori-adané bázy lineárnych priestorov R4 a R3 respektívne.Lineárne zobrazenie T : R4 ! R3 je danéT (b1) = c1 + c2 + c3T (b2) = 2c1 + c3T (b3) = 3c1 + 2c2 + c3T (b4) = 4c1 + 3c2 + 2c3Vypo£ítajte T (x), aka) x = b1 + 3b2 � 2b3 � b4b) x = 2b1 � b3 � 5b411.

12. Nech T1 : L1(F ) ! L2(F ); T2 : L2(F ) ! L3(F ) súlineárne zobrazenia a nech T = T2 � T1 je zobrazeniede�nované predpisomT (u) = T2(T1(u))pre kaºdé u 2 L1(F ). Dokáºte, ºe T je lineárne zo-brazenie z L1(F ) do L2(F ).13. Ktoré z nasledujúcich lineárnych zobrazení je izomor-�zmus ?a) T : R3 ! R3; T (x) = (x1 � 3x2 + 2x3; 2x1 � x2 +3x3;�x1 ++5x2 + x3)b) T : R3 ! R3; T (x) = (3x1�2x2+x3;�3x1�x2+3x3;�3x2 ++4x3)c) T : P2(R)! P2(R); T (f(x)) = f(�x)d) T : P2(R)! P2(R); T (f(x)) = f(x) + f 0(x)18.2 Výsledky1. a) Súmernos´ vzh©adom na os x2b) Súmernos´ vzh©adom na priamku x1 = x2c) projekcia na os x22. a) T je lineárne, je to rotácia R2 okolo po£iatku ouhol � (proti smeru pohybu hodin. ru£i£iek).b) T je lineárne len pre � = � = 0. T je posun ovektor (�; �).3. a) T nie je lineárneb) T nie je lineárnee) T nie je lineárnef) T nie je lineárnec) Ker(T ) = 0; Im(T ) = R2d) Ker(T ) = (1; 1;�2); Im(T ) = R2g) Ker(T ) = (1; 1;�2); Im(T ) =Lo((1; 0;�2); (0; 0; 1))4. a) T je lineárne zobrazenieb) T je lineárne zobrazeniec) T je lineárne zobrazeniee) T je lineárne zobrazenief) T je lineárne zobrazeniea) KerT = f0g ; Im(T )jeP2(R)c) KerT = f0g ; Im(T )jeP2(R)e) KerT = f0g ; Im(T )jeP2(R)b) KerT = fc; c 2 Rg ; Im(T )je fax+ b; a; b 2 Rge) KerT = fc; c 2 Rg ; Im(T )je�ax2 + bx; a; b 2 R	5. TA je lineárne zobrazenie. TA je izomor�zmus právevtedy, ke¤ A je regulárna matica.21



6. a) T je lineárne zobrazenieb) T je lineárne zobrazenied) T je lineárne zobrazenie7. T (ex) = ex � 1; T (x2) = x3=3.8. a) T je lineárne zobrazeniec) T je lineárne zobrazenie9.10. a) �31c� 6c2b) �21c� 15c2 � 9c311.12.13. a) T je izomor�zmusc) T je izomor�zmusd) T je izomor�zmus19 MATICA LINEÁRNEHO ZO-BRAZENIA19.1 Zadania1. Pre kaºdé lin. zobrazenie T z cvi£enia 1 z predchádza-jucej sekcie nájdite jeho maticu M(T ) vzh©adom na²tandardnú bázu v R2 .2. Pri ²tandardnej báze v R2 nájdite matice nasledujúcichlineárnych zobrazení T z R2 do R2 .a) T oto£í vektor x 2 R o 45 okolo po£iatku.b) T urobí symetriu vektora x vzh©adom na os x1 apotom ho oto£í o 90q okolo po£iatku.c) T zdvojí d¨ºku x a potom ho oto£í o -30q okolopo£iatku.d) T urobí symetriu vektora x vzh©adom na priamkux1 = x2 a potom urobí projekciu na os x1.3. Pre kaºdé z nasledujúcich lin. zobrazení T : R3 ! R2nájdite jeho maticu vzh©adom na ²tandardné bázy naR a R .a) T (x1; x2; x3) = (x1 + x2 � x3; x1 � x2),b) T (x1; x2; x3) = (0; x1 + 3x2),c) T (x1; x2; x3) = (�x1;�x2).4. Pre kaºdé z nasledujúcich lin. zobrazení T : R3 ! R3nájdite jeho maticu vzh©adom na ²tandardnú bázu naR3 .a) T (x1; x2; x3) = (�x3; x1; x2 + x3),b) T (x1; x2; x3) = (x1 + x2 � x3; x1 � x2 + x3;�x1 +x2 + x3),

c) T (x1; x2; x3) = (x1 � x3; x1 � x2; x2 + x3).5. Pre kaºdé lineárne zobrazenia z cvi£. 3 nájditejeho maticu vzh©adom na usporiadané bázy � =((0; 1; 1); (1; 0; 1); (1; 1; 0) a c = ((0; 1); (1; 1) na R3 aR2 .6. Pre kaºdé lineárne zobrazenia z cvi£. 4 nájditejeho maticu vzh©adom na usporiadanú bázu � =((0; 1; 1); (1; 0; 1); (1; 1; 0)v R3 .7. Nájdite maticu lineárneho zobrazenia S : P3(R) !P3(R), S(p) = 3p"+ 4p0 + p vzh©adom na usporiadanúbázu P v P3(R).a) P = P3 = (1; x; x2; x3)b) P = (1 + x; 1� x; x2 + x3; x2 � x3)8. Nájdite explicitnú formulu T (x1; x2; x3) = pre lineárnezobrazenie T : R3 ! R4 , pre ktoréT (1; 0; 1) = (1; 0; 1; 0); T (1; 1; 0) = (0; 0; 0; 0)T (0; 1; 1) = (0; 1; 0; 1)9. Súradnice vektora x 2 R3 vzh©adom na bázu � =(b1; b2; b3) sú x� = (1;�3; 2). Nájdite jeho súradnicevzh©adom vzh©adom na bázu C = (c1; c2; c3), aka) b1 = 3c1 + 2c2 + c3; b2 = c2 � 2c3; b3 = c1 � c3b) c1 = b1 + b2 + b3; c2 = b2 + b3; c3 = b310. Nech y1 = (1; 1; 1)>, y2 = (1; 1; 0)>, y3 = (1; 0; 0)> anech T je lineárne zobrazenie z R3 do R3 de�novanépredpisomT (�1y1 + �2y2 + �3y3) = (�1 + �2 + �3)y1 +(2�1 +�3)y2 � (2�2 + �3)y3a) Nájdite maticu M�� (T ) reprezentujúcu Tvzh©adom na usporiadanú bázu B = (y1; y2; y3).b) Vyjadrite vektor x ako lineárnu kombináciu vek-torov y1; y2; y3 a potom pouºite maticu M�� (T ) z£asti a) na výpo£et T (x). i) x = (7; 5; 2)T , ii)x = (3; 2; 1)T , iii) x = (1; 2; 3)T .11. Nech S je podpriestor LP C[a; b] generovaný funkciamiex , xex a x2ex . NechD je lin. operátor derivácia na S.Nájdite maticu operátora D vzh©adom na usporiadanébázu (ex , xex a x2ex).19.2 Výsledky1. a) � �1 00 1 �b) � 0 11 0 �c) � 0 00 1 �22



2. a) � � ��� � � , � =b) � 0 11 0 �c) � p3 �11 p3 �d) � 0 00 1 �3. a) � 1 1 �11 �1 0 �b) � 0 0 01 3 0 �c) � �1 0 00 �1 0 �4. a) 0@ 0 0 �11 0 00 1 1 1Ab) 0@ 1 1 �10 �1 1�1 1 1 1Ac) 0@ 1 0 �11 �1 00 1 1 1A5. a) � �1 1 20 0 2 �b) � 3 4 10 0 0 �c) � �1 1 00 �1 �1 �6. a) 1=20@ 3 3 21 �1 0�3 � 0 1Ab) 0@ 1 1 �21 �2 1�2 1 1 1Ac) 0@ 1 1 01 0 1�2 0 0 1A7. a) 0BB@ 1 4 6 00 1 8 180 0 1 120 0 0 1 1CCAb) 0BB@ 3 �2 16 22 �1 �10 80 0 7 �60 0 6 5 1CCA8. T (x) = �1=2(x1 � x2 + x3;�x1 + x2 + x3; x1 � x2 +x3;�x1 + x2 + x3)

9. a) x = (5;�1; 5)Tb) x = (1;�4; 5)T10. a) 0@ 1 1 12 0 10 �2 �1 1Ab) i) 7y1 + 6y2 � 8y3 , ii) 3y1 + 3y2 � 3y3 , iii) y1 +5y2 + 3y3 .11. 0@ 1 1 00 1 20 0 1 1A20 ZÁMENA BÁZY20.1 Zadania1. Nech súradnice vektora x 2 R3 vzh©adom na bázu B =(b1; b2; b3) sú xB = (1;�3; 2) . Nájdite ich súradnicevzh©adom na bázu C = (c1; c2; c3), aka) b1 = 3c1 + 2c2 + c3; b2 = c2 � 2c3; b3 = c1 � c3b) c1 = b1 + b2 + b3; c2 = b2 + b3; c3 = b32. Matica lineárneho operátora T : R3 ! R3 vzh©adomna bázu B = ((1; 0; 1); (0; 1; 1); (1; 1; 0)) jeMBB (T ) = 0@ �1 0 �10 �1 1�1 1 0 1ANájdite explicitnú formulu pre operátor T . Zistite, £iT je izomor�zmus.3. V lineárnom priestore P3(R) sú dané dve usporiadanébázy B = (1; x; x2; x3), C = (1+ x; 1� x; x2 + x3; x2 �x3). Nájdite maticu zámenya) bázy C bázou B,b) bázy B bázou C.4.5. Nech A;B;C 2 Mn(R). Dokáºte, ºe ak A je podobnáB, a B je podobná C, potom A je podobná C.6. Dokáºte, ºe ak A a B sú podobné matice, tak jAj = jBj.20.2 Výsledky1. a) x = (5, - 1, 5)b) x = (1, - 4, 5)2. T(x) = (- 2x + x , x - x , - x ), T je izomor�zmus.3. a) 0BB@ 1=2 1=2 0 01=2 �1=2 0 00 0 1=2 1=20 0 1=2 �1=2 1CCA23



b) 0BB@ 1 1 0 01 �1 0 00 0 1 1=20 0 1 �1 1CCA4. a) 0@ 1 0 00 1 00 0 �1 1Ab) 0@ 0 0 00 0 10 1 0 1Ac) 0@ 0 0 00 1 00 0 �1 1A21 VLASTNÉ �ISLA A VLASTNÉVEKTORY21.1 Zadania1. Nájdite charakteristické rovnice nasledujúcich matíc.a) � 3 08 �1 �b) � 10 �94 �2 �c) � 0 34 0 �d) � �2 �71 2 �e) � 0 00 0 �2. Nájdite vlastné £ísla a vlastné vektory pre matice zcvi£enia 1.3. Nájdite charakteristické rovnice nasledujúcich matíc.a) 0@ 4 0 1�2 1 0�2 0 1 1Ab) 0@ 3 0 �51=5 �1 01 1 �2 1Ac) 0@ �2 0 1�6 �2 019 �5 4 1Ad) 0@ �1 0 1�1 3 0�4 13 �1 1Ae) 0@ 5 0 11 1 0�7 1 0 1A

f) 0@ 5 6 20 �1 �81 0 �2 1A4. Nájdite vlastné £ísla a vlastné vektory pre matice zcvi£enia 3.5. Nech T : P2(R)! P2(R)T (�+ �x+ x) = 5�+ 6� + 2 � (� + 8)x+ (�� 2)x2a) Nájdite vlastné £ísla operátora T .b) Nájdite bázy vlastných priestorov operátora T .6. Dokáºte, ºe podobné matice majú zhodné charakt.polynómy.21.2 Výsledky1. a) �2 � 2�� 3 = 0b) �2 � 8�+ 16 = 0c) �2 � 12 = 0d) �2 + 3 = 0e) �2 = 02. a) �1 = 3; x1 = (s; 2s); s 2 R�; �2 = �1; x2 =(0; s); s 2 R�b) � = 4; x = (3s; 2s); s 2 R�c) � = p12; �1 = �; x1 = (3s; �s); s 2 R�, �2 =��; x2 = (�3s; �s); s 2 R�d) �1 = ip3; x1 = ((ip3 � 2)s; s); s 2 R�; �2 =�1; x2 = x2e) � = 0; x1 = (s; 0); x2 = (0; t); s; t 2 R�3. a) �3 � 6�2 + 11�� 6 = 0b) �3 � 2� = 0c) �3 + 8�2 + �2 + 8 = 0d) �3 � �2 � �2 � 2 = 0e) �3 � 6�2 + 12�2 � 8 = 0f) �3 � 2�2 � 15�2 + 36 = 04. a) �1 = 1; (0; 1; 0); �2 = 2; (�1; 2; 2); �3 =3; (�1; 1; 1)b) �1 = 0; (5; 1; 3); �2 = p2; (15 + 5�;�1 + 2�; 7),�3 = �p2; (15� 5�;�1� 2�; 7); � = p2c) � = �8; (1; 1;�6)d) � = 2; (1; 1; 3)e) � = 2; (1; 1;�3)f) �1 = �4; (�6; 8; 3); �2 = 3; (5;�2; 1)5. �1 = �4;�6+ 8x+ 3x2; �2 = 3; 5� 2x+ x2.24



22 DIAGONALIZOVATELNÉMATICE22.1 Zadania1. Dokáºte, ºe matice nie sú diagonalizovate©né.a) � 2 01 2 �b) � 2 �31 �1 �c) 0@ 3 0 00 2 00 1 2 1Ad) 0@ �1 0 1�1 3 0�4 13 �1 1A2. Nájdite maticu P , ktorá diagonalizuje danú maticu Aa vypo£ítajte P�1AP .a) � �14 12�20 17 �b) � 1 06 �1 �c) 0@ 1 0 00 1 10 1 1 1Ad) 0@ 2 0 �20 3 00 0 3 1A3. Zistite, £i matica A je diagonalizovate©ná. Ak je,Nájdite maticu P , ktorá diagonalizuje danú maticu Aa vypo£ítajte P�1AP .a) 0@ 19 �9 625 �11 �917 �9 �4 1Ab) 0@ �1 4 �2�3 4 0�3 4 0 1Ac) 0@ 5 0 01 5 00 1 5 1Ad) 0@ 0 0 00 0 03 1 0 1Ae) 0BB@ �2 0 0 00 �2 0 00 0 3 00 0 1 3 1CCAf) 0BB@ �2 0 0 00 �2 5 �50 0 3 00 0 0 3 1CCA

4. Nech: R2 ! R2 je lineárny operátor de�novanýT (x1; x2) = (3x1 + 4x2; 2x1 + x2)Nájdite bázu v R , vzh©adom na ktorú je matica op-erátora T diagonálna.5. Nech T : R3 ! R3 je lineárny operátor de�novanýT (x1; x2; x3) = (2x1 � x2 � x3; x1 � x3;�x1 + x2 + 2x3)Nájdite bázu v R2 , vzh©adom na ktorú je matica op-erátora T diagonálna.22.2 Výsledky1. a) P = � 4=5 3=41 1 � ; P�1AP = � 1 00 2 �b) P = � 1=3 01 1 � ; P�1AP = � 1 00 �1 �c) P = 0@ 0 1 01 0 1�1 0 1 1A ; P�1AP = 0@ 0 0 00 1 20 0 2 1Ad) P = 0@ �2 0 10 1 01 0 0 1A ; P�1AP = 0@ 3 0 00 3 00 0 2 1A2. a) P�1AP = 0@ 1 0 00 1 00 0 2 1Ab) P = 0@ 1 2 11 3 31 3 4 1A ; P�1AP = 0@ 1 0 00 2 00 0 3 1Ac) Nie je diagonalizovate©nád) P = 0@ �1=3 0 00 1 01 0 1 1A ; P�1AP =0@ 0 0 00 0 00 0 1 1Ae) Nie je diagonalizovate©náf) P = 0BB@ 1 1 0 00 1 1 00 0 1 10 0 0 1 1CCA ; P�1AP =0BB@ �2 0 0 00 �2 0 00 0 3 00 0 0 3 1CCA3. (2; 1); (1;�1)4. (1; 1;�1); (1; 0; 1); (1; 1; 0)25



23 SYSTÉMY LINEÁRNYCHDIFERENCIÁLNYCHROVNÍC23.1 Zadania1. Rieºte systémya y01 = 2y1 + 3y2; y02 = 2y1 + 3y2b y01 = �14y1 + 12y2; y02 = �20y1 + 17y2c y01 = y1; y02 = 6y1 � y22. Nájdite rieºenia systémov z cvi£enia 1, ktoré spl¬ujúdané po£iato£né podmienky.a) y1(0) = 0; y2(0) = 0b) y1(0) = 0; y2(0) = 1c) y1(0) = 1; y2(0) = 13. Rieºte systémy diferenciálnych rovníca) y01 = 4y1 + y3y02 = 2y1 + y2y03 = 2y1 + y3b) y01 = y1y02 = y2 + y3y03 = y2 + y3c) y01 = 19y1 � 9y2 � 6y3y02 = 25y1 � 11y2 � 9y3y03 = 17y1 � 9y2 � 4y3d) y01 = �y1 + 4y2 � 2y3y02 = �3y1 + 4y2y03 = �3y1 + y2 + y34. Nájdite rieºenia systémov z cvi£enia 3, ktoré spl¬ujúdané po£iato£né podmienky.a) y1(0) = �1; y2(0) = 1; y3(0) = 0b) y1(0) = �1; y2(0) = 0; y3(0) = 1c) y1(0) = 0; y2(0) = 2; y3(0) = 0d) y1(0) = 1; y2(0) = 1; y3(0) = 223.2 Výsledky1. a) y1 = c1e5x � 2c2e�x; y2 = c1e5x + c2e�x2. a) y1 = 0; y2 = 03. a) y1 = �c2e2x + c3e3x; y2 = c1ex + 2c2e2x �c3e3x; y3 = 2c2e2x � c3e3x4. a) y1 = e2x � 2e3x; y2 = ex � 2e2x + 2e3x; y3 =�2e2x + 2e3x 26


