LINEARNA ALGEBRA 2
MICHAL ZAJAC

SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC S CELOCISELNYMI KOEFICIENTAMI

Priklad 1. N3jdite vsetky celoéiselné rieSenia (x1, 22, x3,74) € Z* ststavy linedrnych
rovnic, ktorej rozsirend matica je

. (2—1 21 0)
“\0 1 10]|1)
b (2 6 —6 12 ’ 1 )
"\3 14 —-14 28 |-2 )

Riesenie.
a. Najprv pouzijeme Gaussovu elimina¢ni metodu:

2-12110 20311 s 1 '
(0 110'1)”(0110‘1) = P={(3-35p-35¢1-p,p,q):p,q €L}

Akp=1,¢=1, tak (z1,22,73,24) = (3 — 2 -1,0,1,1) € P\ Z*,

ak b= 17 q= 07 tak (£U7£C2,ZI33,£C4) = (% - %707 170) = (_1707 170) € z*
Teda sustava ma celoCiselné rieSenie. Aby sme urcili nutné a postacujice podmienky

(na vyber parametrov p,q) na to, aby bolo rieSenie (% — % — %q, 1 — p,p,q) celociselné
najprv rieSenie upravime

(5-3p—5¢1-ppa)=(G—50+d—p1-ppa

Mnozina vSetkych celociselnych rieSeni danej sustavy je

{G-3p-3a1-pp,a):pg€Z p+qg=1 (mod2)}

2 6 —612 |1 -1 -8 8 —16 | 3 -1 -8 8 —16 |3
314 —14 28 | -2 3 14 —-14 28 | -2 0 —10 10 =20 |7
Teraz zvolime x5 = p, 4 = q, p,q € Z a pocitame xo = p — 2q — %. Vidiet), ze pre

ziadne p, q € Z nebude x9 € Z, teda ststava nemé celoc¢iselné rieSenie.

V pripade, ze ma sistava jediné rieSenie, t.j. ak je matica sistavy regularna A € Z"*"™ a
prava strana b € Z"*! staéf vypoéitat x = A~'b. Budeme sa teda zaoberat’ len pripadom

A € Z™*™ hodnost’ rank A = m, m < n (t.j. neznamych je viac ako rovnic, a ziadnu z
rovnic nemdzeme ,,vynulovat” pomocou ERO).

Elementarne matice a Hermitova normalna forma matice.

Typeset by ApS-TEX
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Definicia. Stvorcovi maticu, ktord vznikla z jednotkovej matice I, pomocou nicktorej
elemntarnej riadkovej operdcie (ERO), nazyvame elementdrna matica. Ta istd matica
vznikne aj pomocou stlpcovej operédcie (ESO).

Napriklad
0 1 0
1. E=11 0 0 | vznikla z I3 zdmenou riadkov r; <+ r5 alebo stipcov S1 <> So.
0 0 1
1 2 0
2. F=10 1 0 | pomocou ERO r; — r1 + 2rs, resp. ESO sy — s9 + 2s7.
0 0 1
3 00
3.G=10 1 0| pomocou ERO r; — 3ry, resp. s1 — 3s1.
0 0 1

Vsimnime si, aky je vysledok nasobenia maticou F' zlava aj sprava, napr. FA pre A
typu 3 x 2 a BF, ak B je typu 2 x 3

1 2 0 ail a2 ai1 + 2a21 a2 + 2a22
FA= 0 1 0 a21 Q29 = a1 a2
0 0 1 azr  asz2 a3y as2

F A je matica, ktora vznikne z matice A pomocou tej ERO, pouzitim ktorej vznikla F' z
jednotkovej matice. Pri nasobeni maticou F' sprava vykoname podobne prislusni ESO:

1 2 0
BF — bii bz b3 01 0= bi1 bi2 +2b11 b3
ba1  bao  bos 00 1 ba1  bag +2ba1 baz )

Predchadzajice tvrdenia o suvislosti ERO, resp. ESO s nasobenim elementarnou maticou
platia pre vSetky tri typy elementarnych matic z F"*™ a pre vSetky matice A € F**™
B € FFxn,

Teraz ukdzeme ako sa to da vyuzit’ na ur¢enie mnoziny vSetkych celo¢iselnych rieseni
jednej rovnice s celo¢iselnymi koeficientami.

b

Priklad 2. Rieste rovnicu 2z — 322 + 7Tx3 = 5.

1
Rovnicu zapiSeme v maticovom tvare A= (2 -3 7), x= | x4
z3

Ax =5. (1)

Teraz maticu A rozsirime o jednotkovi maticu I3

(1)

a upravujeme pomocou takych ESO, ktoré nemenia absolitnu hodnotu determinantov
stvorcovych matic (zdmena stlpcov, pri¢itanie niektorého stlpca k inému stlpcu a ndsobenie

S O N
S = Ol W
— O O

stipca éfslom —1).

2-3 7 2 1 1 12 1 1 0 0
1 00 1 2-3 2 1-3 2-3-5| (H
0 1 0] =2t lo1 o) ™o2l10 0) 7% 1-2-1 _<U)
0 01 00 1 00 1 00 1
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2 -3 -5
kde H=(1 0 0),U=[1-2-1
00 1

Kazdéa z piatich pouzitych ESO sa d4 vykonat’ ako nasobenie vhodnou elmentarnou
maticou sprava. Pretoze U vznikla z jednotkovej matice, je U = IU sucin prislusnych
elementarnych matic a H = AU. V8etky pouzité ESO bu nemenia hodnotu determinantu
alebo menia iba znamienko, teda det U = +1

Matica U € Z3*3 je teda celociseln4 a reguldrna a aj k nej inverzné matica je celo¢iselna,
U-! = de% 7(adjU). Teday € Z3*! je celociselné vtedy a len vtedy ke Uy je celoéiselné.
Pouzijeme teraz substiticiu

x = Uy a riesime rovnicu Ax = AUy = Hy =5

Y1
(1 0 0){y2]|=9v14+0y2+0ys=91=5,
Y3

ktorej mnozinu vsSetkych celo¢iselnych rieseni mozeme I'ahko napisat’
{(5,a,b): a,b e Z}.

Kazdé celociselné riesenie danej rovnice je
2-3-5
x=Uy=[1-2-1 a | =010-3a—5b5-2a—0bb)";abe.
0 0 1

Rovnaky postup mozeme pouzit’ aj na rieSenie stustav viacerych rovnic s celo¢iselnymi
koeficientami. Ukazeme to na rieSeni prikladov la, b.

a. Rozsirend matica ((2)_} i (1) (1)) zodpoveda sustave v maticovom tvare (maticovej
rovnici)
2—-121 0
Ax =b, kde A = (0 11 O),X:($1,$2,$3,1‘4)T,b: (1)
2—-1 21 1-1 2 2 10 0 O 10 0 O
0 110 0 110 01 1 0 01 0 O
1OOON 0001N 0001N 00 0 1
0 100 1% 10 100 2 lo1 00 B2l 1-1 0
0 010 0 010 $47251 1 00 1 0 00 1 0O
0 001 1 000 11-2-2 11-3-2
00 0 1
) 1 0 0 O 01-1 0
DostahsmeAU—H—<O 1 0 0),U— 00 1 0
1 1-3-2

Hy =b <= y=(0,1,a,b)", a,b € Z. Teda riesenie rovnice Ax = b je

00 0 1\ /0 b
01-1 0] (1 1—a
x=Uy=1loo010]lal~™ a , &bEZ
11-3-2/ \p 1—3a—2b
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2 6 —612 |1 ) . . .
b. <3 14 —14 28 ’_2) zodpovedd maticovej rovnici
_ (2 6 —6 12 _ . (1
Ax =b, kde A = (3 14 —14 28)’ x = (r1,x9,%3,74) , b= (_2)
2 6 —6 12 2 0 0 O 2 00 O
3 14—14 28 3 5-5 10 3 50 0
1 0 0 0f 1 -3 3 -6 1-30 0
01 0 of 210 10 of 25210 11-2
0 0 1 0 sacbsi g 01 0 0 01 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 00 1
’ o 0 o _ (1 7 ..
Teraz dostavame H = aHy =b = y = (5, l—o,a,b) nie je

2 0 0
35 00
celoc¢iselné a preto ani x = Uy nie je celo¢iselné. Dand sistava teda nemé celociselné
riesenie.
Poznamenajme este, ze prvok hy; v matici H je najvcsi spoloény delitel’ ¢isel v prvom
riadku matice A.

Definicia. Matica H = (h;; € Z™*™ je v Hermitovom normalnom tvare, ak

1. n>m a H ma hodnost rank(H) = m,

2. j>i = h;; =0 (t.j. H je dolné trojuholnikova),

3. hy > 0,

Matice H v predchadzajucich prikladoch st v Hermitovom normaéalnom tvare.

Popisanym postupom, by sme vzdy ziskali z matice A € Z™*", rank(A) = m < n
maticu H spiﬁajﬁcu body 1. a 2. Na urcenie mnoziny vSetkych celoc¢iselnych rieseni
sustavy Ax = b to stadi.

Veta. Nech A € Z™*", n > m a rank A = m. Potom existuje matica H € Z™*™ v
Hermitovom normdlnom tvare a matica U € Z"*™, pre ktoru plati |detU| =1 a H = AU.

Pozndmka. Matica H = AU je zlozend z bloku H; € Z™*™ (reguldrna dolnd trojuholni-
kovéd matica) a nulovej matice 0y, (,—m)

h11 0 Ce 0
hgl hgg Ce 0

H, = . . . . ) H = (Hl Omx(n—m))
hml hm2 ... hmm

Kazdé riesenie maticovej rovnice Hy = b jey ' = (y1,¥2, .-+, Ym, P1, P2, Pnm), kde yo =
(Y1,Y2,---,Ym) " je jediné rieSenie maticovej rovnice H1y = b a p1,...,Pn_m s volné
parametre.

Riesenie y je celociselné vtedy a len vtedy ke y je celociselné a siicasne aj volné parame-
tre su celociselné.

Popisani metdédu riesenia sustavy Ax = b linedrnych rovnic v obore celych ¢isel budeme
nazyvat’ Hermitova metoda. Jej podstata sa da zhrnut:

A H nxn —1 nxn

kde ~ znamena pouzitie vhodnej elementérne;j stfpcovej operacie (s; ¢+ sj,8; — s; + ksj,
i#j,k€Z,s; — (—1) x s;). Sustavu Ax = b potom riesime pomocou substitiicie
x = Uy, t.j. rieSime sustavu AUy = Hy = b.
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Priklad. Pomocou Hermitovej metédy rieste ststavy rovnic (v obore celych &isel).

1. IL’1—2I2-|-31‘3—(L’4 =0 2. X1 —1’2+2$3 — X4 =3
3.’L‘1 — X2 + T3 + X4 =1 3.’L‘1 — 4332 + 2.13‘3 + 2%4 =1
Vysledok:
1 1-1-3
1 0 0 O 0 1 0-4
1.H_(3 - 0>,U_ 0o 1 ol P={0—a—3b1—4ba —1+2a+5b):abeL}
0-1 2 5
1113
Skiska Li=1—-a—-3—248+3a+1—2a—5b=0 0 1 0-4 —lo 1-4|=1
Lo=3—-3a+9%—14+4b+2a—14+2a+5b=1 0 0 1 0
0-1 5
0-1 2 5
1 1-1-3
1-23-1 0 1 0-4 1 0 0 O
Est { H =AU = =
She overme (3—11 1) 0010 (3 10 0>
0-1 2 5
4—-1-6 6
(100 0 | 3-1-4 5 P B .
2.H_(0 - O),U_ 0o 1 o | P={(11—6a+6b8—4da+5bab):abe L}
0 0 01
3. 2x1 — 2194+ 3x3 — x4 =1 4. x1 + 19 + 223 — x4 =3
3x1 — X9 + x3 + x4 =3 3x1 — 3x9 + 223 + x4 =0
Vysledok:
000 1
1 0 0 O 11 4-1
. H= = P = 4+ 4a—0b,4 -2 —2b): 7
3 (0 1 o 0>,U 11 3-2| {(b,4+4 4a — b,4+ 3a — 2b,34+a—2b): a,b e Z}
01 1-2
01-1-1
1000 11 0-2 T
4 H= U= = (3,-3/2,a,b)7, P =
(1500) POy =6 -3/2.00T, P=0
-2 2 1-3

Urobte skusku aj v prikladoch 2, 3.

Algoritmus. Vstupnou maticou je A € Z™*™ n > m, rank(A) = m > 1. To zarucuje,
ze ziadny riadok matice A nie je nulovy.

1. V prvom riadku matice A najdeme nenulovy prvok s najmensou absolitnou hodnotou

a vymenou stipcov dosiahneme, ze to bude prvok aj;. Ak by bolo aj; zaporné,
vynasobime prvy stipec ¢islom —1.

2. K druhému, tretiemu az n-tému stfpcu pripoc¢itame taky nasobok 1. Stipca, aby

a1; €4{0,1,...,a11 — 1} pre Vj =2,3,,...,n.
Kroky 1 a 2 opakujeme dovtedy, kym v prvom riadku budu vSetky ¢isla okrem a1, nulové.
Je to vlastne Euklidov algoritmus pre vypocet ged(aip,aiz,...,a1,). Teda dostaneme
ail — gcd(all, aig, ... ,aln), a1; = O, j = 2, 3, ... N,

3. Kroky 1 a 2 aplikujeme na maticu, z ktorej vynechame prvy riadok a prvy stfpec
(presnejsie r; ani $; uz nemenime).

Tieto kroky zopakujeme postupne pre d’alsie riadky a stipce az po m-ty riadok a stfpec

matice.
(r) (7)
I, ~ESO T~ 7

Poznamenajme esSte, ze matice H ani U nie su urcené jednoznacne, teda tvar vysledkov v
prikladoch 1-4 moéze byt aj iny (ale popisuje td istd mnozinu P).



