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1. ANALYTICKA GEOMETRIA V PRIESTORE

Geometriu je mozné §tudovat dvomi metddami: syntetickou a analytickou. Syntetickd pracuje
priamo s geometrickymi objektami. Tto metédu pouzivali aj Gréci v staroveku a dosiahli vyni-
kajucich vysledkov. Vrcholnym dielom boli Euklidove Zéklady (o7wexera) z obdobia okolo roku
325 pred n.l., ktoré sluzili ako ucebnica geometrie dalsich 2000 rokov.

Pri analytickej metdde st geometrické objekty charakterizované ¢iselnymi tidajmi a z nich sa
vyvodzované geometrické vlastnosti. Za zakladatela analytickej geometrie je povazovany R. Des-
cartes (1596 - 1650), ktory ju zacal budovat systematicky ako matematicka disciplinu.

V celej tejto kapitole pod ¢islom budeme rozumiet redlne ¢islo. Dalej predpokladame, Ze zo
strednej skoly poznate zakladné vlastnosti trojrozmerného euklidovského priestoru E3 a zaklady
analytickej geometrie v rovine.

1.1. Sdradnicové ststavy v priestore.

Kartezianska stiradnicova ststava.

Nech st v trojrozmernom euklidovskom priestore E3 dané 3 navzajom kolmé priamky oy, oy,
0, idice bodom O. Na nich st zvolené jednotkové body J; € oz, Jo € oy, J3 € o0, tak, Ze
|0, Ji| =10, Jo| = |0, J3| = 1. Potom $tvoricu (O, o, 0y, 0,) nazyvame kartezidnskou sirad-
nicovou sustavou (v priestore E3), priamky o, oy, 0, stradnicovimi osami a bod O zaciatkom
kartezianskej siuradnicoej sustavy. Priamky o, o, ur¢uji rovinu m,,. Podobne st definované
roviny ., mg,. Premietnime bod A € E3 kolmo do rovin 7.y, 7., 75, a priemety oznacme
v poradi Agy, Ay., Az.. Potom bod A kolmo premietneme na priamky o, oy, 0, a priemety
oznacime v poradi A;, A,, A, (obr. 1)

o

A;

Obr. 1

Pokial A nelezi v niektorej z rovin mgy, my,, 7, tvoria body O, Ay, Azy, Az, A, Ay,, A, Ay,
vrcholy pravouhlého hranola.
Nech

0 — |0, A,|, ak A, lezi na polpriamke OJ;
17 —10, A4,|, ak A, nelezi na polpriamke O.J;
_ [ 10, Ay|, ak A, lezi na polpriamke O.J,
@2 = -0, Ay|, ak A, nelezi na polpriamke OJ,
1
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4. { 0, A,|, ak A, lezi na polpriamke O.J3
571 -0, A,|, ak A, nelezi na polpriamke O.J

potom poloha bodu A v priestore je jednozna¢ne urcend trojicou (a1, ag, as), ktorti nazyvame
suradnicami bodu A. Tymto sposobom je kazdému bodu A € E3 priradend jedind trojica strad-
nic (a1, ag, ag) a kazdej takej trojici jediny bod z Ej3. To, ze bod A mé stradnice (a1, ag, as3),
zapisujeme A = (aq, a9, a3).

Nech st v E3 dané dva body A = (a1, as, a3), B = (b1, by, b3), potom na ziklade Pytagorovej
vety pre vzdialenost |A, B| bodov A, B (obr. 2) plati

|A, Bl = /(a1 — b1)? + (az — by)? + (ag — bs)?

Pravouhlym premietanim sa stred tsecky premietne do stredu priemetu tsecky a stredom
intervalu (a, b) je ¢islo “T“’ Z tychto faktov pre stred S = (s1, s9, s3) usecky AB (obr. 2)
vyplyva

8; = & ;— bz, pre i € {1, 2, 3}, symbolicky: S = A—;B

I ked Eg3 nie je presnym matematickym modelom priestoru, v ktorom Zijeme, napriek tomu si
mnohé realne situicie znazornujeme prave v Ez. Dovod je ten, Zze E3 s vyhovujtcou presnostou
lokdlne nahradza skuto¢ny redlny priestor, v ktorom Zijeme. PretoZe v tomto svete sa Iudia uz
kedysi ddvno dohodli na tom, ¢o je lavd a pravi ruka, madme moznost pomenovat existujtice
dva rozne typy kartezidnskych stradnicovych sistav v Eg, liSiace sa od seba vzajomnou po-
lohou stradnicovych osi. Zaujmime teda ,ludské“ stanovisko. UvaZzujme suradnicovii ststavu
(O, 0y, 0y, 0,). Predstavme si, ze v bode O v smere polpriamky OJ3 stoji pozorovatel, ktory sa
diva na uhol polpriamok O.J;, OJy. Ak m4 pozorovatel polpriamku O.J; po pravej resp. po lavej
ruke, tak stradnicovi sistavu nazyvame pravotocivd (obr. 3), resp. lavotocivd (obr. 4).

Obr. 3 Obr. 4

Pravotocéiva suradnicova sustava Lavotoc¢iva stradnicova ststava
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Cylindricka stradnicova ststava.
Zvolme v Ej3 rovinu 7 a priamku o L m. Nech dalej O = 7 N o, priamka p C 7, pri¢om

O € p (obr. 5). Na priamkach p, o zvolme body J, J' tak, ze |O, J| = |0, J'| = 1. Stvoricu
(O, polpriamka OJ, 7, 0) nazyvame cylindrickd siuradnicovd sistava.

Obr. 5

Nech A je Tubovolny bod priestoru E3, A; je jeho pravouhly priemet do roviny m a Ay zas jeho
pravouhly priemet do priamky o. Nech ¢ = |A1, O], ¢ € (0, 27) je velkost uhla polpriamok
OJ, OA;, ak A & o, resp ¢ =0, ak A € 0. Nech

" |0, Agl|, ak As lezi na polpriamke O.J'
| -0, As|, ak Ay nelezi na polpriamke O.J’

Takto kazdému bodu A € E3 moZeme priradit trojicu redlnych ¢isel (o, ¢, u), ktorti nazyvame
cylindrické siradnice bodu A, pricom p € (0, 00), ¢ € (0, 27), u € (—o0, 0).

Obr. 6

Zvolme v E3 pravotocivi karteziansku stradnicovi ststavu (O, oz, 0y, 0,), kde 0, = p, 0, =
o, body J, J' st jednotkové body na osiach o, o, (obr. 6). Potom pre kartezidnske stiradnice
(z, y, z) bodu A, ktorého cylindrické siradnice st (g, ¢, u), plati

T = 0CoS P
y = psingp
zZ=u
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Sféricka stradnicova ststava.

V Ej zvolme rovinu 7, priamku p C « a body O € p, J; € p tak, aby |0, Ji| = 1. Rovina
7 rozdeluje priestor E3 na dva polpriestory, z ktorych jeden ozna¢me E;’ a druhy E; (obr. 7).
Trojicu (O, polpriamka O.J;, w) nazyvame sférickd sdradnicovd sustava.

Nech A je Tubovolny bod priestoru E3 a A je jeho pravouhly priemet do roviny m. Definujme:

0= ‘Oa A|7

¢ € (0, 27) je velkost kladne orientovaného uhla polpriamok O.J;, O A; so zaciatoénym rame-
nom OJy, ak A1 #0 a ¢ =0, ak A1 = O;

1 je velkost kladne orientovaného uhla polpriamok OA;, O A (zaciatoénym ramenom je OA;),
ak A € Ef, A# O, A # O, pricom v € (0, ),

1) je velkost zaporne orientovaného uhla polpriamok OA;, OA (zaciatoénym ramenom je OA;),
ak A€ E5, A# O, Ay # O,, pricom 9 € (-7, 0),

wzg,akAeEg',A#O,Ale,

P =0,ak A=0,

p=-5,ak A€E;, A#0, A = O,

Takto kazdému bodu A € E3 mozeme priradit trojicu redlnych ¢isel (o, ¢, 1), ktori nazyvame
sféricke siradnice bodu A, pricom p € (0, 00), ¢ € (0, 27), ¥ € (=7, T).

Zvolme v Ej pravotodivi kartezidnsku stradnicova sustavu (O, oz, 0y, 0,), kde o, = p,
oy C m, 0y L oy, 0, L m. Jednotkovymi bodmi na stradnicovych osiach o, oy, 0, v uvedenom
poradi st body Ji, Ja, J3, pricom J;3 € EF. Potom pre kartezidnske stradnice (, y, 2) a sférické
stradnice bodu A plati:

T = COS  Cos 1
Yy = psin p cos P
z = psiny

1.2. Vektorovy pocet v trojrozmernom priestore.

Vektor a jeho siiradnice.

V priestore E3 zvolme tisecku AB. Ak uréime poradie jej krajnych bodov, napr., Ze A je prvym
a B je druhym v poradi, tak tato tsecku oznacujeme AB a nazyvame orientovanou tuseckou.
Bod A je jej zaciatoénym a bod B koncoviym bodom. Graficky ju znazorinujeme ako tsecku so
sipkou pri koncovom bode. Medzi orientované tisecky budeme pocitat aj tzv. nulové orientované
dsecky, v ktorych zaéiatoény a koncovy bod splyvaju.

Definicia 1.1. Dve orientované tsecky 1@, @ nazyvame ekvipolentné a piSeme 1@ ~ @,
ak stredy usefiek AD a BC st totozné (Obr. 8).

Poznamka 1.1. Ak st orientované tisecky E, @ ekvipolentné, tak zrejme orientovana tsecka
@ vznikne z orientovanej tise¢ky AB rovnobeznym posunutim. Teda v tomto posunuti sa
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D

Obr. 8

zaciatoény bod orientovanej tsecky A§ zobrazi na zadiatocny bod orientovanej tsecky 013 a
koncovy bod sa zobrazi na koncovy bod.

Definicia 1.2. Nech ﬁ je TubovoIn4 orientovana tsecka v E3. Mnozina vSetkych orientovanych
useciek ekvipolentnych s AB sa nazyva vektor v Es.

Vektory budeme oznacovat tak ako n-tice, teda @, b, W, w apod. Ak @ je vektor uréeny
orientovanou useckou 1@, tak kazdu orientovant tsecku ﬁ €u (t.j. XY ~ AB) nazyvame
reprezentantom vektora u, tiez hovorime, ze XY je umiestnenim vektora w do bodu X. Vektor
reprezentovany nulovou orientovanou tseckou AA nazyvame nulovym vektorom a oznacujeme

ho 0.
Nech ﬁ a @ st reprezentanti vektorov u a . Potom, vzhladom na definiciu vektora, mozno
rovnost vektorov @ a T charakterizovat takto:

=7 & AB ~ CD

Majme v Eg zvolent kartezidnsku stradnicovii suistavu a nech body A, B, C, D maja
v tejto stradnicovej sistave stradnice A = (ay, ag, az), B = (b1, be, b3), C = (c1, c9, c3),
D = (dy, do, d3).

Veta 1.1. Orientované tsecky ﬁ a @ su ekvipolentné prave vtedy, ked
b —a; =d; —¢; pre vietky i€ {1, 2, 3}

Dékaz
Orientované tsecky 1@ a @ si ekvipolentné prave vtedy, ked stredy tusec¢iek AB a CD su
totozné, t.j. pre stred S = (s1, s9, s3) tychto tseciek plati
a; +b; G+ d;
2 2
Odtial ihned vyplyva tvrdenie vety.

8; = pre vsetky i € {1, 2, 3}

O

Tato veta ndm hovori, Ze pre Tubovolné orientované tsecky, ktoré reprezentuji ten isty vektor,

je rozdiel stiradnic koncového a zaciatoéného bodu stile rovnaky. To ndm umozZiuje definovat
sturadnice vektora.

Definicia 1.3. Nech orientovani tsecka 1@, kde A = (ay, ag, a3), B = (by, b, b3), je repre-
zentantom vektora u. Potom trojicu (uy, ug, usz), kde

uy = by — ay, ug = by — ag, uz = bz —ag
nazyvame suradnicami vektora u a piSeme
u = (ula u2, U3)

Teraz vieme kazdému vektoru jednoznacne priradit trojicu ¢isel. Plati to aj naopak. Trojici
(v1, v9, v3) je priradeny vektor reprezentovany orientovanou useckou OV, kde O = (0, 0, 0), V =
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(v1, v9, v3). Na zdklade tohto mdzeme povedat, ze pre Tubovolné dva vektory u, U, ktoré maji
sturadnice (u1, ug, usg), (v1, v, v3) plati

u =717 prave vtedy, ked (u1, ug, uz) = (v1, ve, v3)

Spdsob, akym sme zaviedli siradnice vektora, nis priam nabada definovat rozdiel bodov a
stucet bodu a vektora:

Definicia 1.4. Rozdielom bodov B, A, v uvedenom poradi, nazyvame vektor @, ktory je repre-
zentovany orientovanou useckou Aé a piseme

u=B-A
Definicia 1.5. Siuctom bodu A a wvektora u nazyvame bod B, pre ktory plati w = B — A a
piseme
B=A+u
Dohodnime sa, ze ak bod resp. vektor oznac¢ime nejakym pismenom (velkym resp. malym s

pruhom), tak jeho kartezidnske siradnice budeme oznacovat (pokial sa nedohodneme inak) tym
istym (vzdy malym) pismenom s indexami, napr. M = (m1, mo, m3), € = (e1, e, €3).

Zakladné operacie s vektormi.

Ozna¢me V(E3) mnozinu v8etkych vektorov v E3. Na tejto mnozine budeme definovat sucet
vektorov a nasobok vektora redlnym cislom.

Definicia 1.6. Nech u, v st vektory urcené orientovanymi tseckami A§ B(% v uvedenom
) )

poradi. Potom vektor w reprezentovany orientovanou usectkou AC' nazyvame suctom vektorov

u, U (obr. 9) a piseme

w=u-+7v

Obr. 9

Priklad 1.1. Dany je rovnobeznosten ABCDA'B'C’'D'. Vyjadrime vrcholy tohto rovnobeznos-
tena pomocou bodu A a vektorova=B - A, b=D - A, c= A" — A.

Riesenie
7 obrazku 10 priamo vidiet, Ze
B =A+a,
C—-—A=(B-A)+(C—-B)=a+b, odkial C = A + (a +b),
D=A+b,
A'=A+¢,
B' —-A=a+c¢

C'—A=(C—-A)+(C'"-C)=(a+b)+¢, odkial C' = A+ [(@+b) + |
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Obr. 10

Pozndmka 1.2. Na prvy pohlad by sa mohlo zdat, %e stcéet vektorov zavisi od vyberu umiest-
nenia vektora @ do bodu A. Ukazeme, Ze tomu tak nie je.
w=C—-A= (cl—al, 02—a2,03—a3):

= (61—b1+b1—a1,62—b2+b2—a2, 03—b3+b3—a3) =

= (v1 4 u1, vy + ug, v3 + uz) = (u1, ug, uz) + (vy, ve, v3)
Vidime, ze stiradnice vektora w zavisia len od stradnic vektorov @ a v a tie nezavisia od vyberu
reprezentantov. Zaroven sme ukazali, ze suradnice su¢tu dvoch vektorov dotaneme ako sucet
suradnic tychto vektorov, teda

Veta 1.2. Pre kazdé dva vektory uw = (u1, ug, us), 0 = (v1, ve, vs) plati

u+v= (’LL1 + v1, U2 + V9, U3 +’03) = (ul, U9, U3) + (’01, Vg, U3)
Definicia 1.7. Nech E je reprezentant vektora u a <y je redlne ¢islo. Potom sucinom cisla ~y
a vektora u nazyvame vektor «y - u, ktory definujeme takto:

Akﬂzgalebo'y:(], tak v-u = 0.
Ak @ # 0 a v # 0, zostrojme bod C tak, aby pre velkost useciek AB a AC platila rovnost

4, C| = 1llA, B
pricom pre v > 0 bod C lezi na polpriamke AB a pre v < 0 na polpriamke k nej opacnej.
Stéinom 7y - @ potom nazyvame vektor urdeny orientovanou tseckou AC (obr. 11).

™
°n

y>0
Obr. 11

Veta 1.3. Pre kazdé v € R a kazdy vektor uw = (u1, ug, uz) € V(E3) plati
VU= (’Yula yu2, 7“3)

Dékaz

Ak y=0alebow =0, tak v-uw =0 = (0,0,0) a taktiez (yuy, yus, yus) = (0,0,0).

Nech v # 0 a w # 0. Umiestnime vektor u do zaciatku O stradnicovej stistavy. Potom
u = U — O, pri¢om bod U mé rovnaké siradnice ako vektor @, teda (u1, ug, ug). Nech V je bod
priamky OU, pre ktory |O, V| = |y||O, U|, pricom bod V lezi na polpriamke OU, ak v > 0,
resp. na opacnej polpriamke k OU, ak v < 0. Potom v-u =V — O = (v1, vg, v3). Ozna¢me
U, V; pravouhlé priemety bodov U, V', v uvedenom poradi, do siiradnicovej osi o,. Body U, V,
maju na osi o, stiradnice v poradi uq, vy. Tieto ¢isla su sti¢asne kladné alebo sticasne zaporné,
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ak je v kladné, a st opa¢ného znamienka, ak je v zadporné. DokdZeme rovnost v1 = yu;.

V pripade, Zze priamka OU je kolma na os o, plati U, = V, = O ¢ize uy = v1 = 0 a teda

v = YUq.

Ak priamky OU, o, nie su kolmé a ani totozné, tak trojuholniky OU,U, OV,V su podobné a

plati

"7|: ‘Oa V‘ — |Oa VZE‘ :M:
0, U] 10, Us| ||

Tato rovnost plati aj v pripade, ked st priamky OU a o, totozné. Vtedy totiz U = U, a V = V.

Z predoslych tivah vyplyva, ze L je kladné ¢islo prave vtedy, ked je v kladné. Potom vSak

u1

U1

U1

U1

U1
odkial
U1 = Yu1
Podobne sa dokaze: vo = yusa, vz = yus.
O
Scitovanie vektorov a nésobenie vektora ¢islom pomocou siradnic je rovnaké ako séitovanie
n-tic a nédsobenie n-tice ¢islom, preto zrejme plati

Veta 1.4. Pre kazdé 7,75,z € V(E3) a a, 8 € R plati

1) z+y=9y+7

(2) @+Y) +z2=7+ (7 +2)

B)z+0=7T

4)z+(-1)-T=0

5)1-T=7

(6) (aB) -T=a-(8-7)

(M a- T+y)=a-T+p-7y

8) (a+B) T=a-T+B-7 ~
(9) a-Z =0 prave vtedy, ked « = 0 alebo T =0

Poznamka 1.3.

(1) Vektor (—1) - Z sa nazyva opacny vektor k vektoru T a oznacuje sa —T.

) Namiesto a - T budeme pisat len az.

) T + (—7) budeme skracovat na T — 7.

) Mnozinu V(E3), spolu s opericiou suctu vektorov a nasobenia vektora redlnym ¢islom
nazyvame vektorovym priestorom.

Linearna zavislost a nezavislost vektorov.

Operécie suctu vektorov a nasobenia vektora ¢islom vo vektorovom priestore V(E3) maji
rovnaké vlastnosti ako obdobné operacie v aritmetickom priestore R?. Preto mézeme vo vekto-
rovom priestore zaviest pojmy linedrna kombindcia vektorov, linedrne zdvislost resp. nezdvislost
vektorov rovnako ako v aritmetickom priestore.

Priklad 1.2. UkdZeme, ze vektory €; = J; — O, i € {1, 2, 3}, kde Jy, Jo, J3 st jednotkové
body na saradnicovych osiach a O je zaciatok stradnicovej sustavy, sa linedrne nezavislé.

Riesenie
Zistime, pre aké ¢isla aq, a9, as je splnend rovnost
Q1€ + agey + azés =0
Ak sem dosadime stradnice vektorov, dostaneme
a1(1, 0, 0) + a2(0, 1, 0) + a3(0, 0, 1) = (0, 0, 0)

odkial
(a1, a2, a3) = (0, 0, 0)
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Vsetky koeficienty «; st nulové, preto vektory €1, €9, €3 s linedrne nezavislé.

Veta 1.5. Dva vektory st linedrne zavislé prave vtedy, ked ich mozno umiestnit na jednu
priamku.

Dékaz
Dva vektory su linedrne zavislé prave vtedy, ked jeden z nich je ndsobkom druhého. Podla
definicie sti¢inu ¢isla a vektora to je mozné len ked oba vektory maji umiestnenie na jednej

priamke.
O

Veta 1.6. Tri vektory st linedrne zévislé prave vtedy, ked sa daji umiestnit do jednej roviny.

Dokaz
Nech vektory w, v, w st linedrne zavislé. Potom jeden z nich je linedrnou kombinéciou ostat-
nych. Bez ujmy na v8eobecnosti mozeme predpokladat, ze
w= au + fv
AT | 7 a AB j 7 '
Nech AB je reprezentantom vektora u a AB' je reprezentantom vektora au. Body A, B, B
zrejme lezia na jednej priamke, oznaéme ju p. Nech dalej B'C' je reprezentantom vektora v a

B'C’ je reprezentantom vektora $v. Aj v tomto pripade lezia body B’, C, C' na jednej priamke,
povedzme q. Priamky p, ¢ st bud rdznobezné alebo totozné. V oboch pripadoch lezia v tej istej
rovine, ozna¢me ju p. V rovine p lezia aj orientované tsecky E, B'C" a AC', o st reprezentanti
vektorov v poradi u, U, w.
Predpokladajme teraz, 7e vektory @, U, w je mozné umiestnit do jednej roviny. T rovinu

oznacme o. Pre tieto vektory plati prave jedna z moznosti

(1) niektoré dva vektory st linedrne zavislé,

(2) kazdé dva vektory si lindrne nezavislé.
V prvom pripade st linedrne zavislé vSetky tri vektory. Uvazujme, Ze nastala druhd moznost.
V tomto pripade sa vSetky tri vektory nenulové. Nech AB, AC', AD st reprezentanti vektorov

Obr. 12

u, v, w v uvedenom poradi, pricom A, B, C, D € o. Priamky AB, AC st roznobezné, lebo
vektory w = B — A, 7 = C — A st linedrne nezdvislé. Vedme bodom D priamku p rovnobezni s
priamkou AC' a priamku g rovnobeznt s priamkou AB (obr. 12). Nech B’ = pnAB, C' = ¢qn AC.
Potom existuju nenulové ¢isla a, 3 tak, 7e au = B' — A, fu =C'— AanavySe w =D — A =
au + pu. To vSak znamend, 7e vektory u, v, w su linedrne zavislé.

O
Veta 1.7. Kazdé styri vektory vektorového priestoru V(Ej3) st linedrne zavislé.

Dékaz

Nech @y,uy,us,ug € V(E3). Ak st prvé tri vektory linedrne zavislé, tak si linedrne za-
vislé vSetky Styri. Predpokladajme, Ze prvé tri vektory st linedrne nezavislé. Zvolme body
A, By, By, Bs, By tak, ze u; = B; — A pre i € {1, 2, 3, 4}. Potom priamky AB;, ABy, ABj3
st rdznobezné a nelezia v jednej rovine. Vedme bodom By rovinu o7 rovnobezni s priamkami
ABy, ABj3, rovinu 09 rovnobezni s priamkami AB;, ABs a rovinu o3 rovnobeznu s priamkami
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AB;y, ABjy. Nech B;- = ABjNoj pre j € {1, 2, 3}. Potom zrejme existuju ¢isla J3; tak, 7Ze
B;- — A = Bju; a navyse Uy = (17U + folia + B3u3. Vektor wy je linedrnou kombinéciou ostatnych
vektorov, preto tieto vektory su linedrne zavislé.

O
Poznamka 1.4. Vo vektorovom priestore V(E3) sa pouZiva aj nasledujiica terminoldgia:
Vektory @y, ..., u (k > 2) sa nazyvaja kolinedrne, ak kazdé dva z nich su linedrne zivislé.
Vektory @y, ..., uy (k > 3) sa nazyvaja komplandarne, ak kazdé tri z nich st linedrne zavislé.

Priklad 1.3. Zistime, ¢i body A = (1, —1,1), B = (2, 1,4), C = (3, 3, 7) leZia na jednej
priamke.
Riesenie
Body A, B, C lezia na jednej priamke prave vtedy, ked st vektory B — A, C — A kolinearne.
Kedze
B-A=(1,2,3),C—-A=(2,4,6)=2(1,2,3)=2(B— A)

body A, B, C lezia na jednej priamke.
|

Definicia 1.8. Usporiadand trojica linedrne nezavislych vektorov z V(E3) sa nazyva usporia-
dand baza.

Veta 1.8. Nech (@, b, ¢) je usporiadana baza. Potom kazdy vektor z V(E3) sa d4 vyjadrit ako
linearna kombindcia prvkov a, b, ¢. Toto vyjadrenie je az na poradie s¢itancov jednoznacéné.

Dékaz
Nech @ je Tubolny vektor. Podla predoslej vety st vektory @, b, ¢, @ linedrne zivislé. Existuji
teda ¢isla a, f, 7, v, z ktorych aspon jedno je nenulové, tak, ze

a@ + b+ e +vu =0

Ak by v = 0, znamenalo by to, Ze vektory @, b, € st linedrne zavislé, ¢o nie je pravda. Preto
v # 0 a mdzeme vyjadrit vektor u:

G=——a——b— "¢

v

o EE
v

SRS

Predpokladajme, 7e s mozné dve vyjadrenia:

U= 1@+ fib+ e
u = agoa + Bab + sC
Potom
0=u—-u=(a; —az)a+ (81 — f2)b+ (71 — 72)C

7 linearnej nezavislosti vektorov @, b, € vyplyva

ar—ay=0, 01 -02=0,711—72=0
odkial
ar =y, B =02, 1=
O

Rozozndvame dva typy usporiadanych baz. Umiestnime vektory usporiadanej bazy (uy,us, u3)
do spolo¢ného bodu A. Ak pozorovatel stoji v bode A v smere vektora u3 tak, Ze pred sebou vidi
umiestnenia prvych dvoch vektorov usporiadanej bazy a umiestnenie vektora u; je vlavo (resp.
vpravo) od umiestnenia vektora us, potom usporiadand baza (uy, us, u3) sa nazyva lavotocivd
(resp. pravotociva). Dve bazy, ktoré st obe bud pravotocdivé alebo obe lavotocivé, sa nazyvaju
stihlasne orientované. Dve bézy, z ktorych jedna je lavotoc¢iva a jedna pravotodivd, sa nazyvaji
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nesthlasne orientované.

Nech pre vektory @, b, ¢ plati

a = a1u] + a2Us + azus

b= by + boug + bsus

C = C1U1 + CoUy + C3U3
D4 sa dokazat, ze (@, b, ¢) je baza stihlasne (resp. nestihlasne) orientovana s bazou (w, o, U3)
prave vtedy, ked determinant

ay, a2, as
bla b21 b3
c1, C2, C3

je kladny (resp. zaporny).
1.3. Metrické vlastnosti vektorov v Ej.

V tejto ¢asti zavedieme do vektorového priestoru pojmy sivisiace s pojmami vzdialenost ¢
dl7ka a velkost uhla, ktoré st definované v euklidovskom priestore E3. Aj teraz budeme pracovat
v pevne zvolenej kartezidnskej siradnicovej ststave (O, o0y, 0y, 0,).

Skalarny sudin.

Definicia 1.9. Nech ﬁ je reprezentantom vektora u. Velkostou (tiez normou) vektora u nazy-
vame vzdialenost bodov A, B. Vektor, ktorého velkost je 1, sa nazyva jednotkovy vektor. Velkost
vektora @ budeme oznacovat |[ul|.

Veta 1.9. Pre kazdy vektor w a kazdé realne ¢islo a plati

(1) [[z]| >0 ~
(2) ||a|| = 0 prave vtedy, ked w = 0
(3) [le@|| = laf |[a]]

Dokaz

Vyplyva priamo z definicie velkosti vektora a definicie sti¢inu ¢isla a vektora.
O

Priklad 1.4. Nech w je nenulovy vektor, r je kladné redlne ¢&islo. Najdime vsetky vektory v,
ktoré vyhovuji podmienkam
(1) vektory w, v st linedrne zavislé,
(2) ful =r.
Riesenie B
Ked7e vektory @, U su linedrne zdvislé a u # 0, existuje také o € R, %e ¥ = am. Pre normu
vektora v potom plati
r = o] = llou] = | [[]]
odkial
o] = o
1]

Podmienkam (1) a (2) vyhovuji teda prave dva navzajom opacné vektory, a to

<

Ti=—7u a Ty=-—7u
il |

Veta 1.10. Pre velkost vektora @ = (u1, ug, ug) plati
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Dokaz

Nech E je reprezentantom vektora u. Potom u; = b1 — ay, us = b — as, ug = bz — as,

[l = [A, Bl = /(b1 — a1)? + (by — a2)? + (b3 — a3)? = \/ui + u3 + w3

Definicia 1.10. Nech orientované tisecky ﬁ a R st reprezentantami vektorov w a v. Uhlom
nenulovych vektorov u, v nazyvame velkost uhla polpriamok AB, AC. Budeme ho oznacovat
Z(u, v).

Pozndmka 1.5. 7 definicie vyplyva, ze Z(u, v) € (0, 7).

O

Definicia 1.11. Skaldrnym sucinom vektorov u, v nazyvame ¢islo
[ ] cos £(, 7), ak @ #0, 5 #0
0T = ~ ~
0, ak w =0, alebov =0

Obr. 13

Poznamka 1.6. Z definicie skalarneho st¢inu priamo vyplyvaji vzorce na vypocet uhla nenu-
lovych vektorov u, ©

u.v
L(a, 7)) = —Y
08 £(%: ) = [

| = vVu.u
= u.w, tak predo$ly vzorec mdZeme pisat v tvare
|| = Va? alebo |[a? =1u?

Veta 1.11. Pre Tubovolné dva vektory @ = (uq, us, us), v = (vy, ve, v3) plati

a velkosti Ilubovolného vektora

Ak pouZijeme oznadenie T >

u. v = u1v1 + ugvg + uzvs

Dékaz

a) Predpokladajme, Ze vektory @, U st linedrne nezavislé. Ich uhol ozna¢me ¢ a v priestore
zvolme body A, B, C (obr. 13) tak, ze u = B — A, v = C — A. Potom A, B, C st vrcholy
trojuholnika a v —u = C — B, |A, B| = |4||, |4, C| = ||7]|, |B, C| = ||[v — u||. PodIa kosinusovej
vety

17— @lf* = [[@l|* + [ — 2[[al|[7]| cos ¢
Cize
(01 = u1)® + (v2 — u)® + (v3 — u3)® = ui +u3 + uj + v} + v3 + v3 — 2(u)

Po jednoduchej uprave dostaneme tvrdenie vety.

b) Nech vektory @, ¥ si linedrne zavislé. Potom jeden z nich je ndsobkom druhého. Nech napr.
v = au. Ak a = 0, tak w = (0, 0, 0) a evidentne w.T = ujvy + ugve + ugvy = 0. Ak a > 0,
tak uhol vektorov @, ¥ je ¢ = 0 a |acos0 = a. Ak a < 0, tak uhol vektorov @, 7 je ¢ = 7 a
|alcosm = (—a)(—1) = a. V oboch pripadoch

.0 = |[°|||a@| cos ¢ = |a cos p||T||? = a(u% + u% + u%) = uq (auy) + ug(aug) + usz(auz) =
= U1V + UV + u3zv3
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Veta 1.12. Pre kazdé vektory u, v, w a kazdé realne ¢islo « plati

(1) wo =

(2) w.(v + ):ﬂﬁ+ﬂm

(3) (cm).v = a(u.v)

(4) u? > 0, pricom
u?=0cu=0

Dokaz
Vsetky Styri vlastnosti sa Tahko dokdzu prechodom k stradniciam, napr. vlastnost (3) takto:

(o). v = (auy, aus, aug).(vi, ve, v3) = a(uiv] + vy + uzvy) = a(U.)
O
Priklad 1.5. Pre vektory @, b, ¢ € V(E3) plati
[all = Jol = llell =1, a+b+ec=

Aké uhly zvieraju tieto vektory?

o]

Riesenie
Postupnym skaldrnym vynasobenim rovnosti @+ b + ¢ = 0 vektormi @, b, ¢ dostaneme

ac+be+|c|? =
po uprave
ab+ac= -1
ab+bc= -1
ac+bc= -1

¢o je sustava linedrnych rovnic s neznamymi a.b, a.¢, b.c. Pomocou ERO upravime rozsirent
maticu tejto ststavy na redukovany stupnovity tvar:

1, 1, 0] -1 1, 1, 0|-1 1, 1, 0]-1 1, 0, 0|—3
1, 0, 1|{-1 |~f0 -1, 1| O |~| 0 -1, 1| 0 |~ 0 1, 0|—%
0, 1, 1]-1 0, 1, 1]-1 0, 0, 2|-1 0, 0, 1]-1

7 poslednej matice vyplyva

— - 1
ab=ac=bc=—-
2
Pre uhol ¢ vektorov @, b potom plati
a.b 1
COSp = —— = ——
lall flof 2

z oho ¢ = Zm. Analogicky vypocitame, ze Z(a, ¢) = £(b, ¢) =

OJI[\D

Priklad 1.6. Vypocitajme velkost vntatorného uhla trojuholnika ABC pri vrchole A, ak A =
(3’ 3’ 0)’ B = (4’ ]" 2)’ C = (1’ ]" 8)'

Riesenie
Pre velkost o vnitorného uhla pri vrchole A zrejme plati « = Z(B — A, C' — A), preto
B-A).(C-A 1, =2, 2).(-2, =2, 8 —24+4+416 1
o B-AC-A) (1,-29(2 28 vaq L

IB=A[IC—A] 1, 2 212 -2 9] ViTdiivitiied vz

odkial dostaneme o = 7.
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Definicia 1.12. Hovorime, ze vektory w, v st navzdjom resp. na seba kolmé a oznaCujeme
u L v, ak w.w = 0.

Poznamka 1.7. Uvedomme si, ze dva vektory st na seba kolmé, ak niektory z nich je nulovy,

alebo oba st nenulové a ich uhol je 7.

Priklad 1.7. N4jdime vektor T vyhovujici podmienkam
(1) [z] =6, B
(2) vektory 7, @ = (1, 0, 2), b = (=2, 1, 0) st komplanérne,
(3) vektor T je kolmy na vektor ¢ = (1, —1, 1).
Riesenie B
Z druhej podmienky vyplyva, Ze vektor T je linedrnou kombinéciou vektorov a, b, teda
Z=aa+ b= (a—28, B 2a)
pre vhodné «, 8. Tretia podmienka bude splnen prave vtedy, ked T.¢ = 0, teda
a—28—-F+2a=0
Odtial dostaneme o = 8 a potom
T=(—a, a 2a) =a(-1,1,2)

Z prvej vlastnosti vyplyva

6 = |a[/(-1)2+ 12 + 22 = |a|V6
odkial |a| = v/6. Uvedenym podmienkam vyhovujt dva vektory
T = \/6(_17 L, 2)7 Ty = _\/g(_]-a L 2)
|

Veta 1.13. Ku kazdym dvom vektorom %, v, ¥ # 0, existuje prave jeden vektor 7y kolinedrny
s 7 splhajici podmienku @ — @y L .

Dokaz
PodTla predpokladu (obr. 14) 5y = av a (@ — ug).v = 0, odkial
(@—av)v=0
uv —av? =0
Kedze ||[7]|? = 92 # 0, m4 tato rovnica jediné rieSenie
u.v
a=—
@]
Teda —
_ AT
Uy = 7—5 9
w1/
0
l_l l_l' l_lo
—
u ‘ v
Obr. 14

Definicia 1.13. Vektor uy definovany v predchadzajicej vete sa nazyva ortogondlny priemet
vektora u do vektora v.
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Priklad 1.8. Vypocitajme velkost vysky na stranu ¢ v trojuholniku ABC, ak A = (2, 1, 3),
B=(-1,21), C=(3, -1, 0).
Riesenie

Oznaéme P pitu kolmice vedenej z bodu C na stranu c. Potom vektor wg = P — A je

ortogonalnym priemetom vektora @ = C' — A do vektora 7 = B — A a teda
v (1, =2, —3).(=3, 1, —2)

v =

2 9+1+4

Teraz mozeme urcit bod P a velkost vysky v,:

Uug =

(3,1, -2) = - (=3, 1, -2)

v 14

_ 1 1
P=A+u=(21,3) + 7 (=3, 1, ~2) = 77 (25, 15, 40)

1 1 1 9v14
.=|P,Cl=|C-P|=|— (17, =29, 2)|| = — /2 Ad+d=—1134="S"
ve=|P, C| = |C = P|| = |7 (17, =29, )| = — V289 + 841 +4 = — V/I134 = =

|

Definicia 1.14. Usporiadand baza sa nazyva ortogondlna, ak kazdé jej dva vektory s na
seba kolmé. Ortogonédlna béaza, ktorej vSetky vektory st jednotkové (ich velkost je 1) sa nazyva
ortonormdalna.

Poznamka 1.8. Ak J;, Jy, J3 sa jednotkové body na stradnicovych osiach oz, oy, 0, a € =
Ji—0=(1,0,0),e=Jo—0 =(0,1,0), e3 = J3 — O = (0, 0, 1), tak usporiadana béaza
(€1, €2, €3) je zrejme ortonormalna.

Bodom O a usporiadanou bazou (€1, €, €3) je suradnicova ststava (O, oz, 0y, 0,) jednoznacne
charakterizovana, preto ju budeme oznacovat aj (O, €, €2, €3).

Vsimnime si, Ze lubovolny vektor = (uy, ug, uz) mozeme vyjadrit v tvare u = u;€;+ug€a+uses.

Vektorovy siéin.

Definicia 1.15. Vektorovym sicinom vektorov u = (uy, ug, us), v = (v, ve, v3) nazyvame
vektor
_ Uz, U Uy, u uy, U
TXT = 25 3 . — 1, 3 1 2
V2, U3 U1, U3 U1, V2

Poznamka 1.9. Vektorovy stéin vektorov u, 7 mozeme formélne vyjadrit v tvare
Ela 627 [
UXv=1_|u, U, U3
V1, V2, U3
Ak totiz vyraz na pravej strane povazujeme za determinant, pricom vektory €;, €, €3 docCasne
povazujeme za ¢isla, tak rozvojom tohto determinantu podla podla prvého riadku dostaneme

Uz, U3 | Uy, U3 |- Uy, U2 |- < U2, U3 Uy, u3 Uy, U2 )
€ — ex + €3 = y
V2, U3 U1, U3 U1, V2 V2, U3 U1, U3 V1, U2
Priklad 1.9. Vypoditajme u x 7, ak uw = (2, 0, —1), v = (1, 2, 3).
Riesenie
Ela EQ? E3 _ _
uxv=| 2, 0, -1]|= 0, 1 e — 2, 1 e + 2, 0 e3 = (2, —7,4)
2, 3 1, 3 1, 2
1, 2, 3
|
Veta 1.14. Nech u, v, w € V(E3), a € R, potom
(1) uxv=-7x1u,
(2) (af) x T =1 x (a¥) = (T x 7),
(B) (W+D)XW=UXW+7T X W.
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Dokaz

BRA

Nech uw = (ula u2, U3), v = (vla V2, U3)a w = (wla w2, ’LU3).

o u u U, U3 uy, u2
(1) uxv= 2 y ’ ) ’ =
V2, U3 U1, U3 U1, U2
v v v v v v _
_ B 2y 3 ’ 1 3 . — 1 2 — X
U2, U3 Uy, U3 Ur, U2
N au au auy, ou auy, oUug
(2) (ouw) xv = N R ’ =
v2, U3 v, U3 v, 2
U U Uy, U Uy, U9 _
- 29 3 ’ 1 3 ’ ) — O((U % U)
V2, U3 U1, U3 U1, U2
u X (av) = —[(av) xu] = —a(v x u) = a(u x v)
Ela EQ; E3
(3) (ﬂ—i—@) Xw = | uy +vy, Uz +v, U3+V3 |=
w1y, w2, w3
e;, €z, €3 €1, €3, €3
=| u, U, U3 |+ | vy, V2, V3 |=UXW+UXW
w1, w2, W3 w1, W2, W3

O

Poznamka 1.10. Vektorovy sucin nie je komutativny a ani asociativny. Z toho dévodu vyraz
U X U X w nema zmysel.

Veta 1.15. Vektory @, ¥ st linedrne zavislé (kolinedrne) prave vtedy, ked u x v = 0.

Dokaz
Nech @, 7 st kolinearne vektory. To nastane prave vtedy, ked jeden z nich je ndsobkom druhého.
Bez ujmy na vSeobecnosti mdzeme predpokladat, ze 7 = au, kde a € R. Potom

ﬂ><5:< >:(0,0,0):6

Predpokladajme teraz, ze u X v
nulové, t.j.

Uz,
aug,

us
aus

Uy,
auy,

us
aus

uy,
auy,

Uz

) ) Qg

= 0. To plati prave vtedy, ked stradnice vektora uw x v st

U2V3 — U3V = 0
—u1v3 +uszvy =0
U1V — UV = 0
Chceme dokéazat, ze vektory @, U s linedrne zavislé. Mézu nastat dva pripady:
1. w = v = 0. Potom st vektory @, ¥ linedrne z4vislé.
2. Aspon jeden z vektorov u, U je nenulovy. Potom aspon jedna zo suradnic vektorov u, v je
rozna od nuly. Nech napriklad u; # 0 (dalsi postup by bol analogicky aj v pripade, Ze je rozna
od nuly ina stradnica). Z poslednych dvoch vyssie uvedenych rovnic vyplyva

(%] V1
V3 = —us, V2 = — U2
U1 Uy
Z toho a z evidentnej rovnosti
U1
V1 = — Uy
uy
vyplyva
_ V1 _
U= —1u
Cal

¢o znamend, ze vektory u, U si linedrne zavislé.
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Veta 1.16. Nech u, v s linedrne nezavislé vektory, potom
(1) uxv Lu,uxv L v,
(2) l[@ x| = [[all[[v] sin £(z, v),
(3) (u, v, w x U) je baza sihlasne orientovana s bazou (€, €9, €3).
Dokaz
(1) Staci dokazat, ze u.(u x v) = v.(u x v) = 0. Po¢itajme
Uy, U2, U3

= | U1, U2, U3z | = 0
V1, V2, U3

U2, U3
V2, U3

Uy, U3
U1, U3

Uy, U2

u.(u X 0) = uy 1. v
Y

— Uy + ug

Podobne sa ukaze, ze v.(u x v) = 0.
(2) [[@ % 7)* = (u2v3 — uzv2)® + (—u1vs + uzv1)? + (u1vs — ugv1)® =

= (uf +ud +ud) (v} + 03 +v3) — (w11 +ugv2 + uzvs)® = [[@)?||7])* - (@0)* =
= [@lP*|[Tl* — [[@]|*|7]]* cos £(@, 7) = [[@]|*||7]|* sin® £ (@, T)
Odtial a z faktu sin Z(w, v) > 0 vyplyva
I % 31| = |[a] 5] sin £(z, 7).
(3) Ak (wq, wy, w3) st stradnice vektorového stcéinu u X v, staci dokazat, ze determinant

uy, U2, U3
A= U1, V2, U3
wy, w2, w3

je kladny.
u u Uu u Uu Uu
A=wi| 2 P w0 g | 0 = w? b wd +wi >0
U2, U3 v, U3 U1, V2
w1 —w9 w3

O

Poznamka 1.11. Ak A je lubovolne zvoleny bod v Ejz, u, T st linedrne nezdvislé vektory,
B=A+u, C=A+9, D=A+ (u+7), tak body A, B, C st vrcholy trojuholnika, ktorého
plosny obsah je

1 1 |
P = E‘A, BJ|A, Clsina = 5”@””5” sin Z (@, 7) = §Hﬂ < 7

Z toho vyplyva, ze velkost vektorového stac¢inu vektorov @, U sa ¢iselne rovnéd plo§nému obsahu
rovnobeznika ABCD.

Priklad 1.10. Vypoéitajme |[(@+b) x (@ —b)||, ak ||al| =3, ||b|| =5, Z(a@, b) = 3.
Riesenie

@+b)x (@—b)=axa—axb+bxa—bxb=0—axb—axb—0=—-2(a@xb)
Potom

|@+b) x (@—0b)|| = ||-2@x b)|| = 2||@x b|| =2[[al ||b||sin L(@, b) = 2.3.5.*/7g =15V3
|
Priklad 1.11. Vypoditajme plosny obsah P trojuholnika ABC, ak A = (1, —1,2), B =
(27 Oa _2)7 C= (3a _2a 0)
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Riesenie
Nechu =B — A, v = C — A. Potom
Ela €2, E3
, 1, —4|=(-6e; —6ey —3e3) = —3(2, 2, 1),

uxv=|1
2, -1, -2

Zmiesany suéin.
Definicia 1.16. Zmiesanym sucinom vektorov u, v, w € V(E3) nazyvame redlne &islo, ktoré

oznacujeme [u, U, w] a definujeme takto:

[,

<

, W] =u.(U X W)

Poznamka 1.12. Nazov zmieSany sacéin naznacuje, ze s v nom ,zmieSané“ dva rézne suciny,
a to skaldrny a vektorovy. ZmieSany sucin teda neprinasa ni¢ nového, je vSak uzito¢nou symbo-
lickou skratkou a pouziva sa preto v rade vzorcov.

Veta 1.17. Pre kazdé tri vektory u, v, w plati rovnost
uy, U2, U3
[ﬂa v, m] =| Y1, V2, U3

wy, w2, W3

Dékaz
Uy, U2, U3
= U1, V2, U3
w1, w2, w3

V2, U3
w2, W3

U1, V2
wi, W2

<

[w, U, W] =u.(0 X W) = uy

O
Veta 1.18. Vektory w, U, w su linedrne zavislé (komplanarne) prave vtedy, ked [u, 7, w] = 0.

Dékaz
ZmieSany sucin vektorov @, v, w sa rovna determinantu matice zostavenej zo stradnic tychto
vektorov. Ten sa rovnd nule prave vtedy, ked ked st vektory @, v, w linearne zavislé.

U
Veta 1.19. Nech V je objem rovnobeznostena ABCDEFGH. Potom (obr. 15)
V=[B-A, D—- A, E - A

<l

Dékaz
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Oznaime @ = B— A, b= D — A, ¢ = E — A. Plosny obsah steny ABCD je P = HE X EH
Vyska v rovnobeznostena je normou vektora v, ktory je ortogonidlnym priemetom vektora ¢ do
vektora @ x b. Preto

X b — — |e.(@x b) _
V= Pv—Habu (@ )(axb)H:H HQH_XbH_‘ ‘:HE,I),EH

x B 5"

O

Priklad 1.12. Vypoditajme objem Stvorstena ABCD, ak A = (1, —1,2), B = (2,0, —2),
C=(3,-20),D=(111).

Riesenie B
Necha=B—-A, b=C—-A,¢c= 4 Stvorsten (trojboky ihlan) ABC'D mé plogny obsah
podstavy (trOJuholmk ABC) P = % H bH Jeho vyska v je ortogonalnym priemetom vektora
¢ do vektora @ x b. Preto
1 (@ x b _ 1 _
V:—Pv——H @xb)| ==|[a b ¢
’ H x| 6
~ , 1, -4 1, 1, -4 , 1, -4
[@.b,¢l=|2 -1, -2 |=|0, =3, 6 =30, -1, 2 =-9
0, 2, -1 0, 2, -1 0, 0, 3
v=ti@hdl=4-9-3

Cviéenie 1.
(1) Nech T je tazisko A ABC,t4 =T — A, tp =T — B,t¢c =T — C, Ukézte, ze plati
ta+tp+tc=0.

[Nech Sa, Sp, Sc st stredy stran BC, AC, AB;a=C - B,b=A-C,c¢=B - A. Z
vlastnosti taziska vyplyva t 4 = 2 (¢4 3a), tp = 3 (@+ 3b), tc = % (b+ i¢). Potom
tattpt+tc=2(+ia+a+ib+b+ic)=23@+b+e) =0
(2) Dany je stvorsten ABCD. Urcte
(a) (B—A4)+(D-B)+(C-D), [C - 4]
(b) (D—-A)+(B-C)+ (C— D), [B — A]
(c) ( B—A)+(D-C)+(C—-B)+(A-D). 0]
(3) Dany je stvorsten ABCD. Nech K, L, M, P, Q, R su stredy stran AB, BC, AC, AD,
BD, CD v uvedenom poradi,u = B— A5 =C - A,w =D — A. VyJadrlte vektory
a=3(-u+7v+w)
@a=R-K,b=Q—-M,¢=L~— P, pomocou vektorov @, v, w. | b= (i — v+ )
7= %(a 47— )
(4) Vypocitajte (@ — b)?, (2a — 3b)(3a + b), ak |[a]| = 3, ||b]| =4, Z(@,b) = Z.
[25 — 12v/2, 6 — 42V/2]
(5) Vypocitajte [[a + 5], Il b, ak |[all =5, 5] = 4, £(a,b) = 2r. V3T, VBT

(6) Pre vektory @ = (2, —3, 4), b= (-1, 5, 6) vypocitajte a.b, vV a2 cos Z(a, b). [7, \/%}
(7) Aky uhol zvieraji vektory @, b, ak vektor @ + 3b je kolmy na vektor 7@ — 5b a vektor

@ — 4b je kolmy na vektor 7a — 2b? [%]
(8) Vektor Z je kolmy na vektory @ = (2, 3, —1), b = (1, —1, 3). Néjdite jeho stiradnice, ak
(a) s vektorom & = (1, 0, 0) zviera tupy uhol a ||Z|| = v/138, (-8, 7, 5)]
(b) 7.¢ = 50, kde ¢ = (2, —3, 4). [22(8, -7, —5)]

(9) Nech A, B, C, D st lubovolné body leziace v jednej rovine. Vypocitajte
(C-B).D-A)+(A-C).(D-B)+(B-A).(D-0C) [0]

(10) Vypocitajte pravouhly priemet vektora w = B — A do vektora v = D — C, ak A =
(1, =2,4),B=(-3,-1,7),C=(4,2,-3), D= (1, —2,5). [%(—3, -4, 8)]
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(11) Vypoéitajte ||a x b||, ak |[@|| = 5, [|b]| = 8, @.b = 24. [32]

(12) Vypocitajte ||(3u +v) x (u — 3v)||, ak ||| = 3, ||[v]| =5, £(uw,v) = % [75]

(13) Vypocitajte plosny obsah A ABC, ak A = (3,2, —1), B = (4,4, -1), C = (3, 2, 2)
3
[5V5]
2

(14) Vypocitajte [E, b, E] a v pripade, ze (E, b, E) je baza, uréte, ¢ je lavotodiva alebo pra-
voto¢iva (stiradnice vektorov @, b, € st v pravotoéivej béze).

(a) @ = (13, 12, 11), b = (24, 23, 22), ¢ = (35, 34, 33), [0]
(b)a=(1,3,5),b=(8,9,7),¢c= (2,4, 6), [—6, Tavotocivd]
(15) Vypocitajte objem Stvorstena ABCD, ak A = (1,0,0), B = (1, 1,0), C = (2, 1, 0),
D=(1,2,3). [3]
(16) Vypocitajte objem a vysku Storbokého ihlana ABCDV, ak A = (2, —1, 2), B = (0, 0, 5),
C=(-1,0,5),D=(4, -3, —4),V = (1, 2, 1). [viska: v/10, objem: 22|

1.4. Linearne utvary v Ejs.

Predpokladame, 7e v E3 je zvolen kartezianska stradnicova stustava (O, €, €2, €3) a stradnice
vSetkych bodov a vektorov sa vztahuju k tejto stiradnicovej ststave.

Priamka.

Definicia 1.17. Smerovym vektorom priamky p nazyvame kazdy nenulovy vektor, ktory je
mozné umiestnit na priamku p.

Veta 1.20. Nech p je priamka urcéend dvomi réznymi bodmi A, B; u = B — A. Potom
X € p prave vtedy, ked existujet € R, ze X = A+ tu

Dokaz
Bod X lezi na priamke p prave vtedy, ked st vektory u, X — A kolinedrne. To nastane,
vzhladom k tomu, %e vektor @ je nenulovy, prave vtedy, ked vektor X — A je nasobkom vektora
u, t.j. existuje t € R, 7e X — A = tu, ¢ize X = A+ tu.
O

Rovnica
X=A+tu, tcR
sa nazyva vektorova rovnica priamky p.
Ak ju rozpiSeme do stradnic, pricom X = (z, y, z), dostaneme parametrické rovnice priamky p:

T = a4+ tug
Y = ag + tug
z=a3+tus, t ER

V pripade, Ze ujusug # 0, mdzeme z parametrickych rovnic eliminovat parameter ¢ a dostaneme

kanonické rovnice priamky p:
r — a1 Yy — as Z — a3

U1 U9 us
Poznamka 1.13. To, Ze priamka p je urcend bodmi A, B resp. bodom A a smerovym vektorom
u, budeme zapisovat takto: p = AB resp. p = Au.

Priklad 1.13. NapiSme parametrické a kanonické rovnice priamky p = AB, ak A = (1, 2, —3),
B = (-1, 1, 2) a zistime, ¢i na priamke p lezia body C = (3, 3, —8), D = (-1, 1, 1).

Riesenie
Vektor w = B — A = (-2, —1, 5) je smerovym vektorom priamky p. Potom
r=1-2¢
y=2-—1

z=-3+5t teR
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su parametrické rovnice a
r—1 y—2 2z+3

kanonické rovnice priamky p.
Dosadenim stiradnic bodu C do parametrickych rovnic priamky p dostaneme:
3=1-2t =t=-1
3=2—-t =t=-1
—8=-3+5t=>t=-1
Zistili sme, Ze existuje ¢, pre ktoré C = A + tu, teda C € p.
Ak do parametrickych rovnic dosadime bod D, dostaneme:
—1=1-2t =t=1
1=2—-t =t=1
1=-34+5t=t=%
Neexistuje ¢, pre ktoré by platilo D = A + tu, preto D ¢ p.

Rovina.

Definicia 1.18. Kazdy nenulovy vektor, ktory ma umiestnenie v rovine g, sa nazyva smerovy
vektor roviny o. Nenulovy vektor, ktory je kolmy na vSetky smerové vektory roviny g sa nazyva
normdlovy vektor roviny o.

Veta 1.21. Nech A, B, C st body roviny p neleziace na jednej priamke, u = B— A, 7= C — A,
7 je normalovy vektor roviny o. Potom p je mnozina bodov X, pre ktoré plati

X=A+su+tv, s,t €R

resp.
(X —-A uv]=0
resp.
(X —-A)mn=0
Dokaz

Bod X lezi v rovine p prave vtedy, ked vektory uw, 7, X — A st komplandrne, t.j. plati
(X — A, u, 7] =0.

Vektory u, v st linearne nezivislé. V takom pripade vektory u, v, X — A st komplanarne
prave vtedy, ked vektor X — A je linedrnou kombinaciou vektorov @, U, ¢ize X — A = su + {7,
odkial X = A + su + tv.

Normélovy vektor 7 je kolmy na vSetky vektory, ktoré sa daji umiestnit do roviny p. Teda
bod X lezi v rovine p prave vtedy, kedm L X — A, t.j. (X — A).n=0.

O

Rovnica
X=A+su+tv, s,teR
sa nazyva vektorovd rovnica roviny o. Ak ju rozpiSeme po suradniciach, dostaneme parametrické
rovnice:

T =aj+ suy + tvy
Yy = ag + sug + tvy
z = ag + sug + tvs, s,t € R
Upravou rovnice (X — A).7 = 0, pricom 7 = (a, b, ¢), dostaneme
(x —ay, y —as,z—az).(a, b,c) =0
ax+by+cz+(:aa1—ba2—ca3) =0
d

ax +by+cz+d=0
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Posledna rovnica sa nazyva vSeobecnd rovnica roviny o.

Poznamka 1.14. To, ze rovina g je dana a) bodmi A, B, C', b) bodom A a linedrne nezavislymi
smerovymi vektormi u, 7, ¢) bodom A a normalovym vektorom 7, budeme zapisovat a) o = ABC,
b) 0 = Au7, c¢) o = nA.

Priklad 1.14. NapiSme parametrické rovnice a vSeobecnt rovnicu roviny g, v ktorej lezi bod
A=(2,-1,1) apriamka p: (z,y, z) = (-3, 1, 2) + t(1, 1, —2).

Riesenie
Vektor u = (1, 1, —2) je smerovym vektorom priamky p a teda aj roviny p. Bod B = (-3, 1, 2)
priamky p lezi aj v rovine p a preto druhym smerovym vektorom roviny o je v = B — A =
(=5, 2, 1). Teraz uz modzeme napisat parametrické rovnice roviny p:
T=2+4+s5—05t
y=—1+s+2t
z=1-2s+1t, s,teR
Vseobecni rovnicu ziskame zo vztahu [X — A, @, 7] = 0.
z—2, y+1, z—-1
1, 1, -2 | =0
-5 2 1
5r—-2)4+9(y+1)+7(z-1) =0
5r+9y+T72—-8=0
|

Podla predchadzajicej vety, kazda rovina mé vSeobecnii rovnicu. Otazka je, ¢i kazda rovnica
az + by + cz + d = 0 je vSeobecnou rovnicou niektorej roviny. Odpoved na to dava tato veta.

Veta 1.22. Mnozina vSetkych bodov X € Ej, ktorych stradnice vyhovuju rovnici ax + by +
cz+d =0, pricom a® 4+ b + ¢® # 0, je rovina o = 1A, kde @ = (a, b, ¢), A = ”ﬁ” n

n.

Dékaz
Rovina ¢ = mA je uréend rovnicou (X —A).m = 0. Staci dokazat, ze (X —A).7m = ax+by+cz+d,
kde X = (z, y, z). Pocitajme:
(X — A) = ((X ~0)+ Wﬁ).ﬁ: (X —0)+d=(z,y 2).(a, b, c) +d=
=azx+by+cz+d

Vzajomna poloha priamok a rovin.

Veta 1.23. Priamky p = Au, ¢ = Bv su

a) mimobezné prave vtedy, ked [B — A, @, 7] # 0,
) r6znobezné prave vtedy, ked [B — A, u, 9] =0, u x v # 0,
c¢) rovnobezné a rdzne prave vtedy, ked uxv=0,(B—-A)xu#0,
) rovnobe#né a totozné prave vtedy, ked u x v =0, (B — A) x u = 0.
Dokaz
Hladajme spoloéné body priamok p, ¢, ktorych parametrické rovnice st
ac:al—i-tul $:b1+81)1
piq Y= a2+ tuy q:q y=Dby+sv
Z:a3+tU3 z:b3+8’03

Spolo¢né body odpovedaji tym hodnotam parametrov ¢, s, pre ktoré plati
a1 + tug = by + svq
as + tus = by + sv9
as + tus = by + svg
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Po jednoduchej tprave dostaneme pre nezndme hodnoty ¢, s siistavu linedrnych rovnic:

tu1 — SU1 = bl — a1
tUQ — SV = bQ — a9
tU3 — SU3 = b3 — as

Ozna¢me h hodnost matice tejto ststavy a h’ hodnost rozsirenej matice tejto sistavy. Pre tieto
hodnosti nastane prave jedna z moznosti:

a) h =2, k' = 3. To nastéva prave vtedy, ked stIpce rozgirenej matice stistavy, teda vektory
u, U, B — A, st linedrne nezavislé, t.j. [B — A, u, v] # 0. V tomto pripade sustava
nem4 rieSenie, t.j. pN ¢ = (). KedZe vektory %, ¥ nie st kolinedrne, priamky nemdzu byt
rovnobezné, su teda mimobezné.

b) h h' = 2. To plati prave vtedy, ked vektory @, T st linedrne nezavislé a vektory
U, U, B — A st linearne zavislé, t.j. u x v # 0, [B — A, w, v] = 0. V tomto pripade ma
stustava prave jedno rieSenie. Priamky p, ¢ maji spoloény jediny bod, st teda réznobezné.

¢) h =1, ' = 2. To plati prave vtedy, ked vektory u, v st linearne zavislé a vektory u, B— A
st lindrne nezavislé, t.j. u x v = 0, (B — A) x u # 0. V tomto pripade ststava nema
rieSenie, teda p N q = 0, a ked%e smerové vektory priamok p, g st kolinedrne, tak tieto
priamky st rovnobezné a rozne.

d) h = h' = 1. To nastane prave vtedy, ked vektory @, T a tiez u, B — A si linedrne zavislé,
tj.uxv =0, (B—A)xu=0.V tomto pripade stistava m4 rieSenie. Jednu neznidmu,
bud ¢ alebo s, mdzeme volit Tubovolne, a teda priamky p, ¢ maji vSetky svoje body
spoloéné, ¢ize p = q.

O

Priklad 1.15. Zistime vzajomnia polohu priamok p = Au, q = Bv, ked
a) A=(0,0,1), u=(21,0), B=(0,0,3), v=(1,1,1)
b) A=(7,5,3),a=(3,2,1), B=(0, -1, =2), v =(1, 2, 3)

Riesenie
0, 0, 2
a) Ked7e [B— A, w,v]=1 2, 1, 0 |=2+#0, st priamky p, ¢ mimobezné.
1, 1, 0

b) Vektory @, ¥ su linedrne nezavislé. Priamky p, ¢ si bud roznobezné alebo mimobezné.
Ktora z tychto moznosti nastane, zavisi od toho, ¢i maji spoloéné body alebo nie. Z pa-
rametrickych rovnic

p:e y=>5+2t qg:{ y=-142s
z=3+1 z=—2+3s

dostavame, ze hodnoty parametrov, ktorym odpovedaji spoloéné body priamok, su rie-
Senim sustavy

3t —2s = -7
2t —2s = —6
t—3s= -5
Tato sustava ma prave jedno rieSenie ¢ = —2, s = 1. Priamky p, ¢ st teda réznobezné.

Dosadenim hodnoty ¢ = —2 do parametrickych rovnic priamky p, resp. hodnoty s = 1 do
parametrickych rovnic priamky ¢ dostaneme spolo¢ny bod oboch piamok: @ = (1, 1, 1).

Veta 1.24. Priamka p = A% a rovina ¢ = 1B st
a) roznobezné prave vtedy, ked u.m # 0,
b) rovnobezné a p N p = () prave vtedy, ked u.m =0, (A — B).7w # 0,
¢) rovnobezné a p C p prave vtedy, kedun =0, (A — B).n =0
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Dokaz
Priamka p a rovina o sl urcené rovnicami
p: X=A+tu, teR 0:(X—-B)n=0
Hladajme ich spolo¢né body, t.j. rieSme ststavu rovnic

X=A+tu
(X-B)n=0

Dosadme vyjadrenie bodu X z prvej rovnice do druhej a po tiprave dostaneme
—t(un) =(A-B).n
Tato rovnica v pripade

a) u.m # 0, ma jediné riesenie. Teda priamka p a rovina o maju spolo¢ny prave jeden bod
atoQ =A- (‘4%& .

n vyplyva, Ze W je smerovym vektorom roviny p a teda priamka p rovina o st rovnobezné.
c)un=0a(A—- B)n =0, je splnend pre kazdé t € R a preto p C p.

O

Priklad 1.16. Zistime vzajomni polohu priamky p = Aw a roviny o = Bvw, ked A = (1, 3, 2),
u=(1,-1,-3),B=(-1,1,2), 5= (1, -2, 0), w = (0, 2, —3).

Riesenie
Ulohu moZeme riesit pomocou vektorovych rovnic priamky p a roviny o
p: X=A+1tu 0:Y =B4+rv+sw

Hladajme spolo¢né body priamky p a roviny p, t.j. také hodnoty parametrov ¢, r, s, ktoré po
dosadeni do rovnic priamky p a roviny p urcia ten isty bod X = Y. Porovnanim pravych stran
rovnic priamky a roviny dostaneme pre ¢, r, s vektorovii rovnicu

tu—rv—sw=B—-A

ktorad rozpisana do stradnic je sustavou troch linearnych rovnic o troch neznamych ¢, r, s

t — r = -2
-t 4+ 2r — 2s= -2
-3t + 3s=0

Tato ststava mé jediné rieSenie (¢, r, s) = (6, 8, 6), ¢omu odpoveda jediny spolo¢ny bod priamky
p a roviny p, a to bod @ = (7, —3, —16). Priamka p je s rovinou p réznobezna.

|
Veta 1.25. Roviny 7 =¢A, § = dB st
a) rdznobezné prave vtedy, ked @ x d # 0,
b) rovnobezné a yNd = () prave vtedy, ked e x d =0, (B — A).c¢ # 0,
¢) rovnobezné a y = § prave vtedy, kedex d =10, (B — A).c =

Dokaz
Vs8eobecné rovnice rovin v, § st

y:icx+coy+cezz+cg=0
(5:d1$+d2y+d32+d0:0

kde € = (cy, co, ¢3), d = (dy, do, d3). Hladajme spoloéné body rovin v, §, t.j. riesme ststavu
tvorenit vSeobecnymi rovnicami rovin v,d. Ak h resp. h’' je hodnost matice resp. rozSirenej
matice tejto sistavy, tak mozu nastat prave tri pripady:
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h = h' = 2. To plati prave vtedy, ked st riadky matice ststavy a teda vektory €, d
linedrne nezavislé, t.j. ¢ x d # 0. Stistava rovnic ma nekone¢ne vela riefeni, pricom jednu
z neznamych z, y, z je mozné zvolit Tubovolne. Povedzme, Ze je to x. V tom pripade
z =1, t € R a z rovnic sistavy je mozné vyjadrit y, z v tvare y = go + tug, 2 = q3 + tus.
Pre spolo¢né body rovin teda plati

([Ea Y, Z) = (07 q2, Q3) +t(lau2a U3), teR

¢o je vektorova rovnica priamky. Prienikom rovin je priamka, ¢ize roviny si réznobezné.
h =1, h' = 2. Ststava rovnic nemé rieSenie a teda Ly Mo = (. Bod B neleZi v rovine v,
preto (B — A).¢ # 0. Kedze h = 1, st vektory ¢, d linedrne zavislé a preto ¢ x d = 0.
Normaélovy vektor roviny 7 je zaroven norméalovym vektorom roviny J a naopak. Roviny
st teda rovnobezné.

h = h' = 1. Z toho istého dévodu ako v pripade b) aj teraz plati ¢ x d = 0, roviny v, J st
rovnobezné. V tomto pripade ma vsak stistava rovnic riesenie, ktoré je zhodné s riesenim

kazdej z rovnic tejto ststavy. Preto plati v = 6.
O

Poznamka 1.15. V pripade, ked st roviny +, § réznobezné, je dvojicou ich vSeobecnych rovnic

urcena priamka p = y N 4, ¢o zapisujeme p :

c1x+ coy+c3z+cyg =0
diz+doy+dsz+dy =0 "~

Priklad 1.17. Zistime vzijomna polohu rovin

(1) arz—y=
Pry—z=
(2) a:—2x—5y+z+6=0
B:X =(0,2 —2)+s(=1,1,3) + (=3, 1, —1)
(3) a:X=(1,1,1)+¢(2,0,4)+r(-6, 3, 3)
B:X=(519)+s(1, -1, =3) +t(3 -1, 1)
Riesenie

Hladajme spoloéné body rovin a, 3, t.j. rieSme prislugné stistavy rovnic.

(1)

1, -1, 0 |0 1, 0, =110
~Y
0, 1, =110 0, 1, —-1|0
Vidime, 7e ststava rovnic mé rieSenie, nezndmu z volime lubovolne a zvy$né nezname
vyjadrime pomocou nej a dostaneme

r =t
y=t
z=1t, tER

¢o st parametrické rovnice priamky. Roviny «, 8 st preto roznobezné.

—2(1+2¢—6r)—5(1+3r)+(1+4g+3r)=0
0g+0r—-6=0
Rovnica nem4 rieSenie, preto prienikom rovin je prdzdna mnozina. Roviny «a, 8 st rov-
nobezné.

14+29g—6r =54+s+ 3t
1+3r=1-s5—-1
1+49+3r=9-3s+1t
po uprave
2q —6r—s—3t =4
Ir+s+t=20
4g+3r+3s—t =28
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2, —6, —1, —3]4 2, —6, —1, —1]4 9, —6, —1, —1]4
0, 3 1, 1]0|~[0 3 1, 1l0]~]0 3 1, 110
4, 3, 3, -—1]8 0, 15, 5 5 |0 0, 0, 0, 010

Ststava méa nekonecne vela rieSeni, dve nezndme s, ¢ mozeme volit lubovolne. To zna-
mena, ze mnozina vietkych spoloé¢nych bodov obidvoch rovin je urcena tou istou vekto-
rovou rovnicou ako rovina 8. Roviny a, 8 st teda totozné.

Priklad 1.18. Urc¢me v8eobecnii rovnicu roviny «, v ktorej lezi bod A = (1, 1, —1) a priamka
J2z-y+2-3=0
{ r+y—2z4+1=0"
Riesenie
Ked7e priamka p lezi v rovine «, musi byt kazdé rieSenie ststavy dvoch rovnic uréujicich
priamku p aj rieSenim vSeobecnej rovnice roviny a. To je mozné prave vtedy, ked rovnica roviny
a je linedrnou kombinéciou rovnic uréujicich priamku p, ¢ize

a:t2r—y+2z-3)+s(r+y—22+1)=0

Z podmienky A € o uréime t a s. Dosadenim stradnic bodu A do rovnice dostaneme —3t+5s = 0.
Zvolme jedno nenulové riesnie tejto rovnice, napriklad ¢ = 5, s = 3. Potom

a:13z -2y —2-12=0

Volbou inych nenulovych hodnét ¢, s vyhovujtcich vztahu —3¢+ 5s = 0, by sme dostali ndsobok
pred chvilou nijdenej rovnice roviny a.

[ |
Uhol priamok a rovin.
Veta 1.26. Nech ¢ € (0, 7) je uhol priamok p = Pu, ¢ = QU, potom
o8 w1
P = ==
[al] [Iv]
Dékaz
Uhol smerovych vektorov u, v priamok p, ¢ je ¢ alebo m — ¢ a kedze cos(m — ) = — cos ¢,
tak
o [u.v]
cos ¢ =|cos L(u, v)| = TG
O

Priklad 1.19. Vypocitajme uhol telesovych uhlopriecok AG, BH kocky ABCDEFGH.
Riesenie
Zvolme stradnicovi ststavu tak, aby bod A bol jej zadiatkom, priamky AB, AD, AE si-

radnicovymi osami v poradi oz, oy, 0, s jednotkovymi bodmi B, D, E. Potom A = (0, 0, 0),
B=(1,0,0),G=(1,1,1), H=(0, 1, 1). Smerovymi vektormi priamok AG, BH st

u=G-A=(1,1,1), 79=H-B=(-1,1,1)
Pre uhol ¢ telesovych uhlopriec¢ok plati

‘(17 13 1)'(_1a 13 1)| 1
COSY =T 1.1 L1 3
(L, 1, (=1, 1, 1) 3

odkial
o = 70°31'44"
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Veta 1.27. Nech ¢ € (0, 7) je uhol priamky p = P a roviny v = ¢A, potom

Dokaz
Uhol priamky p s rovinou -y je definovany ako uhol priamky p s jej pravouhlym priemetom do

roviny . Priamka g = Ac, ktora je kolma na rovinu v, zviera s p uhol ¢ = 5§ — ¢. Preto
. LT [u.c|
sing = sin(= — ) = cosh = ———
2 [l [e]l

Veta 1.28. Nech ¢ € (0, T) je uhol rovin v =¢A, § = dB, potom

Dokaz
Vyplyva to z toho, Ze uhol rovin v, § je rovnaky ako uhol priamok p = A¢, g = Ad, ktoré st
kolmé na roviny «y, § v uvedenom poradi.

O
Priklad 1.20. Vypocitajme uhol rovin a = ABC, § = dC,ak A= (1, -1, =2), B = (3, 0, —1),
C=(4,0,0),d=(-1,2,1).
Riesenie
Na vypocet normalového vektora @ roviny a pouzijeme vektorovy suéin:

|
—

@l
w

3 EQ,

T=(B-A)x(C—-A)=(21,1)x(3,1,2) = = (1, -1, —1)

2, 1, 1
3, 1, 2
Ak oznacéime ¢ uhol rovin «, 3, tak

7.d| |—1-2-1]

i~ VITi+/itdt1 3v2

cos p = =0, 9428090416

odkial
o = 19°28"16"

Vzdialenost bodov, priamok a rovin.

Definicia 1.19. Nech G, H st dve nepriazdne mnoziny bodov v Ej. Vzdialenostou mnozin
G, H nazyvame infimum vzdialenosti bodov A, B, pricom A € G, B € H a oznalujeme |G, H|.
Symbolicky to mézeme zapisat takto:

|G, H| = inf{|A, B|;A€ G, Be H}

Veta 1.29. Nech G, H st dve nepriazdne mnoziny bodov v E3. K € G, L € H st také body, zZe
pre vietky body A, Be G,C, D€ HjeL-K | B—A, L-K 1 D—-C, potom |G, H| = |K, L|.

Dokaz
Vyberme lubovolne dva body X € G, Y € H a ozna¢me T = K — X, §y = Y — L. Potom
L-K.1lZ L-K .lja

X, YP =Y -X?=(¥ -X)?=[(Y - L)+ (L - K) + (K - X)”

=@+ (L-K)+7)?2 =52+ (L-K)?+72+275.(L - K) +27.
0

= (L-K)?+3°+2z2+2°=(L-K)>+ (y+72)° =
=L - K|+ |lg+z|” > |L - K|? = |K, L]?

+2(L-K)T=
0

<
Sl
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odkial
X, V| > K, I
Z toho vyplyva
G, H =inf{|X,Y; X €G, YeH}=|K, L
O

Veta 1.30. Nech v E3 je dany bod M, priamka p = Aw a rovina ¢ : ax + by + cz +d = 0.
Oznaé¢me m = M — A. Potom

Imxal _ [
M, p| = R 77 |* ~
ul || H

|amy + bmg + ems + d|
va? +b% +c?

M, of =

Dokaz
Nech P je ortogonélny (pravouhly) priemet bodu M do priamky p, potom P = A + Uy, kde
uy = HH%HUZ u je ortogondlny priemet vektora m do vektora @ (obr. 16). Zrejme P € pa M — P 1 .

Preto

N

M, p|> = |M, P> = (M - P)? = ((2M—A) —Tp)* = (m;HO)Z =m?-2mu+uy’=
_ (m u) (m ) _ _ (m.u)
=2 T = e
2 =12 D e — — 2
/
= (Il l? — il ) cos? 2, w)) — LT sin” £ ) _ [ x T
T Il Il

Nech @ je ortogonalny priemet bodu M do roviny g, t.j. Q@ = C + 7, kde C je Tubovolny bod
roviny ¢ a U je ortogonalny priemet vektora M — C' do smeru roviny g (obr. 17). Zrejme Q € p a
vektor M — @ je kolmy na kazdy smerovy vektor roviny o. Preto |M, o| = |M, Q| = |M — Q||.
Vektor M — @ sa vSak rovné ortogonalnemu priemetu vektora M — C' do normalového vektora
7 = (a, b, ¢) roviny p. Preto plati

M, o = |M - Q| = HMﬁH _ (M - C)ml

7

7]

d
Ak zvolime C = O — H_H2 m, tak

1 d _ _ |am1 + me +cms3 + d|
Mol =mr (M -0 Ep P M - O)ntdl = e

O
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Veta 1.31. Pre vzdialenost priamok p = Au, ¢ = Bv plati

u,v,B—A
‘ | M, ak p, ¢ st mimobezné alebo r6znobezné
b, q) =

A, q|, ak p, g st rovnobezné

Dokaz

Predpokladajme, Ze priamky p, ¢ st mimobezné. Potom existuje prave jedna rovina, oznaéme
ju a, ktord prechadza priamkou p (p C a) a je rovnobeznd s priamkou ¢. Kazdy bod priamky ¢
mé od roviny « rovnaki vzdialenost, ktora sa rovna vzdialenosti priamok p, g. Preto

p, gl =g, o| =|B, ¢

Vzdialenost bodu B od roviny « sa rovna velkosti ortogondlneho priemetu vektora B — A do
normalového vektora roviny a. Normalovy vektor roviny « je kolmy na smerové vektory priamok
P, q, preto jednym normélovym vektorom roviny « je vektor u x v. Potom

S

(B—A).(ux70)
[z < o

(B~ A).(ax7)|
[ x o

7B_A]|
X

[,
|

Ak st priamky p, ¢ roznobezné, tak [u, v, B — A] = 0 a vzdialenost réznobe7nych priamok je
evidentne 0. Pripad rovnobeznych priamok je zrejmy.

Py dl = H (@ x wH _ I x ) =

g

gl

O

Priklad 1.21. Urcéte parametrické rovnice priamky p, ktorda prechadza bodom P = (1, —2, 3),
je rovnobeznd s rovinou « : 2z — 3y + z + 13 = 0, a vzdialenost priamok p a ¢q : (z, y, z) =
(3, —=1,2) + (2, 1, —2) je £.
Riesenie

Smerovy vektor © = (uy, ug, ug) priamky p je kolmy na norméalovy vektor m = (2, —3, 1)
roviny «, preto

2U1 —3UQ+U3 =0
odkial
uz = —2u1 + 3uo

Smerovym vektorom priamky ¢ je v = (2, 1 — 2). Kedze v.n = (2,1 —2).(2, =3, 1) = =3,
priamka ¢ nie je rovnobeZnd s rovinou «a. Z toho vyplyva, Ze priamka ¢ nie je rovnobezna ani
s priamkou p. Pre Stvorec vzdialenosti priamok p, g potom plati

[ﬂa 7Q_P]2
[ x |2

kde @ = (3, —1, 2) je bod priamky ¢. Po¢itajme:

<

1
9

g

Uy, U2, U3

[ﬂaﬁaQ_P]: 23 15 -2 :u1_2u2
9, 1, -1
Ela E?a €3
UXv=| U, Uy, U3 |= (—2u2—U3, 2U1+2U3,U1—2u2) =
2. 1, -2

= (2U1 — dug, —2uq + 6bus, u; — 2U2)
|z x v||? = (2u1 — bug)? + (—2uq + 6u2)? + (u1 — 2u2)? = Yu? — 48ujuy + 65u3
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Dosadme to do rovnice vyjadrujicej vzdialenost priamok p, ¢

T u? — dujug + du’

9 9u? — 48ujug + 65u3

9u? — 48ujus + 65u2 = 9(u? — dujug + 4u3)
u2(—12u1 + 29’UQ) =0

Odtial %
Ug = 0 alebo uy = E U9
Potom . ”
ug = —2u; alebo wuz = — 13 U2 + 3uy = EDIC
29 58
u= (1,0, —2)u; alebo u <12, , 12>u2

Vidime, Ze tiloha m& 2 riesenia. Existuji teda dve priamky p; a po, ktoré vyhovuji zadaniu
tlohy. Ich smerové vektory sa (1, 0, —2) resp. (29, 12, —58) a parametrické rovnice

z=1+1 z=1429¢
pr:d y=-2 P y=-—-2+4+12¢
z=3—-2t z=3— 58t

Veta 1.32. Pre vzdialenost rovnobeznych rovin a : az+by+cz+d =0, 8 : ax+by+cz+d =0
plati

d—d
g
va*+b*+c
Dékaz
Vzdialenost rovin «, 8 sa zrejme rovna vzdialenosti lubovolného bodu M € $ od roviny a.
Pre bod M = (m1, mgy, m3) vSak plati amy + bmgy + em3 = —d', a tak
lami +bmo +emz+d|  |d—d|

o, B =M, o] = e temsrdl 48
va?+b?+c Va? +b?+c

Cvicéenie 2.

(1) Napiste vektorovii rovnicu, resp. parametrické rovnice priamky, ak si dané jej
(a) dva body A= (2, -1, 3), B= (4, 3, 2),
I:(x’ y’ Z) = (2’ _]" 3) +t(2’ 4’ _1)’ t E R]
(b) bod A = (-2, —3, 4) a smerovy vektor uw = (2, 2, —3).
[(xa Y, Z) = (_2a _31 4) +t(2a 2a _3)1 te R]
(2) Zistite, ktoré z bodov A = (-1,1,1), B = (1,0,2), C = (-3,2,0), D = (3,2, 1),
E = (7, 3, 1) lezia na priamke

( ) (x Y, z ) (3 _1 3)+t(2 _11 1)7 [Aa Ba C]
(b) z =1+ 4t, y—2+t z=1, [A, D, E|
(c) 28 = =g B, B
(3) Naplste vektorovil rovnicu, resp. parametrické rovnice roviny, ak st dané jej dva body

A=(2,1, -3), B= (1, —1, 2) a smerovy vektor u = (2, 2,3)
[(Ia Y, Z) = (2a L, _3) + t(la 2, _5) + 5(2a 273)]
(4) Napiste vSeobecni rovnicu roviny urcéenej
(a) troma bodmi A = (1, -1, 1), B=(2, 1, =3), C = (1, 4, 2), [222 —y + 5z — 28 = (]
(b) bodom A = (—3,2,4) a normélovym vektorom @ = (2, -3, 5). [22 — 3y + 5z — 8 = 0]
(5) Zistite, ktoré z bodov A = (1,2,—1), B = (1,2,2), C = (3,1,2), D = (—4,2,0) lezia v

rovine
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(a) (x,y,2) =(6,2,—2) +¢(5,0,—1) 4+ s(1,1,0), [A, D]
(b) 2+ 17y + 52 —30 =0 [A, C, D]
(6) Urcte vzajomni polohu priamok p, q. V pripade, ze s roznobezné, uréte ich prieseénik
R.
(a) p:x=—t, y=—-4—>5t z=3+3t,
S A +y+32-5=0 v
q'{?x—Qy—z—5:0’ [totozné]
r=3—6t r=-2+43t
(b) p y=—-14+4 , ¢q:{ y= , [mimobeZné]
z = z=3—1
() p: H=4522=1,
q:(z,y,2z) = (6,14,11) + t(5,13,10) [rdznobezné, R = (1,1,1)]
Jr+z-1= Jr—-2y+3=0 « o
(d)p.{3x+y_z+13:0, q {y+2z—8:0 , [rdznobezné, R = (—3,0,4)]

(e) p:ax=2t,y=0, z=—2t,
) z+y+2-3=0
{ r—y+z—1=0"
(7) Uréte vzajomnu polohu rovin; v pripade, ze st roznobezné, napiste parametrické rovnice
ich priesecnice.

[rovnobezné rozne]

(a) z4+y+22—-3=0,z—y+2—1=0, [t =243t,y=1+1t2= -2t
(b) (Iayaz) = (1a _1a 1) + t(27 1a _3) + 8(17 _172)7

20 4+y—32—-17=0, [t =2+424t,y =1—9t,z = —4 + 431]
(C) (I’yaz) = (_273a _1) + 8(1’07 _1) +t(_172a3)a

r—y+z2z+10=0, [rovnobezné rozne]
(d) (Iayaz) = (_173a _2) + S(Oa 17 1) + t(la _17 _2)a

r—y+z+6=0. [totozné]

(8) Zistite vzajomni polohu priamky a roviny; v pripade réznobeznosti uréte prieseénik.
(a) x=244t, y=—-1+4+t 2=2—1t,

dr+y—2+4+13=0, [(—2,-2,3)]
(b) 2=2-3t, y="7-2t, 2= —1+4t,
z=1+t y=1+4s+2t, z=35—1t, [rovnobezné rozne]

c) { 2z —y+324+4=0 —5y—248=0, [priamka lezi v rovine]

( r—2y—22+2=0"
(9) Vypocitajte uhol priamok:

(a) (z,y,2) =(2,-1,1) +¢(=3,0,1), (z,y,2) = (3,4,7) +¢(2,0,1), 7]

(b){2x+2y+z—7:0 {9x—2y+z—16:0 =

r—2y+224+7=0"\|3z—-y—2+3=0 2

(10) Vypocitajte uhol rovin:
(a) V2z +y—2—10=0,vV2z —y — 2 =0, 5]
(b) ($,y,2) = (103 _la 1) + 3(113a 1) +t(_2a 11 _2)a

(xayaz) = (3143_2) +S(473a_3) +t(17_131)' [%]

(11) Vypocitajte uhol priamky s rovinou:
(a‘) (Ia Y, Z) = (1a _1a 1) + S(lla _7a _8)7 Tz — Sy +2246=0 [%]
(b) =y —4=2+3,20—4y+2:+7=0. 7]
(12) Vypoditajte vzdialenost bodu M = (2,3,5) od priamky p : 22 = % =z-3.  [2V?2]
(13) Vypocitajte velkost telesovych vysok stvorstena ABCD, ak A = ( 1,0), B=(1,-1,1),
C= (3503 )a D= (0311 3) [UA = \355 B = \/_a Ve = %a Up = %]
(14) Vypocitajte vzdialenost priamok p : { ixj—ng z—_z 2_212 g 0 E “"T” =5-—y=22
[25]

(15) NapiSte rovnicu roviny, ktora
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(a) obsahuje priamky (z,y,z) = (1,2, -3) + #(1, —1,2),
(z,y,2) = (3,—1,—1) + t(—2,2, —4), [Ax 4+ 2y —z — 11 = 0]
(b) prechddza bodom B = (3,0,1) a je kolma na priamku
Jz+ty—2+1=0
{ 2 —y+2—1=0"
(c) prechddza bodom A = (3,2, —2) kolmo na rovinu a : 5z — 2y + 52 — 11 = 0 a s
rovinou 3 :  —4y — 8z 41 = 0 zviera uhol . [t —2 -5 =0, 2420y + 7z — 29 = 0]
(16) Napiste parametrické rovnice priamky, ktora
(a) prechddza bodom A = (3,4, —1) rovnobezne s rovinou § : 2z —y+3z—1 = 0 a kolmo
na priamku ¢ : (z,y,2) = (0,1,2) + ¢(1,-2,1), [zt =3+5t,y=4+1t,2=—1— 3
(b) prechddza bodom A = (1,1,1) a kolmo pretina priamku z = 3 + 3¢, y = 18 + 8¢,

[y +2z—1=0]

z =10 + 4t, [x=1—-4dt,y=1+1t2=1+1]

(c) prechadza bodom A = (3, -2, —4) rovnobezne s rovinou 9 : 3z —2y — 3z —7=0a
pretina priamku ¢ : { zx—l——l—zg—{%;——s (T 0 [ =3+ 5t,y = -2+ 10t,2 = —4 + 9¢]

(17) Na priamke p : { ’?f;f 4:; 2_22—_123 v o waidite bod, ktory ma od bodov A = (3,4,11),
B = (-5, —2,—13) rovnaku vzdialenost. [(2,5,-3)]

(18) Néjdite stred a polomer opisanej kruznice AABC, ak A = (2,1,-2), B = (2,1,2),
C=(414). [(6,1,0),2v/5]

1.5. Kvadratické plochy.

Definicia 1.20. Kvadrika k je mnoZina vSetkych bodov X = (z, y, z) v E3, ktoré vyhovuji
rovnici

2 2 2
a1z’ + axy” + aszzz” + 2a122y + 2a1322 + 2003y2 + 2a1x + 209y + 2a3z + ag = 0
kde a;j, a; sa redlne ¢isla, a asponi jedno z Cisel a1y, a2, a133, a12, a1z, as3 je rozne od nuly.
Pozndmka 1.16. Rovnicu kvadriky kK mozeme zapisat aj pomocou matic:

ai, ai2, a3z, a z
aiz, Ggz2, a23, a2 Y
(@9, 2 1) aig, g3, a3, a3 : |70
ag, az, as, ap 1
Maticu $tvrtého stupna v tejto rovnici nazyvame maticou kvadriky k. Ak je tato matica regularna
resp. singularna, tak x nazyvame reguldrnou resp. singuldrnou kvadrikou.
Kvadrika s je bud prazdnou mnozinou (napr. & : 22 + y> + 22 + 1 = 0), bodom (napr. & :
22 + 9% + 22 = 0), priamkou (napr. z2 + y? = 0), dvojicou réznych & totoznych rovin (napr.
k: (z4+y+2+2)(xz—y+2z) = 0), alebo kvadratickou plochou, medzi ktoré patri elipsoid, jednodielny
a dvojdielny hyperboloid, elipticky a hyperbolicky paraboloid, eliptickd kuZelovd plocha, eliptickd,
parabolickd a hyperbolickd valcovd plocha.

Elipsoid. (obr. 18)
Je to reguldrna kvadratickd plocha dana rovnicou

2 2 2
$—2+Z—2+z—2—1:0, a, b, ¢>0 (1)
Z rovnice (1) vyplyva, ze ak bod X = (z, y, z) lezi na elipsoide, tak na nom lezi aj bod

1. X1 = (—=z, —y, —2), ¢o je bod stimerny s bodom X podla bodu O. Elipsoid je teda
simerny podla bodu O. Tento bod sa nazyva stred elipsoidu.

2. Xo = (2, —y, —2), X3 =(—z,y, —2), X4 = (—z, —y, 2), ¢o st body simerné s bodom

X podla priamok v poradi og, 0y, 0,. Preto elipsoid je stimerny podla tychto priamok,

ktoré sa nazyvaja osi elipsoidu.
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Obr. 18

3. X5 = (z,y, —2), X¢ = (—=, vy, 2), X7 = (z, —y, z), fo st body stimerné s bodom X
podla stiradnicovych rovin v poradi 7y, 7y., T... Elipsoid je teda stimerny podla tychto
rovin.

Cisla a, b, ¢ sa nazyvaju dizky poloosi elipsoidu. Osi elipsoidu pretinaji elipsoid v bodoch
(£a, 0, 0), (0, £b, 0), (0, 0, c), ktoré sa nazyvaji vrcholy elipsoidu.

Zistime, ¢o je rezom elipsoidu rovinou (t.j. prienikom elipsoidu a roviny) z = k, k € R, ktora
je rovnobezna s rovinou 7y, : z = 0. Dosadme teda z = k do rovnice (1) a po uprave dostaneme

22 2 2k

a2 2T 2
Ak |k| > ¢, tak tejto rovnici nevyhovuje ziadny bod priestoru E3. Rezom elipsoidu rovinou z = k
je v tomto pripade (.
Ak k = c resp. k = —c¢, tak rezom je vrchol elipsoidu (0, 0, ¢), resp. (0, 0, —c).
Ak |k| < ¢, tak ¢islo na pravej strane rovnice je kladné, a po vydeleni rovnice tymto ¢islom
dostaneme ) )

x n v 4
(ad? " (bd)?

2_ L2 . . . .
kde d = /¢ CQk , ¢o v rovine z = k je rovnica elipsy.

Podobne zistime, ze rez rovinou y = k, k € R je

a) 0, ak |k| > b,
b) bod (0, b, 0), resp. (0, —b, 0), ak k = b, resp. k = —b,
. 2 22 b2 — k2
c) ellpsa§+c—227, z =k, ak |[k| <b.
Rez rovinou x = k, k € R je
a) 0, ak |k| > a,
b) bod (a, 0, 0), resp. (—a, 0, 0), ak k = a, resp. k = —a,
v 22 a2 — k2
c) elipsab—2+c—227, z =k, ak |[k| < a.

Ak a = b, tak rezom elipsoidu rovinou z = k, |k| < ¢ je kruznica
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Preto takyto elipsoid vznikne rotéaciou elipsy
2 2
Y Z _ _
ﬁ + 0_2 —1= 0, z=0

okolo sturadnicovej osi 0, a tento elipsoid sa nazyva rotacnyg.

Specialnym pripadom elipsoidu, ak a = b = ¢ = r je gulovd plocha so stredom O a polomerom
r, ktord méa rovnicu
2+ y2 + 22 =72
Lahko sa dokaze, ze gulova plocha so stredom S = (s1, s9, s3) a polomerom r m4 rovnicu
(z —51)2+ (y — s2)> + (2 — s3)2 =12
Pripomenme este, Ze rovina v E3 sa nazyva dotykovd rovina gulovej plochy, ak pretina gulovii
plochu v jedinom bode, ¢o nastane prave vtedy, ked vzdialenost stredu gulovej plochy od roviny

sa rovna polomeru gulovej plochy.

Posuime elipsoid ¢ dany rovnicou (1) o vektor s = (s1, s2, s3). Stredom posunutého elipso-
idu, ozna¢me ho ¢, je bod S = (s1, s2, $3) a jeho osami st priamky prechidzajice bodom S
rovnobezne so stradnicovymi osami. Aka je rovnica elipsoidu ¢'?

Posunutim bodu W o vektor 5 dostaneme bod W’ = W + 3. Ich stradnice spliiuji vztah

wy = wi — 81

wy = wh — 89

w3 = wh — S3
Bod W’ lezi na elipsoide €' prave vtedy, ked W leZi na e, t.j., ked

/ 2 ! 2 / 2
(wi —s1)7 | (w5 —s2)° (w5 —s3)
a? b2 c?

Z toho vyplyva, 7ze epsoid &’ so stredom S = (s1, s9, s3) a osami rovnobeznymi so stiradnicovymi
osami je dany rovnicou

-1=0

=51 =) (=)’

a? b2 c? -1=0

Dvojdielny hyperboloid. (obr. 19)
Je to regularna kvadratickd plocha dana rovnicou
2 2 2
x Y z B
§+b—2—c—2+1—0, a,b,c>0
Je stimerny podla stradnicovych rovin, dalej podla stiradnicovych osi, ktoré nazyvame osi
dvojdielneho hyperboloidu. Priesecnik osi dvojdielneho hyperboloidu je jeho stred. Stiradnicova
0s o, pretina dvojdielny hyperboloid v jeho wvrcholoch (0, 0, ¢), (0, 0, —c).
Rez rovinou x = k, k € R je hyperbola

2 2

y z
- =1, z=Fk
(bd)? " e~ T

2 2
kded = /TR
a
Rez rovinou y = k, k£ € R je hyperbola

,’EQ 22

(@d? " (eap =~ YT
b2 + k2

Rez rovinou z =k, k € R je
a) 0, ak |k| < ¢,
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Obr. 19

b) bod (0, 0, ¢), resp. (0, 0, —¢), ak k = ¢, resp. k = —c,
2 2 £2 _ 2

y .y
a2t pa = L v =k ak [kl > pricom d =

c¢) elipsa
) elip =

Ak a = b, nazyvame takyto dvojdielny hyperboloid rotaéng. Vznikne rotaciou hyperboly
2 2

—(Z? + ('Z? =1, z = 0 okolo osi o0,.
Dvojdielny hyperboloid, ktorého stred je bod S, osi si1 rovnobezné so stradnicovymi osami a
os, ktord pretina tento hyperboloid, je rovhobezna so siradnicovou osou
a) 0,
b) o,
c) oy,
mé rovnicu

=51 =) (-s)

a) 2 72 =2 +1=0,
(»’E - 81)2 (y - 82)2 (Z - 83)2
b) - 2 + 5 + 2 +1=0,
(I - 81)2 (y - 82)2 (Z - 83)2
c) " - + ) +1=0.

Jednodielny hyperboloid. (obr. 20)
Je to regularna kvadratickd plocha dana rovnicou

2 2 2
x Yy z
¥+b—2—c—2—1:0, a,b,c>0

Je stimerny podla stradnicovych rovin, dalej podla stradnicovych osi - osi jednodielneho

hyperboloidu a tiez podla bodu O - stred jednodielneho hyperboloidu. Osi jednodielneho hyper-
boloidu o, 0y ho pretinaja vo wvrcholoch (+a, 0, 0), (0, £b, 0).

Rez rovinou z =k, k € R je

yQ 22 2 a2
a) hyperbola—W—i—W:l, ,’E:k', kded: T, ak ‘k| >a
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y_z_ y_ oz _
b) dve priamky ¢ b 0_0, b+c 0,ak\k|:a
r==k ==k

2 2 2 _ 12
Y Z -
—— ——— =1, 2=k kded =
(bd? ~ (e — 7T
Rez rovinou y = k, k € R je

2 2 b2 _ kQ
a) hyperbola - ——, y=k,ak |[k| #b
a2 2 b2

¢) hyperbola

T_2_g (TLF_g
b) dve priamky { ¢ ¢ a ¢ ,aklk|=b.
y==~k y==~k

2 2 2 | 12
Rezrovinouz:k,keRjeelipsa%+‘Z—2:c+ , z=k.
a

2 zQ

Ak a = b, je jednodielny hyperboloid rotaény a vznikne roticiou hyperboly 35—2 ——5=12=0
c

okolo osi o,.

Jednodielny hyperboloid, ktorého stred je bod S, osi st rovnobezné so siradnicovymi osami
a o0s, ktord jednodielny hyperboloid nepretina je rovnobezné so stiradnicovou osou
a) 0,
b) o,
c) oy,
ma rovnicu

=51 =) (-s)

a) 2 72 2 —-1=0,
(z—s1)* | (y—s2)*  (2—s3)

b) E—— + 5 + 2 -1=0,

) (:1:—51)2_(y—52)2+(z—53)2_1:0

a? b2 c?
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Elipticky paraboloid. (obr. 21)
Je to regularna kvadratickd plocha dana rovnicou

2 2
x——i—Z—Q—Qz—O a, b>0

O

Obr. 21

Je simerny podla stiradnicovych rovin 7, a 7, a tiez podla stiradnicovej osi o, - os eliptického
paraboloidu. Tato pretina elipticky paraboloid v jeho vrchole O = (00, 0).

1 k2
Rez rovinou z = k, k € R, je parabola z = b2y + og T = k.
R i k, keR,] bol L + K k.
ez rovinou y = e parabola z = — 12
y =k, ,jep 5.3 o Y=
Rez rovinou z =k, k € R, je
2 2
)ehpsax——i-?;—2—2k 2=k, ak k > 0,
b) bod O, ak k =0,
c) 0, ak k < 0.
1
Ak a = b, je elipticky paraboloid rotacng a vznikne rotaciou paraboly z = WyZ, x = 0 okolo
0s1 0,.
Elipticky paraboloid s vrcholom V' = (v, v9, v3) a
a) osou rovnobeznou s o, a rovinami simernosti rovnobeznymi s 7, a m,,
b) osou rovnobeZnou s 0, a rovinami simernosti rovnobeznymi s my, a 7y,
c) osou rovnobeznou s o, a rovinami siimernosti rovnobeznymi s 7y, a
ma rovnicu
(z —v1)* | (y—v)* (z —v1)* | (y—w)?
a) 2 + R 2(z —v3) =0, resp. " + 72 +2(z—wv3)=0
(y —v2)* | (2 —v3) (y —v2)* | (2 —v3)
b) 72 + 2 2(z —v1) =0, resp. 72 + 2 +2(z—v)=0
2 2 2 2
r — U1 zZ — U3 r — U1 Z — U3
c) ( a2) ( 2 ) —2(y—v2):O,resp.( a2) +( 2 ) +2(y —v2) = 0.
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Hyperbolicky paraboloid. (obr. 22)
Je to regularna kvadratickd plocha dana rovnicou

2 2
%—2—2—22:0, a,b>0
a

Obr. 22

Je stimerny podla stradnicovych rovin 7., a m,, a tiez podla stradnicovej osi o, - os hyper-
bolického paraboloidu. T4 ho pretina vo vrchole O = (0, 0, 0).

1 k?
Rez rovinou z = k, k € R, je parabola z = —W?f + 22 z =k.
R i k. k€eR,] bol L ¥
rovin = r = g2 _
ez rovinou y , , je parabola z = o5z 5520 Y
Rez rovinou z =k, k € R, je
22 o
a) hyperbola — — - =2k, z =k, ak k # 0,
a b
r_Y_ oY _
b) dve priamky < a b_o, a+b O,akaO.
z=0 z=0
T C oL 1, K , . , :
VS8imnime si, Ze vSetky paraboly z = oY + 2g L= k st navzdjom zhodné. Takisto
a
1 k?
st zhodné aj paraboly z = 2—2:1:2 — o Y= k. Z toho vyplyva, Ze hyperbolicky paraboloid
a

vznikne postvanim paraboly z = o2 y?, = = 0 tak, 7e jej vrchol sa pohybuje po parabole
1
_ 2 _
z = 2a2x , y=0.
Hyperbolicky paraboloid s vrcholom V' = (vq, vg, v3) a
a) osou rovnobeznou s o, a rovinami siimernosti rovnobeznymi s m,, a 7y,
b) osou rovnobeznou s 0, a rovinami stiimernosti rovnobeznymi s m,y a 7.,
c) osou rovnobeznou s o, a rovinami stiimernosti rovnobeznymi s my, a Ty,
ma rovnicu

a) (z — 01)2 . (y — 02)2

(m_'Ul)2 (y_'U2)2 2(2—?)3) =0

—2(z —wv3) =0, resp. — + -

a? b2 a? b2
(y_v2)2 (2—1)3)2 (y—?)g)2 (2—1)3)2
b) b2 - 2 —2(z —v1) =0, resp. — 2 + 2 —2(r—v1)=0
z—v)?  (z2—v3)? 2 —v)2 (5 — )2
C) ( a2 1) B ( c? 3) _2(y—?)g) :01 resp. _( o2 1) + ( 2 3) —2(y—’02) = 0.
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Eliptickd kuZelova plocha. (obr. 23)
Je to singularna kvadratickd plocha dané rovnicou

2 2
x——i—y——zQ:O,

poas a, b>0

Obr. 23

Je stimerna podla vSetkych stradnicovych rovin, stradnicovych osi a tiez podla bodu O -
vrchol eliptickej kuZelovej plochy.

Rez rovinou z =k, k € R je

y2 k2
a) hyperbola—b—2+z2:¥, z=k,ak k #0,
y_ , _ vy, _
b) dve priamky { b Z_O, b+z O,akk:O.

Rez rovinou y =k, kK € R je
z? k2
a) hyperbola —— +22=" y=Fk ak k#0,
a

b2’
T T
b) dve priamky E_Z_O, E—i_z_o,akkzo.
y=0 y=0
Rez rovinou z =k, k € R je
. z? yQ 2
a)ehpsa;—i—b—sz,x:k,akk;&O,

b) bod O = (0, 0, 0) ak k£ = 0.

Dve roviny simernosti eliptickej kuzelovej plochy pretinaja tito plochu v priamkach.V nagom
pripade tymito rovinami st 7, 7y, Priese¢nica tychto rovin sa nazyva os eliptickej kuZelovej
plochy.

Ak a = b, tak tato plochu nazyvame rotacnd kuZelovd plocha a vznikne roticiou priamky

g—z:O, x = 0 okolo osi o,.
a
Elipticka kuzelova plocha s vrcholom V' = (vq, vg, v3) a osou rovnobeznou s

a) 0,
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b) o,

c) oy
ma rovnicu

a) @ ;21)1)2 + _1)2U2)2 —(z—v3)* =0,
) —(o—uv)?+ Y ;2”2)2 C _02”3)2 —0,
c) (z ;201)2 —(y—v2)? + (= _0203)2 =0.

Elipticka valcova plocha. (obr. 24)
Je to singuldrna kvadratickd plocha dand rovnicou

Obr. 24

Je simerna podla rovin 7, 7, a vsetkych rovin rovnobeznych s m,,. Stradnicové osi sii jej
osami simernosti. Kazdy bod na osi o, je jej stredom stimernosti. Tato priamka (0,) sa nazyva
os eliptickej valcovej plochy.

2 2

Rez rovinou z = 0 je elipsa 2 + Z_Q
Priamo z rovnice vidiet, Ze elipticka valcovd plocha je mnozina vSetkych bodov leziacich na
priamkach, ktoré st rovnobezné s osou o, a prechddzaji bodmi riadiacej krivky.

=1, z = 0, ktora sa nazyva aj riadiaca krivka.

Hyperbolickd valcova plocha. (obr. 25)
Je to singuldrna kvadratickd plocha dand rovnicou

$2 y2

a? b2
Kazdy bod osi 0, je stredom stimernosti tejto plochy. Rovinami simernosti st roviny my,, my,
a kazda rovina rovnobe’snd s m;,. Tato plocha je mnoZinou vSetkych bodov priamok, ktoré su

—-1=0, a,b>0

rovnobezné s osou 0, a prechddzaji bodmi hyperboly ﬁ—z — g—j —-1=0,2=0.
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Obr. 25

Parabolicka valcova plocha. (obr. 26)
Je to singuldrna kvadratickd plocha dand rovnicou

x2—2py:0, p>0

Obr. 26

Jej rovinami simernosti st rovina m,, a kazda rovina rovnobezna s m,,. Tato plocha je mno-
zinou vSetkych bodov priamok, ktoré st rovnobezné s osou o, a prechddzaji bodmi paraboly
2?2 —2py =0, z=0.

Priklad 1.22. Urcte typ kvadratickej plochy:

(1) 422 + y? — 422 — 8z + 4y + 242 — 32 =0,
(2) 4z% — 9y? + 8z — 36y — 362 — 32 =0,
(3) 422 — y? — 422 — 8z — 4y + 242 — 36 = 0,
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Riesenie
Lavé strany rovnic upravime doplnenim na §tvorce.
(1)
4o +y? —42° —8x +4y+242 - 32 =
4z -1 —4+(y+22*—4-4(2-32+36-32 =
4z -1+ (y+2)?2 —4(z-3)* -4 =

(y +2)?
w2

(z—1)2 + (z—=3)* -1 = 0

Je to rovnica jednodielneho hyperboloidu so stredom S = (1, —2,3) a poloosami a = 1,
b =2, c=1. Jeho os, ktord ho nepretina, je rovnobeznd so stiradnicovou osou o,.

(2)
422 — 9y® + 8z — 36y — 362 — 32 = 0
4z +1)* —4-9(y+2)?+36-362-32 = 0
4z +1)2 -9y +2)° -362 =
(x+1)2_(y+2)2_z
9 4

Toto je rovnica hyperbolického paraboloidu. Jeho vrcholom je bod V' = (-1,—-2,0) a
jeho os je rovnobeznd so stradnicovou osou o,.

(3)

= 0

4o —y? —42° —8x —4y+242—-36 = 0

4z -1 —4—(y+2)2+4-4(2-324+36-36 = 0
4z -1 —(y+2)?-4z-32 = 0

4z -1+ (y+22*+4(=2-3)?2 = 0
—(95—1)2+M+(z—3)2 =0

4

Je to rovnica eliptickej kuzelovej plochy s vrcholom V' = (1,—2,3) a osou rovnobeznou
so suradnicovou osou 0.

Cvidenie 3. (1) Urcte typ a dalsie zdkladné charakteristiky kvadratickej plochy:
(z-12+@y+1)2+(z+2)?2=3
(a) 222 4+ 292 +222 —dx + 4y + 82+ 9 =0, gulova plocha,
stred: S = (1,—1,—-2), polomer: \/g
L
4
eliptickd kuzelova plocha,
vrchol: V' = (=2,1, —1), os rovnobezna s o,
12 2 3
(w+1)2_ (921) + (2423) —1=0
jednodielny hyperboloid,
stred: S = (—1,1,-3),
os, ktord ho nepretina, je rovnobezna s oy
wrD? _ (422 1 _ ]
1 9 =
(d) 9y? — 422 + 18y — 162 — 43 = 0, hyperbolicka valcové plocha,
ossx=ty=-1,2=-2 ]
(z+2)? + (y=1)* + (Z _ 2)2 —1=0

1 1

(b) —a?4y?—42°—42—2y—82—T7 =0,

(c) 42?2 —2y?+ 22 +8x+4y+62+7 =0,

(e) 42?2 + 9y + 22 + 162 — 18y — 42 + 28 = 0, elif)soid, stried: S =(-2,1,2),

poloosi: a = %,b: é,c:l
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o 0l 122 =0
(f) ° +42° + 22+ 8y — 82+ 9 =0, | elipticky paraboloid, vrchol: V = (—1,-2,1)
ossr=—-1ly=-2+4+tz=1

o (432 L +2(z-1)=0

(g) 22° —y” + 122 + 42+ 14 = 0, | hyperbolicky paraboloid, vrchol: V = (—3,0,1)
os:x=-3,y=0,z2=1+1

(w—124+ 82 o2 p1=0 ]
dvojdielny hyperboloid,
stred: S = (1,—-1,1),

os, ktord ho pretina, je rovnobezna s o,

(h) 422 +y? — 422 =8z +2y +82+5 =0,

(y‘zl)Q —|—(Z—1)2—1:0 ]
(i) y> +42> + 2y — 82+ 1 =0, elipticka valcové plocha,
ossrx=ty=—-1,2=1

(2) Co je mnozina vietkych bodov v Eg,
(a) ktorych podiel vzdialenosti od bodu F = (0,0,2) a roviny z = 1 sa rovna /2,
[dvojdielny hyperboloid 2 + y? — 22 + 2 = (]
(b) ktoré maji od bodu F = (—a,0,0) a roviny z = a rovnaki vzdialenost,
pre a = 0 priamka z = ¢,y =0,z =0
pre a # 0 elipticky paraboloid y? + 2% 4+ 4az =0
(c) ktorych absolitna hodnota rozdielu vzdialenosti od bodov F = (0,0,3), G =
(0,0, —3) sa rovna 4, [dvojdielny hyperboloid 42 + 4y? — 522 + 20 = 0]



