10 Konformné zobrazenie.

Definicia. Nech A C C je oblast’ v komplexnej rovine. Zobrazenie f: A — C sa nazyva konformné v bode
a € A, ak zachovava velkost’ a orientaciu uhlov medzi lubovolnymi dvoma hladkymi krivkami, ktoré sa
pretinaji v bode a. Ak je f konformné v kazdom bode a € A, tak sa nazyva konformné (v oblasti A).

Veta. Nech A C C je oblast. Ak f: A— C, a€ A a3f'(a) #0, tak je zobrazenie f konformné v bode a.
Jednoduchym prikladom konformného zobrazenia je linedrna lomend funkcia:

az+b

flz)=——, ,a,b,e,deC, bc—ad#0,c#0.

cz+d
Rozsirenou priamkou budeme nazyvat’ priamku zjednoteni z bodom oo. Zov§eobecnennou kruznicou rozu-
mieme kruznnicu alebo priamku, zovseobecnenym kruhom rozumieme vonkajsok alebo vnttro kruznice ako

aj lubovolnu polrovinu.

Veta. Linedrne lomené zobrazenie f(z) = ‘clzzj_s, be —ad # 0, cdsé 0. zobrazuje

a. rozsirent priamku alebo kruznicu prechddzajicu bodom —< na rozsireni priamku.

b. rozsirenu priamku alebo kruZnicu neprechddzajucu bodom —g na kruZnicu.

Veta. Kazdé konformné zobrazenie otvoreného zovseobecneného kruhu na kruh je linedrne alebo lineéarne
lomené. Hranica zovseobecneného kruhu sa pritom zobrazi na hranicu obrazu a zachovd sa aj orientdcia
hranice vzhladom na vnitro kruhu.

Veta. Nech f(z) = ijrrz je linedrne lomené zobrazenie. Ak z1,29,23,24 € C* s navzdjom rozne body a

f(z1) = w1, f(22) = wa, f(23) = w3, f(24) = wa, tak

(21 — 22)(23 —24) _ (w1 — wa)(w3 —wy)

(21 — 24)(23 — 22) (w1 — wq)(ws — w2)

Priklad.
1. Dokézte predchddzajicu vetu (ndvod: sta¢i od pravej strany dosadit’ za wy f(zx) gj:is, k=1,2134).
2. N§jdite linedrne lomené zobrazenie f(z), pre ktoré:

a. f(i)=-1, f(1+i) =i, f(1) =oc0.  [E=252

b. f(=1) =i, f(i) = 1414, f(oo) = 1. [Z3H]

c. f(=i) =0, f(0) = §(1—4), f(—=i) =0.  [5E5H]

d. f(=1) = =56, f() = 3(=1+14), f2) =i [F]

e f(i) =—3, f(=2i) = o0, f(0) =2.  [25

3. Néjdite linedrne lomené zobrazenie f(z), ktoré zobrazi

. {z€C: Rez>1}—>{2€C:|z2—-2|>1} [z:g
.{z€C: Rez>0} - {z€C: Rez <0} [f(z) = —7]
c. {z€C: Rez>0} - {z€C: 2| <1} =
.{z€C: Rez>0} - {z€C: 2] > 1} [+

T oo

z+1

o

z—1
f. {z€C:|z|<1} = {2€C: Imz <0} [%]
e. {z€C:|z|>1} > {z€C: Imz <0} [Zzzill]

11. Princip maxima modulu.
Najprv uvediem (bez dékazu) jednu z najdolezitejsich viet z tedrie analytickych funkeif a niektoré jej dosledky;

Cauchyho integralna veta. Nech A C C je oblast, K C A je jednoduchd po ¢astiach hladkd krivka a nech aj vnitro krivky
K, int K C A. Potom pre kazZdi analyticku funkciu f: A — A plati

?{f(z)dz=o.
K

Cauchyho integrdlna veta na viacndsobne stvislej oblasti. Nech A C C je oblast, K C A, Kp C A, p=1,2,...,n,
st jednoduché po astiach hladké kladne orientované krivky také, Ze (int K, U Kp) C int K pre Vp=1,...,n, (int K UK,) C
(extx KqUKy), akp#gq a

int K N <extK1UextK2U~-~UextKn> CA.

Potom pre kaZdi analytickid funkciu f: A — A plati

Iff(z)dz: z:lj{f(z)dz.

p= Kp

Pre n = 1 z predchddzajicej vety vyplyva:
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Cauchyho integralny vzorec. Nech A C C je oblast, K C A je jednoduchd po ¢astiach hladkd kladne orientovand krivka a
nech aj int K C A. Potom pre kaZdu analytickd funkciu f: A — A a kaZdy bod a € int K platd

f(a)—L Mdz.

271 z—a
K

A napokon z C. int. vzorca vyplyva:

Princip maxima modulu. Nech A C C je oblast’a f: A — C je nekonstantnd analytickd funkcia. Potom funkcia |f(z)|
nemd v oblasti A lokdlne mazimum.

Princip maxima zarucuje, Ze maximum absolitnej hodnoty ohranicenej analytickej funkcie f v oblasti A sa rovnd maximu
|f(2)| na hranici A. V pripade, Ze f nemé v A nulové body je aj % analytickd funkcia a potom sa aj minimum funkcie |f(2)| v

oblasti A rovnd minimu na hranici (nadobtda sa v tom bode, kde .m& |ﬁ| maximum).

Priklady.

1. Uk&zte, ze funkcia f je analytickd v oblasti M a urcte max |f(2)], ak
a. M ={z€C: Rez <0}, f(z):ze_z1 [1]
b. M={z€C:0<Rez <1}, f(2) = 25 2]
c. M={z€C: Rez > 1}, f(z):zf_"_1 (1]
d.M:{zEC’:lSRez§5},f(z):ﬁ [1/2]

2. Urcte n}&x|f(z)| n]l\/i[n |f(2)], ak
a. M={z€C:|z|<2}, f(z) =22 +5 [1, 9]
b. M ={z€C:|z| <4}, f(z) =22+ 10 [0, 26]
c. M je trojubolnik s vrcholmi 2 =0, 2 = 3, 2 = i5; f(2) =e* +4 [min = /17, max = e(7/2) 4 4]
d. M jeobdlznik —1<z<1,0<y<1, f(z) =22 +4 [3, 5]
12. Fourierova transformadcia.
Ak f: R — C je po castiach spojita periodickd funkcia s periédou T, tak sa da vyjadrit’ v tvare komplexného Fourierovho
radu:
ad ) 2 )
ft)= Z cne™t kde w = T o= ft)e mwtde.

n=-—oo

|
0l

Teda k f sa priradi postupnost’ Fourierovych koeficientov a k nej spéatne funckia f:

o0
FoAendn s — D cae™ = f(1)
n=—oo
Predlzovanim periédy T — oo dostaneme analdgiu pre neperiodické funkcie, Fourierovu integrdlnu transforméciu.
Hovorime, 7e funkcia f(—o0,00) — R spliia Dirichletove podmienky (stru¢ne f € (DP), ak
1. Na kazdom kone¢nom intervale ma konecne vela bodov nespojitosti a koneéne vela lokalnych extrémov.
2. ffooo [f(t)|dt < oo.

Definicia. Nech f € (DP). Potom sa funkcia

oo

F{f(t)}(w) = F(iw) = / f(t)efiwtdt

nazyva Fourierova transformécia (frekvenéné spektrum) funkcie f(¢). Spatna Fourierova transformécia je potom

9(t) = %[Slirgl_ F(s)+ lim f(s)] = % / Fiw)e®! dw.

0, akt<O0
Priklad. Oznacme n(t) = axt< . Vypocitame F(A[n(t+T) —n(t—T)]}
1 akt>0
I 2T, w=0,
F(nt+T)—mt-T)]} = Ttdt = . ) .
([7]( + ) 77( )}} 4 € % [e_uutJTT — 2Tsu:/¢1;.)—'T L w 75 0
sint
Ak oznaé¢ime sinc(t) = { ) i 7 8 , tak strucne:
K t =

F(nt+T)—n(t—T)]} =2TsincwT.
Vlastnosti Fourierovej transformacie:
. linedrnost’. F{af(t) + Bg(t)}(iw) = aF(iw) + BG(iw).
derivacia v casovej oblasti. F % = (iw)" F(iw).
posunutie v &asovej oblasti. F{f(t —7)}(iw) = e 7“7 F(iw).
. posunutie vo frekvenénej oblasti. F{e'o f(t)}(iw) = F(i(w — wo)-
dualita. Ak F(iw) = F(f(t)} a g(t) = F(it), tak F{g(t)}(iw) = 27 f(—w).
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Priklady. Vypocitajte Fourierovu transformdciu funkcie (a, A, T si dané kaldné ¢isla).

1.
2.

3.

f(t) =n(t)e
F(t) = ealt,

A, (-T<t<0)
f® { —A, (0<t<T)

o) = { (A/T)t +A4 (-T<t<0)

—A/Tt+ A, (0<t<T)
F() = n(t)e~* sinwot

f(t):{l (1<l <2)

0 (pre ostatné

6. f(t) = sinwot[n(t + 27) —n(t — 1T)
7. N&jdite funkciu G(iw), takd, ze ak y(t), u(t) splia diferencidlnu rovnicu

d2 y(t dy(t du(t
(a) Zzltg ) + 37y§) + Ty(t) = 3*& )

42 d du
(b) th) 4—2”?) +5y(t) = —Ef)

tak Y (iw) = G(iw)U (iw).

+ 2u(t),

— 4u(t),
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