Metrické a normované priestory.

1. Rozhodnite, ktoré z nasledujucich funckii X x X — R st metriky. Pre tie, ktoré nie s, napiste aspon jednu
z vlastnosti metriky, ktort nespliiaji
a. X = R27 d(xay) = (Il - yl) + (932 - yQ)
b. X = RZ, d(X,y) = ‘xl 7y1| + |£L‘2 - y2|

c. X =R?d(xy)= (21 —1)°+ (22— y2)?

d. ((0,1)), d(f, 9) = max,e(o,1y(f(2) — g(x))
e. X = C(<071>)7 d(f,g) = max,e (o) |f(2) — g(z))|
f. X =C((0,1)), d(f,9) = max,e(0,1)(f(z) — g(z))

g X = C((0.1), d(f.g) = (1) — g(1)

2. V linearnom priestore R? ozna¢me ||x||1 = |z1] + |z2], ||x|l2 = V/|z1]? + 222, |22 00 = max{|z1], |z2].
a. Ukazte, ze ||x||p, p = 1,2, 00 s[ normy.

b. Nadrtnite okolie 05:1(07 O) v pri kazdej z uvedenych metrik.
c. Dokéazte, Ze plati [|x||oo < [|x[|2 < ||x]|1 pre Vx € RZ.
*d. Ukéit& ze 1 < P < q — (|IE1‘q + |x2|q)1/q < (\x1|p + |$2|p)1/p.

3. Nech X = C(0,1) je priestor realnych funkcif spojitych na intervale (0,1) a Y = C*(0, 1) je priestor redlnych
funkcii raz spojito diferencovatelnych na intervale (0,1) a na oboch priestoroch pouzijeme suprémovi normu
Jall = supye .y [a(t)- Ukeﬁte
a. Zobrazenie F': X — X, fo 7)d T, je spojité.

b. Zobrazenie F: Y — X ( )( ) = 2/(t) nie je spojité.

1
4. Nech X = C(0,1) je priestor vetkych spojitych funkecii f: (—1,1) a nech | f|1 = [ |f(z)]dz. Nech
1

0, xe(-1,0),
fale) =4 nz, z€(0,3),
L ze(gl).

a. Nacrtnite grafy funkcii f1, fo, fn. Ukézte, Ze plati nerovnost ||f, — fi|l1 < m
b. Ukdzte, Ze postupnost f,, v priestore X s normou || f||1 nekonverguje.
5. V priestore X = C(0,1) z cvicenia 4 definujme este normu || f|lcc = sup,e(_q 1y [f(2)[. Nech

0 |‘T‘ > n
falx)={ 1+nz —-L1<z<o,
l-nx 0<z< %
Ukézte, ze vzhladom k norme || - ||; postupnost funkeii f,, konverguje k nule, ale vzhladom k norme || - || t4

istd postupnost nie je konvergentna.

6. Uk4zte, Ze rovnica 2° +x — 1 =0 (z € R) sa dé riesif iteraciami xg = 1, 2,41 =
g(x) = 1-&-% zobrazuje (1,1) — (3,1) a je kontraktivne.

7. Nech M = (1,00) a d(z,y) = |z — y|. Ukdite, ze Tx = £ + L je kontraktivne v metrickom priestore (M, d).
Néjdite minimalnu konstantu k € (0,1), pre ktora d(Tz, Ty) < kd(z,y), Yo,y € M a urcte aj pevny bod.

8. V priestore R¥*! s metrikou d(x,y) = Zle |z; — yi| je dané T': R¥*1 — REX1 Tx = Cx + b, kde C' =
(cij € RF** je matica a b € RF*1. Ukéite, ze T je kontraktivne, ak Zle leijl <1lpreVji=1,2,... k.

*9. Dokazte tvrdenie: Ak (X, d) je Gplny metricky priestor, T: X — X je zobrazenie a existuje prirodzené ¢islo

n, pre ktoré je T™ kontraktivne, ma prave jeden pevny bod (T! = T, TF+1x = T(T™z).
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T5a2 Navod: Ukazte, ze

Hilbertove priestory.
10. V priestore C* so skaldrnycm stéinom (x,y) = 217, + T2Us + T3Y5 + T4Ty
a. zistite, ¢i (1+14,1,2¢,—1) L (1 +14,1,—4,1),
b. vypocitajte ||(1+4,1,2¢, —1)]|

c. aplikujte Gram-Schmidtov proces na xo = (1,4, —1,1), x (1 +1,1,2i,—1).

11. V priestore C'((—1,1) so skaldrnycm stéinom (f, g) f f t)dt aplikujte Gram-Schmidtov proces na
fo(t) =1, fi(t) =t, fa(t) = .

12. V priestore C({0,1) so skaldrnycm staéinom (f,g) = fo dt aplikujte Gram-Schmidtov proces na

fO(t) = 17 fl(t) = t) f2(t) = t2'
13. Napiste Haarov rozvoj funkcie f: (0,1) — R pre

a. f(t) =2t

b {t 0<t< 3,
) = 1-t, i<t<a,

c. f(t)=1¢

14. Ukazte, ze {e™}"=>_ tvoria ortogondlny systém v L?({0,2n)). Najdite konstanty c,, pre ktoré funkcie

cne™ . n € Z, tvoria ortonormalny systém.



