
Norm�alne matie, diagonalizovate�ln�e matie a Jordanov kanonik�y tvarV tejto �asti budeme sa zaobera�t iba oper�atormi z Cn do Cn, Stoto�z�nujeme ih z matiami typu n� n. Pritom,ak nie je uveden�a b�aza, vzh�ladom na ktor�u je matia skon�struovan�a, bude to matia oper�atora T vzh�ladom na�standardn�u b�azu.Pripome�nme, �ze �standardnou E sa naz�yva b�aza pozost�avaj�ua s prvkove1 = (1; 0; 0; : : : ; 0; 0)e2 = (0; 1; 0; : : : ; 0; 0)...en = (0; 0; 0; : : : ; 0; 1)Ak B = fb1;b2; : : :bng je b�aza Cn, tak ka�zd�y prvok x 2 Cn sa d�a jednozna�ne nap��sa�t v tvare x = x1b1 + x2b2 +: : : xnbn. n-tiu ���sel (x1; x2; : : : ; xn) potom naz�yvame s�uradnie vektora x vzh�ladom na b�azu B.Pripome�nme e�ste, �ze matiou oper�atora T : Cn ! Cn vzh�ladom k b�azam B = fb1;b2; : : :bng a D naz�yvamematiu MBD(T ), ktorej j-ty st�lpe tvoria s�uradnie vektora bj vzh�ladom na b�azu D.Ak ozna���me st�lpe s�uradn�� vektora x vzh�ladom na b�azu K (x)K, tak plat��(Tx)D = MBD(T )(x)B :�Ulohou, ktor�a sa naz�yva spektr�alny rozklad oper�atora T v Cn je n�ajs�t b�azu B pri ktorej je matia oper�atora Tnajjednoduh�sia. Ak v �standardnej b�aze E m�a oper�ator matiu A a v nejakej inej b�aze B matiu J , tak plat��A = PJP�1 ; kde P = MBE (I) ; (Ix = x) :Matie A a J sa potom naz�yvaj�u podobn�e matie. V pr��pade, �ze matia P�1 = P �, (�o je splnen�e, ak st�lpe matieP tvoria ortonorm�alnu b�azu Cn) matie A a J sa naz�yvaj�u unit�arne podobn�e. Tu A� znamen�a matiu s prvkamibij = aji, ak A = (aij).Prvou vetou o kanonikom tvare matie je veta o unit�arnej podobnosti norm�alnej matie, t.j. matie A, ktor�asp�l�na A�A = AA�:Veta. Ka�zd�a norm�alna matia A je unit�arne podobn�a diagon�alnej matii.Dôkaz. Najprv si pripome�nme, �ze ak � je vlastn�e ���slo norm�alneho oper�atora T , tak � je vlastn�e ���slo oper�atora T �a navy�se aj pr��slu�sn�e vlastn�e vektory sa rovnaj�u:(T � �I)x = 0 () 0 = ((T � �I)x; (T � �I)x) = ((T � �I)�(T � �I)x;x) =((T � �I)(T � �I)�x;x) = ((T � � �)x; (T � � �)x) () T �x = �x :Teda vlastn�e podpriestory oper�atora T s�u aj vlastn�ymi podpriestormi oper�atora T �, �spei�alne s�u invariantn�e vo�iT aj T �. Neh �1; �2; : : : ; �k s�u v�setky vlastn�e ���sla matie A. Potom Pr��slu�sn�e vlastn�e podpriestory s�u navz�ajomortogon�alne redukuj�ue podpriestory oper�atora T n�asobenia matiou A. Ak by bol priestor L = fx 2 Cn : x ? e prev�setky vlastn�e vektory matie Ag nenulov�y, bol by invariantn�y vo�i T aj T � a z�u�zenie oper�atora T na L by bol op�a�tnorm�alny oper�ator na kone�norozmernom priestore, musel by teda ma�t e�ste nejak�e vlastn�e vektory. Tie by v�sak boliaj vlastn�e vektory oper�atora T samotn�eho, �o je spor.Pre norm�alne oper�atory s�u vlastn�e vektory pr��slu�sn�e rôznym vlastn�ym ���slam ortogon�alne. Ak (Gramm-Shmid-tov�ym proesom) n�ajdeme ortonorm�alne b�azy v�setk�yh vlastn�yh podpriestorov oper�atora T , ih zjednotenie budeortonorm�alna b�aza Cn.Potommatia P , ktorej st�lpe s�u s�uradnie takto z��skanej ortonorm�alnej b�azy v �standardnej b�aze je potom unit�arnaa A = PJP �, kde J je diagon�alna matia, ktor�a na diagon�ale obsahuje vlastn�e ���sla matie A, ka�zd�e to�lkokr�at, ko�lkoje dimenzia pr��slu�sn�eho vlastn�eho podpriestoru. 23



24Cvi�enie. N�ajdite oper�atorov�u normu matie A a matiu P , pre ktor�u P�1 = P � a pre ktor�u je matia P �APdiagon�alna, aka. A = � 1 p3p3 �1� b. A = 0� 4 2 22 4 22 2 41A . A = � 3 11 3�d. A = � 5 3p33p3 �1 � e. A = 0� �2 0 �360 �3 0�36 0 �231A f. A = 0� 1 1 11 1 11 1 11Ag. A = 0� 6 0 00 3 30 3 31A h. A = 0B� 4 4 0 04 4 0 00 0 0 00 0 0 01CA i. A = 0BB� 103 �43 0 �43�43 �53 0 130 0 �2 0�43 13 0 �53 1CCARie�senie. a. A� = A, teda matia A je samoadjungovan�a, preto je jej norma rovn�a najv�a��siemu vlastn�emu ���slu.Charakteristik�y polyn�om matie A je (1��)(�1��)�3 = �2�4, jeho korene s�u �1;2 = �2. Rie�sen��m s�ustav rovn��(A � �1)f = 0 a (A � �2)f = 0 dost�avame f1 = (p3 1)>, f2 = (�1 p3)>. �Lahko sa presved���me, �ze (f1; f2) = 0.Preto tvoria vektory e1 = 1kf1k f1, e2 = 1kf2k f2 ortonorm�alnu b�azu C2 Dostaneme teda:e1 = � p3212 � ; e2 = �� 12p32 � ; A =  p32 � 1212 p32 !� 2 00 �2� p32 12� 12 p32 !Norma matie A je kAk = 2b. V tomto pr��pade je harakteristik�y polyn�om (� � 2)2(� � 8). Pre �1 = 2 sa daj�u n�ajs�t dva line�arne nez�avisl�evlastn�e vektory: f1 = (�1; 1; 0)>, f2 = (�1; 0; 1)> a pre �2 = 8 jeden (na oba predh�adzaj�ue kolm�y) f3 = (1; 1; 1)>.Na prv�e dva pou�zijeme ortonormaliza�n�y proes a dostaneme ortonorm�alnu b�azu C3 pozost�avaj�uu z vlastn�yhvektorov matie A: e1 = �� 1p2 1p2 0 �> Pe1 f2 = (f2; e1)e1 = (� 12 12 0 )> ;f2 � Pe1 f2 = (� 12 � 12 1 )> e2 =r23 (� 12 � 12 1 )> = �� 1p6 � 1p6 2p6 �>e3 = 1kf3k f3 = � 1p3 1p3 1p3 �>St�lpe matie P tvoria vektory e1, e2, e3. Zvy�sn�e dva pr��klady sa rie�sia podobne.V pr��pade, �ze matia A nie je norm�alna mô�ze, ale nemus�� by�t podobn�a diagon�alnej matii. Ur�ite nie je unit�arnepodobn�a diagon�alnej matii. �Co znamen�a, �ze b�aza vzh�ladom ku ktorej m�a oper�ator n�asobenia matiou A diagon�alnumatiu nemus�� existova�t a ak existuje nie je ortonorm�alna. Pred t�ym ako budeme de�nova�t Jordanov kanonik�y tvarmatie pripomenieme, �ze vlastn�e vektory patriae k rôznym vlastn�ym ���slam tvoria line�arne nez�avisl�u mno�zinu (niev�zdy ortogon�alnu) pre ka�zd�y line�arny oper�ator.Veta. Neh T je line�arny oper�ator a neh f1, f2, : : : , fk s�u vlastn�e vektory oper�atora T patriae k navz�ajom rôznymvlastn�ym ���slam �1, �2, : : : ,�k. Potom je ff1; f2; : : : ; fkg line�arne nez�avisl�a mno�zina.Dôkaz. Predpokladajme, �ze �1f1 + �2f2 + � � � + �kfk = 0. M�ame uk�aza�t, �ze potom je �1 = �2 = � � � = �k = 0.Tvrdenie plat�� ak k = 1, lebo vlastn�e vektory s�u nenulov�e. Predpokladajme, teda, �ze plat�� pre nejak�e prirodzen�e���slo k a uk�a�zme, �ze plat�� aj pre k + 1:�1f1+�2f2+ � � �+�kfk+�k+1fk+1 = 0. Ak by �k+1 = 0, tak by �1f1+�2f2+ � � �+�kfk = 0 a pod�la induk�n�ehopredpokladu by bolo �1 = �2 = � � � = �k = 0. Ak �k+1 6= 0, tak pre �i = ��i=�k+1, i = 1; 2; : : : ; kfk+1 = �1f1 + �2f2 + � � �+ �kfk =) T fk+1 = �1T f1 + �2T f2 + � � �+ �kT fk



25Preto�ze T fi = �ifi dostaneme odtia�l:�k+1 (�1f1 + �2f2 + � � �+ �kfk)| {z }fk+1 = �1�1f1 + �2�2f2 + � � �+ �k�kfk=) �1(�k+1 � �1)f1 + �2(�k+1 � �2)f2 + � � �+ �k(�k+1 � �k)fk = 0 :Z predpokladu, �ze vlastn�e ���sla s�u navz�ajom rôzne a ff1; f2; : : : ; fkg je line�arne nez�avisl�a mno�zina potom dost�avame�1 = �2 = � � � = �k = 0. Potom ale fk+1 = 0, �o nie je pravda, lebo fk je vlastn�y vektor. Tak�ze �k+1 = 0 a dôkazvety je t�ym dokon�en�y.Veta. Ak A je matia typu n�n, tak je podobn�a diagon�alnej matii vtedy a len vtedy, ke�d Cn m�a b�azu pozost�avaj�uuz vlastn�yh vektorov matie A. V takom pr��pade plat�� A = PJP�1, kde st�lpe matie P s�u vlastn�e vektory f1; f2; : : : fnmatie A, ktor�e tvoria b�azu Cn a J je diagon�alna matia, ktorej diagon�alne prvky s�u vlastn�e ���sla patriae k vlastn�ymvektorom f1; f2; : : : fn (v tom istom porad��).Poznamenajme tu len, �ze vlastn�e ���sla na diagon�ale matie J nemusia by�t navz�ajom rôzne.Diagon�alna matia, ktor�a je unit�arne podobn�a norm�alnej matii alebo podobn�a matii, ku ktorej existuje b�azaz vlastn�yh vektorov je �spei�alnym pr��padom Jordanovho kanonik�eho tvaru matie. Budeme sa teraz zaobera�tpr��padom, ke�d existuje len jedno vlastn�e ���slo � matie A typu n � n, ktor�eho vlastn�y podpriestor m�a dimenziumen�siu ako n.V�seobene pre ak�uko�lvek matiu A typu n� n nemus�� b�aza pozost�avaj�ua z vlastn�yh vektorov existova�t. Op�a�tnerob��me rozdiely v ozna�en�� medzi matiou A a oper�atorom n�asobenia touto matiou. Pre � 2 �(A)Ozna�me dk(�) = dim ker(A � �I)k. Zrejme je postupnos�t dk(�) neklesaj�ua, 0 = d0 < d1, na druhej stranedk(�) � n pre 8k. Preto mus�� by�t postupnos�t dk(�) od ist�eho indexu kon�stantn�a. Navy�se sa d�a �lahko uk�aza�t, �ze jeto prv�y index, pre ktor�y plat�� dk+1(�) = dk(�). Prvky priestoru ker(A� �I)k, pre k > 1 sa naz�yvaj�u zov�seobenen�evlastn�e vektory matie A (ak k = 1 vlastn�e vektory matie A).Budeme sa teraz zaobera�t pr��padom, ke�d existuje len jedno vlastn�e ���slo � matie A typu n� n, ktor�eho vlastn�ypodpriestor m�a dimenziu men�siu ako n. Uk�a�zeme, �ze existuje b�aza pozost�avaj�ua z vhodne usporiadan�yh vlastn�yha zov�seobenen�yh vlastn�yh vektorov matie A. Matiu oper�atora TA (n�asobenia matiou A) pri tejto b�aze potomnaz�yvame Jordanov tvar matie A.1. Pr��pad jedin�eho vlastn�eho vektora..De�n��ia. Neh k 2 N , � 2 C. Matia k � k:Jk(�) = 0BBBBB�� 0 : : : 0 01 � : : : 0 00 1 . . . 0 0... . . . . . . . . . ...0 0 : : : 1 �
1CCCCCAsa naz�yva Jordanov blok r�adu k patriai k vlastn�emu ���slu �.Najprv sk�umajme vlastn�e ���sla, vlastn�e vektory a zov�seobenen�e vlastn�e vektory matie J3(�0). Jej harakteri-stik�y polyn�om je (�0��)3. Jedin�ym vlastn�ym ���slom je teda �0. �Lahko sa tie�z zist��, �ze vlastn�y podpriestor patriaik tomuto vlastn�emu ���slu je jednorozmern�y a vlastn�y vektor je f1 = 0� 0011A. Ak f2 = 0� 0101A, f3 = 0� 1001A, tak(J3(�0)� �0I)f3 = f2 ; (J3(�0)� �0I)f2 = f1 ; (J3(�0)� �0I)f1 = 0 :Naopak, ak A je matia typu 3� 3 a � je jej jedin�e vlastn�e ���slo, pre ktor�e je vlastn�y podpriestor jednorozmern�y,tak existuj�u zov�seobenen�e vlastn�e vektory e1, e2, e3, pre ktor�e (A� �I)e1 = e2, (A� �I)e2 = e3, (A� �I)e3 = 0.Vektory e1, e2, e3 tvoria b�azu priestoru C3 pri ktorej je matiou zobrazenia A matia:0�� 0 01 � 00 1 �1A :V�seobene ka�zd�a matia s jedin�ym vlastn�ym ���slom je podobn�a blokovo diagon�alnej matii:



26Veta. Neh A je matia n�n s jedin�ym vlastn�ym ���slom �. Neh dimker(A��I) = m. Potom je matia A podobn�ablokovo diagon�alnej matiiJ = Jk1(�) � Jk2(�)� � � � � Jkm(�) ; k1 � k2 � � � � � km ; k1 + k2 + � � �+ km = n :T�ato matia sa naz�yva Jordanova forma matie A.Presn�u de�n��iu pojmu blokovo diagon�alna matia A neuvedieme. Je to matia, ktor�a m�a nenulov�e prvky nanajv�y�sv ist�yh podmatiiah, ktor�yh hlavn�a diagon�ala je �as�tou diagon�aly matie A. Napr��klad J2(�) � J2(�) � J1(�) jematia tvaru: 0BBBB�� 0 0 0 01 � 0 0 00 0 � 0 00 0 1 � 00 0 0 0 �1CCCCA = 0BBBBBB� � 01 � 0 00 0 000 00 0 � 01 � 000 0 0 0 �
1CCCCCCATeraz na�rtneme dôkaz predh�adzaj�uej vety. Ke�d�ze � je jedin�e vlastn�e ���slo matie A, existuje k1 2 N , pre ktor�eker(T � �I)k1 = Cn, ale ker(T � �I)k1�1 6= Cn. Vyberme �lubovo�ln�y vektor f 2 Cn, pre ktor�y (T � �I)k1�1f 6= 0 aozna�me: e1 = f ; e2 = (T � �I)f ; : : : ; ek1 = (T � �I)ek1�1 = (T � �I)k1�1f :Ak by �1e1 + �2e2 + � � �+ �k1ek1 = 0, tak 0 = (T � �I)k1�1(�1e1 + �2e2 + � � � + �k1ek1) = �1ek1 a preto �1 = 0.Potom 0 = (T � �I)k1�2(�2e2 + � � � + �k1ek1) = �2ek1 . Teda aj �2 = 0. Takto mô�zeme pokra�ova�t a uk�aza�t, �zev�setky �i s�u nulov�e, t.j. vektory e1; e2; : : : ek1 s�u line�arne nez�avisl�e.Ak k1 = n, tak vektory e1; e2; : : : en tvoria b�azu priestoru Cn a �lahko sa uk�a�ze, �ze matia A vzh�ladom na t�utob�azu je Jordanov blok Jn(�).Ak k1 < n, tak n�ajdeme najv�a��sie mo�zn�e ���slo k2, pre ktor�e existuje tak�y vektor f 2 Cn, fe1; e2; : : : ; ek1 ; fg jeline�arne nez�avisl�a mno�zina a (A� �I)k2�1f 6= 0, (A� �I)k2 f = 0. Ozna���me potomek1+1 = f ; ek1+2 = (A� �I)f ; : : : ; ek1+k2 = (A� �I)k2�1f :zrejme vektory e1; e2; : : : ; ek1+k2 tvoria line�arne nez�avisl�u mno�zinu. Ak k1+k2 = n je to b�aza Cn, ak nie pokra�ujemerovnako a�z k�ym nedostaneme k1 + k2 + : : : km = n, k1 � k2 � � � � � km � 1 a b�azue1; : : : ; ek1�1; ek1 : : :en�1; en :Pri�om t�ato b�aza sp�l�na vz�tahy(T � �I)e1 =e2 ; (T � �I)e2 = e3 ; : : : ; (T � �I)ek1�1 = ek1 ; (T � �I)ek1 = 0(T � �I)ek1+1 = ek1+2 ; : : : ; (T � �I)ek1+k2�1 = ek1+k2 ; (T � �I)ek1+k2 = 0: : : : : : : : : : : :(T � �I)en�km+1 = en�km+2 ; : : : ; (T � �I)en�1 = en ; (T � �I)en = 0 :Pri tejto b�aze je m�a oper�ator A matiu Jk1(�) � Jk2(�)� Jkm(�).V pr��pade viaer�yh vlastn�yh ���sel sa d�a predh�adzaj�ui postup zopakova�t so v�setk�ymi vlastn�ymi ���slami a t�ymsa dok�a�ze veta:Veta o Jordanovom tvare. Ka�zd�a matia A typu n � n s komplexn�ymi prvkami je podobn�a blokovo diagon�alnejmatii J , ktorej diagon�alne bloky s�u Jordanove bloky pr��slu�sn�e k vlastn�ym ���slam matie A. Matia J je ur�en�ajednozna�ne a�z na poradie blokov.Pozn�amka. Z predh�adzaj�ueho dôkazu vidie�t, �ze Jordanov tvar matie m�a to�lko blokov, ko�lko sa d�a n�ajs�t line�arnenez�avisl�yh vlastn�yh vektorov. Pri h�ladan�� Jordanovho tvaru:1. N�ajdeme vlastn�e ���sla matie A. Ak vlastn�e ���slo � je k-n�asobn�ym kore�nom harakteristik�eho polyn�omu, det(A��I), tak bloky Jordanovho tvaru matie A s vlastn�ym ���slom � tvoria matiu k � k a je ih to�lko, ko�lko viemen�ajs�t line�arne nez�avisl�yh vlastn�yh vektorov patriaih k vl. ���slu �.



272. Pre ka�zd�e vlastn�e ���slo zist��me, ko�lko vieme n�ajs�t line�arne nez�avisl�yh vlastn�yh vektorov a ko�lko potrebujemezov�seobenen�yh vlastn�yh vektorov.2a. Ak je len jeden blok, mô�zeme zvoli�t vlastn�y vektor f konkr�etne (bez parametrov) a k nemu po���ta�t zov�seobenen�evlastn�e vektory ako rie�senia s�ustavy (A� �I)x = f .2b. Ak sa d�a n�ajs�t viaero line�arne nez�avisl�yh vlastn�yh vektorov, ale menej ako k, tak mus��me h�lada�t ajzov�seobenen�e vlastn�e vektory, b�azu vlastn�yh vektorov v�sakmô�zeme ur�i�t a�z v priebehu po���tania zov�seobenen�yhvlastn�yh vektorov. Napr. Ak k = 3, a existuj�u len dva line�arne nez�avisl�e vlastn�e vektory f1, f2. Potom potrebn�yzov�seobenen�y vlastn�y vektor h�lad�ame rie�sen��m s�ustavy (A � �I)x = sf1 + tf2, a parametre s, t zvol��me tak,aby rie�senie existovalo (nemus�� existova�t pre v�setky hodnoty parametrov).De�n��ia. Neh A je matia typu n�n potom mnoho�len mT (z) sa naz�yva minim�alny polyn�om matie A, ak pre�nplat�� mT (T ) = 0 a s�u�asne mT je delite�lom ka�zd�eho mnoho�lena p, pre ktor�y p(T ) = 0.Veta. Neh A je matia typu n� n. Ak �(A) = f�1; �2; : : : ; �pg, tak minim�alny polyn�om matie A jemA(z) = (z � �1)k1(z � �2)k2 : : : (z � �p)kp ;kde k1 (k2, : : : kp) je rozmer najv�a��sieho Jordanovho bloku matie A prisl�uhaj�ueho vlastn�emu ���slu �1 (�2; : : : ; �p).Minim�alny polyn�om je v�zdy delite�lom harakteristik�eho polyn�omu.Postup h�ladania Jordanovho tvaru a minim�alneho polyn�omu matie A uk�a�zeme na pr��kladoh:Pr��klad 1. N�ajdite Jordanov tvar a minim. polyn�om matie 0B��2 0 1 03 �1 1 �4�4 0 1 2�3 0 1 1 1CA.Rie�senie: Charakteristik�y polyn�om matie A je��������2� � 0 1 03 �1� � 1 �4�4 0 1� � 2�3 0 1 1� � ������� = �(� + 1)2(�� 1)Pr��slu�sn�e vlastn�e vektory s�u:1) Pre �1 = 0 e1 = ( 1 1 2 1 )>,2) Pre �2 = 1 e2 = ( 1 �1 3 2 )>,3) Pre �3 = �1 f = ( r s r r )>. Zov�seobenen�e vlastn�e vektory nemus��me h�lada�t, lebo pre �3 existuj�u dvaline�arne nez�avisl�e vlastn�e vektorye3 = ( 0 1 0 0 )>. e4 = ( 1 0 1 1 )>.Teda minim�alny polyn�om matie A je (�(� � 1)(�+ 1) a Jordanov tvar:J = 0B� 0 0 0 00 1 0 00 0 �1 00 0 0 �11CA pri�om A = PJP�1 pre P = 0B� 1 1 0 11 �1 1 02 3 0 11 2 0 11CA :Pr��klad 2. Pre matiu A n�ajdite jej Jordanov tvar J , minim�alny polyn�om a matiu P , pre ktor�u A = PJP�1,A = 0B��4 1 �3 7�5 2 �2 6�7 1 �2 9�6 1 �3 9 1CA.��������4� � 1 �3 7�5 2� � �2 6�7 1 �2� � 9�6 1 �3 9� � ������� = ��������4� � 1 �3 7�5 2� � �2 6�3 + � 0 1� � 2�2 + � 0 0 2� � ������� == ������� 3� � 1 �3 71 2� � �2 6�1 + � 0 1� � 20 0 0 2� � ������� = ��������� 1 �3 7�1 2� � �2 60 0 1� � 20 0 0 2� � ������� == (2� �)(1� �)[��(2� �) + 1℄ = (2� �)(1� �)(�2 � 2�+ 1) = (�� 1)3(�� 2) :



28Pre �1 = 2 dostaneme vlastn�y vektor:0B��6 1 �3 7�5 0 �2 6�7 1 �4 9�6 1 �3 7 1CA � 0��6 1 �3 7�5 0 �2 6�1 0 �1 2 1A � 0��3 1 0 1�3 0 0 2�1 0 �1 2 1A =) e1 = 0B� 23431CA :Pre �2 = 1 dostaneme0B��5 1 �3 7�5 1 �2 6�7 1 �3 9�6 1 �3 8 1CA � 0B��5 1 �3 70 0 1 �1�2 0 0 2�1 0 0 1 1CA � 0��5 1 �3 70 0 1 �1�1 0 0 1 1A =) f1 = 0B� 11111CA :Vlastn�y podpriestor je jednorozmern�y, h�lad�ame vlastn�e zov�seobenen�e vektory:0B��5 1 �3 7�5 1 �2 6�7 1 �3 9�6 1 �3 8 ������� 11111CA � 0B��5 1 �3 70 0 1 �1�2 0 0 2�1 0 0 1 ������� 10001CA =) f2 = 0B� 01001CAa e�ste mus��me h�lada�t jeden zov�seobenen�y vlastn�y vektor (vieme, �ze blok je trojrozmern�y):0B��5 1 �3 7�5 1 �2 6�7 1 �3 9�6 1 �3 8 ������� 01001CA � 0B��5 1 �3 70 0 1 �1�2 0 0 2�1 0 0 1 ������� 01001CA =) f3 = 0B� 03101CA :Ak v priestore C4 pou�zijeme b�azu B = fe1; e2; e3; e4g, kde e2 = f3, e3 = f2, e4 = f1, tak oper�ator T , ktor�eho matiapri �standardnej b�aze je MEE (T ) = A m�a pri b�aze B matiu J = MBB (T ), ktor�a je Jordanov�ym tvarom matie A.A = P 0B� 2 0 0 00 1 0 00 1 1 00 0 1 1 1CAP�1 ; kde P = 0B� 2 0 0 13 3 1 14 1 0 13 0 0 1 1CA ; P�1 = 0B��1 0 0 11 0 1 �2�3 1 �3 53 0 0 �2 1CA :Funkie mat��Pre funkiu f analytik�u v istej oblasti sa d�a de�nova�t hodnota funkie f(A) pre matiu A, ak f je analytik�a naspektre matie A (t.j. v ka�zdom jej vlastnom ���sle). De�nova�t sa d�a pomerne jednoduho pomoou Taylorovho radufunkie f , napr��klad ak f je analytik�a v nule a f(z) = 1Pn=0 nzn, tak sa mô�ze sta�t, �ze pre matiu A rad 1Pn=0 nAnkonverguje (v priestore v�setk�yh mat�� s niektorou normou). Potom kladieme f(A) = 1Pn=0 nAn. Tento rad v�sakpriamo oby�ajne nemo�zno vypo���ta�t. Preto sa na v�ypo�et f(A) pou�z��va Jordanova kanonik�a forma matie.Najprv po���tajme moniny Jordanovho bloku zoberme najprv J4(0)J4(0) = 0B� 0 0 0 01 0 0 00 1 0 00 0 1 0 1CA ; J4(0)2 = 0B� 0 0 0 00 0 0 01 0 0 00 1 0 0 1CA ;J4(0)3 = 0B� 0 0 0 00 0 0 00 0 0 01 0 0 0 1CA ; J4(0)4 = 0B� 0 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 0 0 1CA :



29Vid��me, �ze diagon�ala obsahuj�ua jednotky sa pri umo�novan�� pos�uva a Jk(0)n = 0 pre 8n � k. Ak f je analytik�a vbode �, d�a sa v jeho okol�� vyjadri�t ako Taylorov rad, do ktor�eho sa d�a �lahko dosadi�t matia Jk(�) = Jk(0) + �I :f(z) = 1Xn=0 f (n)(�)n! (z � �)n =) f(Jk(�)) = 1Xn=0 f (n)(�)n! Jnk (0) = k�1Xn=0 f (n)(�)n! Jnk (0) :Napr��klad pre k = 4 f(J4(�)) = 0BBB� f(�) 0 0 0f 0(�) f(�) 0 0f (2)(�)2! f 0(�) f(�) 0f (3)(�)3! f (2)(�)2! f 0(�) f(�)1CCCA : (1)To vedie k de�n��ii f(A), pre funkiu analytik�u v ka�zdom bode spektra matie A:De�n��ia. Neh A je matia, ktorej Jordanov tvar je J = J(�1)� J(�2)� � � � � J(�m), kde J(�) je Jordanov blokpatriai k vlastn�emu ���slu �, f je funkia analytik�a v ka�zdom bode spektra matie A a P je regul�arna matia, prektor�u A = PJP�1. Potomf(J) = f(J(�1))� f(J(�2))� � � � � f(J(�m)) a f(A) = Pf(J)P�1 :Poznamenajme, �ze vlastn�e ���sla �i v ozna�en�� oper�atora J nemusia by�t navz�ajom rozli�n�e.Cvi�enie.1. Pre matiu A = 0��4 1 4�6 2 5�5 1 51A vypo���tajte f(A) prea) f(z) = z6 + z2 + 1, b) f(z) = z30.2. Pre matiu A n�ajdite Jordanov tvar, minim�alny polyn�om a matie exp(A), g(A), kde exp(z) = ez, g(z) =3z3 + z2 � z + 1.a. A = � 2 �30 1 � b. A = � 0 1�4 �4� . A = 0� 2 �1 25 �3 3�1 0 21Ad. A = 0� 4 �5 25 �7 36 �9 41A e. A = 0� �4 �2 4�3 1 2�10 �4 91A f. A = 0� 2 0 00 2 10 0 31Ag. A = 0� 15 28 �7�6 �11 32 4 0 1A h. A = 0B� 1 0 2 �10 1 4 �22 �1 0 12 �1 �1 2 1CA.V�ysledky (len Jordanov tvar J) a. � 2 00 1�, b. � 2 01 2�, . 0��1 0 01 �1 00 1 �11A,d. 0� 0 0 01 0 00 0 11A, e. 0� 3 0 00 2 00 0 11A, f. 0� 2 0 00 2 00 0 31A, g. 0� 1 0 00 1 00 0 21A, h. 0B� 1 0 0 01 1 0 00 1 1 00 0 0 11CA.


