
Te�oria line�arnyh oper�atorovPripome�nme, �ze oper�ator z line�arneho priestoru X do line�arneho priestoru Y nad t�ym ist�ym po�lom(R alebo C) sa naz�yva line�arny, ak pre 8x; y 2 X a 8 skal�ar � T (x+ y) = Tx+ Ty, T (�x) = �Tx.De�n��ia. Neh X;Y s�u line�arne normovan�e priestory. Oper�ator T : X ! Y sa naz�yva ohrani�en�y,9K > 0 tak�e, �ze pre 8x 2 X kTxk � K � kxk.V kone�norozmern�yh line�arnyh normovan�yh priestoroh s�u v�setky line�arne oper�atory ohrani�en�e. Vnekone�norozmern�yh priestoroh nie. Predt�ym, ne�z si to uk�a�zeme na pr��kladoh, de�nujme e�ste normuohrani�en�eho line�arneho oper�atora. Preto�ze sa v �dal�som budeme zaobera�t len line�arnymi oper�atormi,priestormi a podpriestormi budeme slovo line�arny vyneh�ava�t. Tak�ze oper�ator znamen�a line�arny oper�ator,(pod)priestor line�arny (pod)priestor.De�n��ia. Neh X , Y s�u normovan�e priestory a T : X ! Y je ohrani�en�y oper�ator. �C��slokTk = inffK > 0: 8x 2 X kTxk � K � kxkgsa naz�yva norma oper�atora T .Veta. Ak X;Y s�u normovan�e priestory a T : X ! Y je ohrani�en�y oper�ator, takkTk = supkxk�1 kTxk = supkxk<1 kTxk = supkxk=1 kTxk = supx6=0 kTxkkxk :Dôkaz. Na dôkaz tejto vety si v�simnime, �ze ak x 2 X , x 6= 0 a kxk � 1, takkTxk = kxk � T � xkxk� = kxk � T � xkxk� � T � xkxk� � supkxk=1 kTxk :Odtia�l vidie�t, �ze v�setky �styri supr�ema vo vete maj�u t�u ist�u hodnotu M ako aj to, �ze kTk �M .Na dôkaz nerovnosti kTk �M si sta��� uvedomi�t, �ze pre 8M1 < M 9x : kxk = 1, pre ktor�e kTxk > M1,a teda kTk �M1.Pr��klady ohrani�en�yh a neohrani�en�yh oper�atorov.1) V priestore X = Rn s normou kfx1; : : : xngk = max1�i�n jxij je oper�ator n�asobenia �lubovo�lnou matiouA 2 Mn;n ohrani�en�y oper�ator. �Ulohu ur�i�t jeho normu preneh�avame �itate�lovi.2) Oper�ator z pr��kladu 1) je ohrani�en�y aj pri �lubovo�lnej norme na Rn a ohrani�en�y je aj analogik�yoper�ator Cn ! Cn. Ur�i�t v�sak pr��slu�sn�u normu je podstatne �ta�z�sie.3) Neh X = Cha;bi je priestor v�setk�yh spojit�yh funki�� na intervale ha; bi s normou kxk1 =maxt2ha;bi jx(t)j. Ak K = K(t; �) je spojit�a funkia de�novan�a na ha; bi � ha; bi, tak oper�ator T : X ! X ,(Tx)(t) = R ba K(t; �)x(�)d� je ohrani�en�y. �Ulohu ur�i�t jeho normu preneh�avame op�a�t �itate�lovi.4) Neh teraz X = C1ha;bi je priestor v�setk�yh funki�� s Cha;bi, ktor�e maj�u spojit�u prv�u deriv�aiu sosupr�emovou normou. Potom oper�ator diferenovania (Tx)(t) = x0(t) nie je ohrani�en�y. Vidie�t to z toho,�ze pre xn = sinnt je kxnk = 1, ale kTxnk = n (lebo (Txn)(t) = n osnt).5) Ak zmen��me normu v priestore C1ha;bi na kxk = kxk1 + kx0k1, tak oper�ator diferenovania budeohrani�en�y oper�ator z C1ha;bi do Cha;biVz�tah medzi ohrani�enos�tou a spojitos�tou oper�atora.Veta. Neh X, Y s�u normovan�e priestory a T : X ! Y je line�arny oper�ator. Potom s�u nasleduj�uetvrdenia ekvivalentn�e:(i) T je spojit�y,(ii) T je spojit�y v 0,(iii) T je ohrani�en�y,(iv) Jadro oper�atora T je uzavret�y podpriestor X.Dôkaz. Ak by nebol oper�ator T ohrani�en�y, tak 9 fxng1n=1 � X , pre ktor�e kxnk = 1 a lim kTxnk =1.Potom pre yn = (1=kTxnk)xn je lim yn = 0, ale limTyn 6= 0, teda T nie je spojit�y v 0. To dokazujeimplik�aiu (ii) =) (iii). Dôkaz ostatn�yh implik�ai�� je jednoduh�y (a preneh�ame ho �itate�lovi).Pozn�amka. Oper�ator X do R alebo C sa naz�yva funkion�al. Line�arne aj neline�arne funkion�aly maj�uv�yznamn�u �ulohu napr. vo varia�nom po�te, te�orii distrib�ui�� (zov�seobenen�yh funki��) a v te�orii slab�yhrie�sen�� difereni�alnyh rovn��. 17



18 FAPr��klad. Neh X je priestor v�setk�yh komplexn�yh (re�alnyh) postupnost�� a'k : X ! C (X ! R) je evalua�n�y funkion�al: pre x = fxng1n=1 'kx = xk.'k je ohrani�en�y line�arny funkion�al na l1 aj lp pre v�setky p 2 h1;1) a m�a vo v�setk�yh uveden�yhpr��padoh normu 1.Podobne na priestore Cha;bi je ohrani�en�ym funkion�alom '�x = x(�) pre ka�zd�e � 2 ha; bi a m�a normuk'�k = 1.Reprezent�aia line�arneho funkion�alu na Hilbertovom priestore.Veta (Rieszova, o reprezent�aii lin. funkion�alu). Neh H je komplexn�y Hilbertov priestor, ' : H ! C jespojit�y line�arny funkion�al. Potom existuje pr�ave jeden prvok f 2 H tak�y, �ze '(g) = (g; f) pre 8 g 2 H.Na dôkaz tejto vety treba nieko�lko dôle�zit�yh pojmov a jednoduh�yh tvrden��.Veta o ortogon�alnej projekii. Neh H je Hilbertov priestor a ; 6= K � H je jeho uzavret�a konvexn�apodmno�zina (t.j. kn 2 K, lim kn = k =) k 2 K a k1; k2 2 K =) 12 (k1 + k2) 2 K). Potom pre ka�zd�eh 2 H existuje pr�ave jeden prvok h0 2 K, tak�y, �ze kh� h0k = inffkh� kk : k 2 KgDôkaz. Pre ka�zd�e n existuje gn 2 K, pre ktor�e inffkh � kk : k 2 Kg = Æ � kh � gnk < Æ + 1n . Tedalim kh� gnk = Æ. Postupnos�t (gn) je potom auhyovsk�a: Pod�la rovnobe�zn��kov�eho pravidla plat��kgm � gnk2 = k(gm � h) + (h� gn)k2 = 2(kgm � hk2 + kh� gnk2 � k(gm � h)� (h� gn)k2= 2kgm � hk2 + 2kh� gnk2 � 4k12(gm + gn)� hk2 � 2kgm � hk2 + 2kh� gnk2 � 4Æ2 ! 0Preto 9 limn!1 gn = h0. Tento prvok zrejme sp�l�na vz�tah kh� h0k = Æ. Ak by existoval e�ste jeden prvokk0, sp�l�naj�ui kh� k0k = Æ, tak by sme dostali podobnekh0�k0k2 = k(h0�h)+(h�k0)k2 = 2(kh0�hk2+kh�k0k2�kh0+k0�2hk2 � 4Æ2�4k12(h0+k0)�hk2 � 0Teda h0 = k0.Prvok h0 sa naz�yva ortogon�alna projekia vektora h na mno�zinu K, v �spei�alnom pr��pade, ke�d Kje uzavret�y line�arny podpriestor Hilbertovho priestoru H je zobrazenie, ktor�e prirad�� vektoru h 2 Hjeho ortogon�alnu projekiu na K line�arnym ohrani�en�ym zobrazen��m. Obvykle sa ozna�uje PK a naz�yvaortogon�alny projektor na podpriestor K. �Lahko sa uk�a�ze, �ze pre v�setky h 2 H je prvok h� PKh kolm�yna ka�zd�y prvok z K, teda h = PKh + (h � PKh) ur�uje jednozna�n�y rozklad prvku h na s�u�et prvkuPKh 2 K a (h � PKh) 2 K? = ff 2 H : (f; k) = 0 pre 8 k 2 Kg Line�arny priestor K? naz�yvameortogon�alny doplnok mno�ziny K.Dôkaz Rieszovej vety. Jadro funkion�ala ' ozna���me K = fx 2 H : '(x) = 0. Preto�ze je ' spojit�yfunkion�al, K je uzavret�y line�arny podpriestor H . Ak by K = H , tak ' = 0 a sta��� zobra�t f = 0.Predpokladajme teda, �ze K 6= H , potom 9x1 2 K?, kx1k = 1. Pre v�setky g 2 H potom prvoky = '(g)x1 � '(x1)g sp�l�na'(y) = '('(g)x1 � '(x1)g) = '(g)'(x1)� '(x1)'(g) = 0 =) y 2 K :=) 0 = (y; x1) = ('(g)x1 � '(x1)g; x1) = '(g)� '(x1)(g; x1) =) '(g) = (g; '(x1)x1)Sta��� teda polo�zi�t f = '(x1)x1.Na dôkaz jednozna�nosti predpokladajme, �ze 9f; h 2 H , pre ktor�e '(x) = (x; f) = (x; h) a teda(x; f � h) = 0 pre ka�zd�e x 2 H . Preto aj (f � h; f � h) = kf � hk2 = 0, t.j. f = h.Spektrum line�arnyh oper�atorov.D�a sa uk�aza�t, �ze Rn aj Cn je pri ka�zdej norme �upln�ym priestorom a v�setky line�arne oper�atory z Rn(Cn) do Rm (Cm) s�u spojit�e. Z line�arnej algebry vieme, �ze sa daj�u ur�i�t pomoou matie, ktor�a z�avis��od b�az v pr��slu�sn�y podpriestoroh.Obmedzme sa teraz na pr��pad m = n a za obe b�azy zoberieme �standardn�u b�azu B = fe1; e2; : : : ; eng,kde e1 = (1; 0; : : : ; 0), e2 = (0; 1; : : : ; 0), : : : , en = (0; 0; : : : ; 1). Ak pou�zijeme euklidovsk�u normu askal�arny s�u�in, t�ato b�aza je ortonorm�alna a �lahko ur���me matiu oper�atora T : Cn ! Cn MBB (T ) = (aij),kde aij = (Tej ; ei), lebo s�uradnie vektora Tej pri �standardnej b�aze (j-ty st�lpe matie MBB (T ) ur�ujeFourierov rozvoj: Tej =Pni=1(Tej ; ei)ei.



FA 19Takto dostaneme line�arne zobrazenie, ktor�e oper�atoru prira�duje jednozna�ne matiu a navy�se skladaniuoper�atorov zodpoved�a n�asobenie mat��. Oper�atory v kone�norozmern�yh priestoroh mô�zeme stoto�zni�ts ih matiami vzh�ladom na pevne zvolen�e b�azy. Preto mnoho ot�azok o kone�norozmern�yh oper�atorohvieme zodpoveda�t pomoou ih mat��.Pripome�nme ako sa h�ladaj�u vlastn�e ���sla a vlastn�e vektory oper�atora Cn ! Cn. Identik�y oper�atoraj jednotkov�u matiu budeme ozna�ova�t I .De�n��ia. Vektor f 2 Cn sa naz�yva vlastn�ym vektorom matie A 2 Mn;n patriaim k vlastn�emu ���slu�, ak f 6= 0 a Af = �f .Analogiky sa de�nuje vlastn�e ���slo a vlastn�y vektor pre oper�ator T : X ! X (aj na nekone�norozmernompriestore)De�n��ia. Neh X je normovan�y priestor a T : X ! X je line�arny oper�ator. Vektor f 2 X sa naz�yvavlastn�ym vektorom oper�atora T patriaim k vlastn�emu ���slu �, ak f 6= 0 a T f = �f .� je vlastn�e ���slo matie A pr�ave vtedy, ke�d det(A � �I) = 0. To je ekvivalentn�e s podmienkou, �zematia A � �I nie je regul�arna, t.j. neexistuje k nej inverzn�a matia. Zo z�akladnej vety algebry viemetie�z, �ze ka�zd�a matia (ka�zd�y oper�ator v kone�norozmernom priestore) m�a vlastn�e ���slo, mô�ze v�sak nema�tre�alne vlastn�e ���sla. V nekone�norozmernom pr��pade nemus�� ma�t line�arny ohrani�en�y oper�ator �ziadnevlastn�e ���slo a teda ani vlastn�y vektor. Namiesto vlastn�yh ���sel sa zav�adza v�seobenej�s�� pojem spektrumoper�atora. Budeme ho de�nova�t len pre �uplne normovan�e (Banahove) priestory.De�n��ia. Neh X je komplexn�y Banahov priestor a Neh T : X ! X je ohrani�en�y oper�ator. Potommno�zinu �(T ) = f� 2 C : neexistuje ohrani�en�y (T � �I)�1gnaz�yvame spektrum oper�atora T .Analogiky de�nujeme spektrum oper�atora v re�alnom Banahovom priestore:�(T ) = f� 2 R : neexistuje ohrani�en�y (T � �I)�1gV pr��pade oper�atora v kone�norozmernom priestore spl�yva spektrum s mno�zinou v�setk�yh vlastn�yh���sel a vieme, �ze v re�alnom priestore mô�ze by�t pr�azdnou mno�zinou (n�ajdite pr��klad). Pomoou te�orieanalytik�yh funki�� sa d�a uk�aza�t, �ze v Komplexnom Banahovom priestore je spektrum ohrani�en�ehooper�atora v�zdy nepr�azdna uzavret�a ohrani�en�a mno�zina.Zn�ame je, �ze v kone�norozmernom pr��pade oper�ator T m�a diagon�alnu matiu vzh�ladom na b�azupozost�avaj�uu s vlastn�yh vektorov matie A (nie pre v�setky oper�atory tak�a b�aza existuje). Tak�a b�azasa d�a n�ajs�t napr. pre v�setky re�alne symetrik�e matie. Spektr�alna te�oria sa zaober�a vz�tahom medzispektrom a geometrikou �strukt�urou oper�atorov.Skôr, ne�z uvedieme pr��klady spektier niektor�yh oper�atorov, zavedieme pojem adjungovan�eho oper�atoraa spektrum rozdel��me na ist�e dôle�zit�e podmno�ziny. Pre oper�ator T bude N(T ) znamena�t jeho jadro, t.j.nulov�u mno�zinu: fx 2 X : Tx = 0g, R(T ) bude zna�i�t obor hodnôt T .Veta. Neh T je ohrani�en�y oper�ator na komplexnom Banahovom priestore X. Ak ozna���me1) �p(T ) = f� 2 C : N(T � �I) 6= f0gg (bodov�e spektrum),2) �(T ) = f� 2 C : N(T ��I) = f0g, R(T ��I) 6= X, ale ka�zd�y prvok z X je limitou postupnosti prvkovz R(T � �I)g (spojit�e spektrum),3) �r(T ) = f� 2 C : N(T � �I) = f0g, R(T � �I) 6= X, a nie ka�zd�y prvok z X je limitou postupnostiprvkov z R(T )g (rezidu�alne spektrum),4) �(T ) = f� 2 C : N(T � �I) = f0g, R(T � �I) = Xg (rezolventn�a mno�zina)Potom s�u v�setky �styri mno�ziny navz�ajom disjunktn�e aC = �p(T ) [ �(T ) [ �r(T ) [ �(T ).Ak j�j � kTk, tak � 2 �(T ) a �(T ) je otvoren�a mno�zina.Dôkaz. To, �ze uveden�e mno�ziny s�u disjunktn�e a plat�� C = �p(T ) [ �(T ) [ �r(T ) [ �(T ), je priamymdôsledkom ih de�n��ie. Uk�a�zeme, �ze j�j > kTk =) (T � �I) m�a ohrani�en�y inverzn�y oper�ator.Ak ozna���me pre oper�atory T1; T2 je ih s�u�in T1T2 oper�ator, ktor�y vznikne skladan��m zobrazen��(T1T2x = T1(T2x)), tak sa �lahko uk�a�ze, �ze kT1T2k � kT1kkT2k a pre moniny kTnk � kTkn. Okrem tohosa d�a �lahko uk�aza�t, �ze priestor L(X) v�setk�yh ohrani�en�yh oper�atorov na Banahovom priestore je pritejto norme s�am Banahov�ym priestorom. Predpokladajme, �ze j�j > kTk. Potom rad1Xn=0 1� �T��n je geometrik�y s kvoientom T� ; T�  < 1 :



20 FAPomoou �uplnosti priestoru priestoru L(X) sa �lahko uk�a�ze, �ze tento rad konverguje a jeho limita je(�I � T )�1.De�n��ia. Neh T je ohrani�en�y oper�ator na Banahovom priestore X a �(T ) je jeho spektrum, potomspektr�alny polomer oper�atora T je ���slor(T ) = supfj�j : � 2 �(T )g :Spektr�alny polomer oper�atora sa d�a vypo���ta�t pomoou nasleduj�ueho vzora:Veta. Neh T je ohrani�en�y oper�ator na Banahovom priestore X. Potom existuj�u limn!1 kTnk(1=n),infn2N kTnk(1=n) a plat�� r(T ) = infn2N kTnk(1=n) = limn!1 kTnk(1=n) :Ak X je Hilbertov priestor, potom ku ka�zd�emu ohrani�en�emu oper�atoru T 2 L(X) existuje pr�avejeden oper�ator T � 2 L(X), pre ktor�y je (Tx; y) = (x; T �y) pre v�setky x; y 2 X . Tento oper�ator sa naz�yvaadjungovan�y k oper�atoru T , alebo Hermitovsky zdru�zen�y k oper�atoru T a v istom zmysle hr�a �ulohu prvkuL(X) \komplexne zdru�zen�eho" k T .�Lahko sa uk�a�ze, �ze plat�� tvrdenie:Veta. Ak T je ohrani�en�y oper�ator na Hilbertovom priestore X. Ak T m�a inverzn�y oper�ator U (TU =UT = I), potom aj T � je invertibiln�y a (T �)�1 = U�.�C��slo � patr�� do spektra oper�atora T vtedy a len vtedy, ke�d � patr�� do spektra oper�atora T �.Dôkaz. Neh x 2 X . Potom (T �U�x; y) = (U�x; Ty) = (x; UTy) = (x; y) =) (T �U�x � x; y) = 0 pre8y 2 X . Pre y = T �U�x � x dostaneme (T �U�x � x; T �U�x � x) = 0, teda x = T �U�x, podobne ajU�T �x = x, �i�ze T �U� = U�T � = IPr��klad. Neh oper�ator T : l2 ! l2 pos�uva postupnos�t z l2 o jedno miesto vpravo, t.j.T (x0; x1; x2; x3 : : : ) = (0; x0; x1; : : : ). Ur�te jeho normu, ur�te T � a �p(T ), �p(T �); �(T ), �(T �).Veta. Oper�aia � v priestore ohrani�en�yh oper�atorov na Hilbertovom priestore X m�a nasleduj�ue vlast-nosti (pre 8 oper�atory S; T , 8� 2 C):(1) I� = I ; 0� = 0 ;(2) (S + T )� = S� + T �,(3) (�T )� = �T �,(4) (ST )� = T �S�, (5) (T �)� = T ,(6) kT �k = kTk(7) T �T = (T �T )�, kT �Tk = kTk2.Dôkaz. Veta je trivi�alnym dôsledkom de�n��ie. Troha �ta�z�sie s�u len dôkazy posledn�yh dvoh tvrden��.Uk�a�zeme kT �k = kTk: Pre ka�zd�e x 2 X kT �xk2 = (T �x; T �x) = (TT �x; x) � kTT �xkkxk �kTkkT �xkkxk =) kT �xk � kTkkxk. Teda T � je ohrani�en�y a jeho norma je kT �k � kTk. Opa�n�unerovnos�t dostaneme z rovnosti (T �)� = T .Teraz m�ame kT �Tk � kT �kkTk = kTk2 a s�u�asne kTxk2 = (T �Tx; x) � kT �Txkkxk � kT �Tkkxk2,odtia�l dost�avame kTxk �pkT �Tkkxk =) kTk2 � kT �Tk.Pr��klad. V priestore Cn s obvykl�ym skal�arnym s�u�inom je dan�y line�arny oper�ator T . Ak A je jehomatia vzh�ladom na �standardn�u b�azu, ak�a je matia oper�atora T �?De�n��ia. Neh X je Hilbertov priestor. Oper�ator T 2 L(X) sa naz�yva norm�alny, ak T �T = TT �.Vieme u�z, �ze spektr�alny polomer oper�atora s normou 1 mô�ze by�t aj nula (napr. Volterrov integr�alnyoper�ator, matia � 0 01 0�). Pre norm�alne oper�atory to nie je mo�zn�e, lebo pre ne norma a spektr�alnypolomer s�u tie ist�e ���sla.Veta. Ak T je norm�alny oper�ator na X, potom plat��:(1) 8x 2 X kT �xk = kTxk, �spei�alne, Tx = 0 () T �x = 0.(2) kT �Tk = kT 2k = kTk2(3) r(T ) = kTkDôkaz. (1): kT �xk2 = (T �x; T �x) = (TT �x; x) = (T �Tx; x) = (Tx; Tx) = kTxk2.(2) vypl�yva z (1): pre y = Tx dostaneme kT �Txk = kT �yk = kTyk = kT 2xk.(3): Z (2) vypl�yva pre ka�zd�e prirodzen�e ���slo k kT 2kk = kTk2k . Tedar(T ) = limn!1 kTnk1=n = limk!1 kT 2kk2�k = lim kTk = kTk :



FA 21Predh�adzaj�ua veta sa d�a pou�zi�t na v�ypo�et normy matie (vzh�ladom na euklidovsk�u normu). Akpova�zujeme matiu A za matiu oper�atora pri �standardnej b�aze �lahko vypo���tame matiu A�A. T�a jenorm�alna a preto je jej norma rovn�a spektr�alnemu polomeru, v tomto pr��pade maximu vlastn�yh ���sel(v�setky s�u nez�aporn�e). Pritom vieme, �ze kAk =pkA�Ak. V Nasleduj�uom pr��klade sa pou�zije t�ato vetana v�ypo�et normy aj v nekone�norozmernom pr��pade.Pr��klad. Ur�te normu a spektr�alny polomer oper�atoraT : L2h0;1i ! L2h0;1i, (Tx)(t) = R t0 x(�)d�Vieme, �ze form�alne ten ist�y oper�ator na priestore spojit�yh funki�� so supr�emovou normou m�a normu 1(dôkaz je jednoduh�ym vi�en��m). V priestore L2 je kTk = 2=�. Ukazuje sa to pomoou v�ypo�tu normyT �T .Uk�a�zme najprv, �ze (T �y)(t) = R 1t y(�)d� :(Tx; y) = Z 10 (Tx)(t)y(t)dt = Z 10 Z t0 x(�)d� y(t)dtPou�zijeme integrovanie per partes pre u(t) = R t0 x(�), v0 = y(t) a u0(t) = x(t), v(t) = � R 1t y(�)d�(uv(0) = uv(1) = 0):(x; T �y) = (Tx; y) = Z 10 x(t) Z 1t y(�)d� =) T �y = Z 1t y(�)d� :A podobne per partes po���tame aj (T �Tx)(t):(T �Tx)(t) = Z 1t Z �0 x(s)ds d� =���� u0(�) = 1 ; u(�) = � ; v(�) = Z �0 x(s)ds ; v0(�) = x(�) ����= �� Z �0 x(s)ds�1t � Z 1t �x(�)d� = Z 10 x(s)ds� t Z t0 x(s)ds � Z 1t �x(�)d� :A rie�sime pre � > 0 rovniu T �Tx = �x, tak ,�ze predh�adzaj�ui vz�tah dva razy zderivujeme:(T �Tx)(t) = �x(t) = Z 10 x(s)ds � t Z t0 x(s)ds� Z 1t �x(�)d�=) �x0(t) = � Z t0 x(�)d� � tx(t) + tx(t) ; x(1) = 0=) �x00(t) = �x(t) x0(0) = 0Odtia�l x(t) = a exp(it=p�) + b exp(�it=p�) a z podmienok x(1) = x0(0) = 0 dostaneme, vlastn�e ���slaoper�atora T �T : �n = ( 12 + n)�2��2, n = 0; 1; 2 : : : . D�a sa uk�aza�t, �ze spektrum oper�atora T �T obsahujeokrem t�yhto vlastn�yh ���sel iba ���slo 0 (to, �ze obsahuje 0 = lim�n vypl�yva z uzavretosti spektra). Pretoje normou tohoto oper�atora najv�a��sie z jeho vlastn�yh ���sel, t.j. kT �Tk = 4=�2 a preto T = 2=�.Invariantn�e podpriestoryCie�lom spektr�alnej anal�yzy oper�atora T 2 L(X) je n�ajs�t uzavret�e line�arne podpriestory L � X , tak�e,�ze 8x 2 L Tx 2 L a pritom z�u�zenie oper�atora T na podpriestor L je �o najjednoduh�s�� oper�ator.De�n��ia. Neh X je Hilbertov priestor a neh T je ohrani�en�y oper�ator na X . Uzavret�y line�arnypodpriestor L sa naz�yvaa) invariantn�y vo�i T ak TL � L,b) redukuj�ui pre T , ak TL � L aj TL? � L?, kde L? = fx 2 X : (x; y) = 0 pre 8y 2 Lg sa naz�yvaortogon�alny doplnok priestoru L � X v priestore X .) hyperinvariantn�y pre T , ak je invariantn�y, pre ka�zd�y oper�ator A, pre ktor�y AT = TA.Uzavret�e podpriestory Hilbertovho priestoru sa daj�u stoto�zni�t s oper�atormi ortogon�alnej projekie napodpriestor:



22 FADe�n��ia. Neh X je Hilbertov priestor a neh L je jeho uzavret�y podpriestor. Potom sa ka�zd�y prvokx 2 X d�a jednozna�ne nap��sa�t v tvare x1 + x2, x1 2 L, x2 2 L?, oper�ator P , pre ktor�y je Px = x1 jespojit�y line�arny oper�ator a naz�yva sa ortogon�alny projektor na podpriestor L.Fakt, �ze podpriestor je invariantn�y vzh�ladom k oper�atoru T sa d�a vyjadri�t pomoou projektora natento podpriestor:Veta. Neh T je ohrani�en�y line�arny oper�ator na Hilbertovom priestore X, neh L � X je uzavret�yline�arny podpriestor X a P ortogon�alny projektor na L. Potom(i) P = P � (P je samoadjungovan�y),(ii) L je invariantn�y vo�i T vtedy a len vtedy, ak PTP = TP ,(iii) L je redukuj�ui pre T vtedy a len vtedy, ak PT = TP () PT � = T �P .(iv) L je redukuj�ui pre T vtedy a len vtedy, ak je invariantn�y vo�i T aj vo�i T �.Spektr�alny rozklad oper�atora, znamen�a n�ajdenie dostato�ne ve�lk�eho po�tu invariantn�yh a najlep�sie re-dukuj�uih a hyperinvariantn�yh podpriestorov, na ktor�yh sa spr�ava dan�y oper�ator, �o najjednoduh�sie.Najprv uvedieme vetu o spektr�alnom rozklade kompaktn�eho norm�alneho oper�atora, ktor�a m�a aplik�aienajm�a pri rie�sen�� integr�alnyh a difereni�alnyh rovn��. Potom sa podrobnej�sie budeme zaobera�t spektr�alnymrozkladom v kone�norozmernom pr��pade.De�n��ia. Neh X je Hilbertov priestor. Oper�ator T 2 L(X) sa naz�yva kompaktn�y, ak plat��:Pre ka�zd�u ohrani�en�u postupnos�t fxng � X sa z postupnosti fTxng d�a vybra�t konvergentn�a podpos-tupnos�t.Ak � je vlastn�e ���slo oper�atora T 2 L(X), tak podpriestor E(�) = fx 2 X : Tx = �xg sa naz�yvavlastn�y podpriestor patriai k vlastn�emu ���slu �.Veta. Ak � 6= 0 je vlastn�e ���slo kompaktn�eho oper�atora, takdimE(�) = dimfx 2 X : Tx = �xg <1.Veta. (Spektr�alna veta pre kompaktn�y norm�alny oper�ator) Neh T 2 L(X) je kompaktn�y a norm�alnyoper�ator na Hilbertovom priestore X. Potom plat��:(i) Ak �i 6= �j s�u vlastn�e ���sla oper�atora T , tak E(�i) ? E(�j).(ii) Existuje postupnos�t (�n)Nn=1, N 2 N alebo N =1 vlastn�yh ���sel oper�atora T a postupnos�t vlastn�yhvektorov en, kenk = 1, pre ktor�u plat��Ten = �nen ; j�1j = kTk ; j�n+1j � j�nj8n < N limn!1 j�nj = 0 ak N =1 :A ka�zd�y vektor x 2 X sa d�a jednozna�ne nap��sa�t v tvarex = x0 + NXn=1(x; en)en ; x0 ? E(�n+1) 8n : 0 � n < N ; Tx0 = 0 :(iii) �(T ) = f�n : n � Ng, ak N <1, �(T ) = f�n : n � Ng [ f0g, ak N =1.(iv) V�setky podpriestory E(�n) s�u redukuj�ue a hyperinvariantn�e pre TPoznamenajme, �ze v�a��sina ortogon�alnyh syst�emov pou�z��van�yh v aplik�ai�ah (goniometrik�e funkie,ortogon�alne polyn�omy, �spei�alne funkie) je syst�em vlastn�yh vektorov niektor�eho kompaktn�eho samoad-jungovan�eho oper�atora.Dôkaz. (i): Pre ka�zd�e � 2 �p(T ) je � 2 �p(T �), lebo oper�ator �I � T je norm�alny, t.j. ak (�I � T )e = 0,tak aj (�I � T �)e = 0 (kerN = kerN� pre ka�zd�y norm�alny oper�ator). Ak teraz � 6= � s�u vlastn�e ���slanorm�alneho oper�atora T s vlastn�ymi vektormi e, f , tak�(e; f) = (Te; f) = (e; T �f) = (e; �f) = �(e; f) =) (�� �)(e; f) = 0 ; (e; f) = 0 :Teda (i) plat�� pre ka�zd�y norm�alny oper�ator.Dôkaz tvrdenia (ii) je zalo�zen�y na tom, �ze ka�zd�y norm�alny oper�ator T m�a spektr�alny polomerr = r(T ) = kTk a tu ho iba nazna���me.kTk = supkxk=1 kTxk =) 9 postupnos�t (xn) � X : kxnk = 1 ; lim kTxnk = kTk :Ak je oper�ator navy�se kompaktn�y, d�a sa postupnos�t (xn) vybra�t tak, aby bola postupnos�t (Txn) kon-vergentn�a. D�a sa potom uk�aza�t, �ze limita tejto postupnosti je vlastn�y vektor oper�atora T �T s vlastn�ym



FA 23���slom kTk2. Vlastn�y podpriestor oper�atora T �T patriai k vlastn�emu ���slu kTk2 je kone�norozmern�y aredukuj�ui pre T . Preto v �nom existuje vlastn�y vektor aj pre oper�ator T . Ak je to e, tak plat�� Te = �e prenejak�e � 2 C. Mô�zeme predpoklada�t, �ze kek = 1. Potom j�k2 = (Te; Te) = (T �Te; e) = kTk2(e; e) =kTk2.Teda existuje vlastn�e ���slo oper�atora T , ktor�eho absol�utna hodnota je kTk, ozna�me ho �1. Pr��slu�sn�yvlastn�y podpriestor E(�) je aj vlastn�ym podpriestorom (pri vlastnom ���sle �) oper�atora T �. Pretoje priestor X s�u�tom dvoh podpriestorov redukuj�uih oper�ator T : X = E(�) + E(�)?. E(�) jekone�norozmern�y. Dôkaz tvrdenie (ii) sa dokon��� zopakovan��m rovnak�yh argumentov pre oper�ator Tz�u�zen�y na E(�)?, ktor�y je tie�z kompaktn�y norm�alny.Tvrdenia (iii) a (iv) s�u �lahk�ym dôsledkom toho, �ze pre norm�alny oper�ator Tx = �x =) T �x = �xa faktu, �ze identik�y oper�ator ne nekone�norozmernom priestore nie je kompaktn�y.


