DISKRETNA MATEMATIKA A LOGIKA — PRIKLADY

I TIRT)

Znakom (x) su oznafené priklady, ktoré sa mozu javit ako ,tazSie” tesne po
prislusnej prednaske. Mali by ste v8ak byt schopni ich zvladnut s istym ¢asovym
odstupom, po diskusii s kolegami alebo s prednasajicim/cviciacim a podobune.

(1) Zistite, ¢i st nasledujuce relacie na danej grupe kongruencie. Ak ano, skuste
nahliadnut ako vyzer4 faktorova grupa. Kolko prvkov maju triedy? Kolko
je tried? Je faktorova grupa izomorfna nejakej znamej grupe?

(a) Grupa (R\ {0},.), relacia
1015 (<= 1.9 >0
[4no]

(b) Grupa (R\ {0}, .), relacia

2103y <= existujt k, 1 € Q také, e — =k +1.V/2

x
€2

[ano]*
(¢) Grupa (R\ {0},.), relacia
1'1®$2 e .’K2 = y2

[4no]
(d) Grupa (R\ {0},.), relacia

11019 <= 11 — 29 € @

[nie]
(e) Grupa (R,+), relacia

101 <= 11 — 22 € Q

[4n0]
(f) Grupa (R, +), relacia

21010 <= 21 + 22 €Q

[nie]
(g) Grupa (R\ {0},.), relacia
22
1019 < % € Q
T3

[4no]
(h) Grupa S,, relacia

[10f: = fi1(1) = f2(1)

[skoro vzdy nie]
(2) Nech D4 je podgrupa S, zodpovedajica symetridm Stvorca s vrcholmi
{1,2,3,4}, pricom ten $tvorec je takyto

y dokaze, ze © je symetricka, nezabudnite ogetrif pripad k2 — 212 = 0.
1
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(a) Nakreslite Cayleyho tabulku Dy.

(b) Najdite prvky r,t € D, také, ze kazdy prvok f € D4 sa da napisat v
tvare f = r".t", n,m € N.

(¢) Je Dy normalnou podgrupou Sy?

(d) Je grupa rotacii H = {(), (1234), (13)(24), (1432)} norméalnou podgru-
pou D47

e) Je H normalnou podgrupou S4?

f) Je {(), (13)(24)} normélnou podgrupou grip H, Dy, S,?

) Pre vietky predoslé body, ak je podgrupa normalna, najdite faktorova

grupu a zistite, ¢i je abelovska.

(3) Nech H;y, Hy st normélne podgrupy grupy G. Je H; N Hy normalna podg-
rupa grupy G7

(4) Nech Hq, Hs st podgrupy grupy G. Oznatme

H{.Hy = {£C1.$2 tx1 € Hy,x9 € HQ}

Dokazte nasledujiice tvrdenia.
(a) Hi.Hs nemusi byt podgrupa G.
(b) Ak H,.Hs je podgrupa G, potom to je v zmysle C najmensia podgrupa
obsahujica H;, Hy ako podmnoziny.
(c) Ak H; alebo Hj je normélna, potom Hy.H je podgrupa G.
(d) Ak Hy, Hy st normélne podgrupy, potom H;.Hs je normalna podgrupa
G.

(5) (%) Nech H je normalna podgrupa grupy G, nech K je normélna podgrupa
grupy H. Je K normalna podgrupa grupy G? Inymi slovami, je relacia
"byt normalnou podgrupou"na mnozine vSetkych podgrip G tranzitivna?
[nie vzdy] 2

(6) Nech L je mnozina realnych linearnych rydzomonotonnych funkcii, t.j. mno-
zina v8etkych funkcii f : R — R, ktoré st dané predpisom

f(@)=pr+q peR\{0},geR.

(a) Dokaite, 7e (L,o), kde o je skladanie zobrazeni tvori grupu. Co sa
zmeni, ak povolime p = 07

(b) Je L abelovska?

(c) Nech Lt C L je mnoZina vSetkych rastucich funkcii v L. Dokazte, Ze
L* je normalna podgrupa L. Ako vyzera L/L+?

(d) Nech L' C LT je mno#ina takych funkcii, ktoré maju derivaciu rovnt
1. Je L! normélna podgrupa L™, L? Ak 4no, ako vyzeraji grupy
L/LY, LT /L'? Dokazte, ze L' je abelovska.

(e) Najdite Z(L) (vid cviCenie niZsie).

2protipriklad sa da najst pre G = Dy.
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Nech G je grupa. Centrum G je mnozina tych prvkov G, ktoré komutuja
so vietkymi ostatnymi prvkami:

Z(G) ={x: (Vy € G)zy = yx}

Dokazte, 7e Z(G) je normalna podgrupa G. Uréte Z(Ss), Z(Dy).
Nech G je grupa. Nech Inn(G) je mnozina vietkych zobrazeni ¢, : G — G,
kde y € G a zobrazenie ¢, je pre dané y urcené predpisom

dy(x) = y.x.y L

Prvky Inn(G) sa nazyvaja vnitorné automorfizmy G. Dokazte, ze Inn(G)

vybavena operéciou skladania zobrazeni je grupa. Ako vyzera Inn(G), ak

G je abelovska? Kolko prvkov ma Inn(Dy4)?

() Nech G je grupa. Dokazte, ze G/Z(G) je izomorfna s Inn(G). Pomocky:

(a) Dokézte, ze y € Z(G) <= ¢, je identické zobrazenie.

(b) Dokazte, Ze y1,y2 € G st kongruentné vzhladom na Z(G) prave vtedy,
ked ¢y, = ¢y,

(c) Dokazte, ze ¢ : G/Z(G) — Inn(G) dané predpisom ¥([y]z(q)) = ¢y
je izomorfizmus grap.

Dokazte, ze ak G je n-prvkova grupa, potom pre kazdé z € G plati ™ = e.

Dokazte, ze ak G je 2n-prvkova grupa, potom kazda n-prvkov8 podgrupa

G je normalna.

Dokaizte, ze ak grupa G ma p prvkov, kde p je prvocislo, potom G je izo-

morfna grupe (Z,, +).

(x) Dokézte, ze ak grupa G ma p? prvkov, kde p je prvoéislo, potom G je

abelovska.



