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Diskrétna matematika ako velmi dolezitd sicast matematiky je pre informatikov nepostradatelna.
Preto je kurz diskrétnej matematiky sti¢astou bakaldrskeho Stiidia odboru Aplikovand informatika.
Vzhladom na Casové obmedzenia je vSak tento kurz okresany na prehlad toho najnutnejSicho
a témam, ktoré by si zasliZili samostatné kurzy (teéria grafov, grafové algoritmy, vytvérajice
funkcie), si v iom venované len 1-2-3 prednasky.

Tento text vznikol s cielom poskytnif Studentom materidl zodpovedajiici obsahu kurzu Dis-
krétna matematika, ktory by im ul'ah¢il jeho ispeSné absolvovanie. Jednotlivé kapitoly zodpovedaji
predndskam a na konci kaZdej kapitoly je zoznam tloh na precvicenie k danej téme. Tieto cvi¢enia
k témam st uvadzané bez rieSeni, resp. vysledkov z viacerych dévodov. Prvym dévodom je to,
Ze niektoré tlohy, napriklad dokazové, maji mnoho spravnych rieSeni a nie je mozné vsetky po-
kryt. Druhym dévodom je fakt, Ze uvadzanie rieSeni, alebo aspon vysledkov vSetkych cviceni by
znacne zvicsilo obsah tohto uZ aj tak dost rozsiahleho textu. Treti dovod je ten, Ze ku kazdej téme
je v texte uvedeny dostatocny pocet kompletne vyrieSenych ilustraénych prikladov. A napokon
niektoré cvicenia, uvddzané na konci kapitol, budd preberané na cvic¢eniach kurzu pocas semestra.

Okrem delenia na kapitoly je text rozdeleny na dve Casti, Co je dosledkom toho, Ze stcastou
kurzu st dve zdpoctové pisomky v priebehu semestra. To znamend, Ze na konci kazdej Casti
¢aka Studentov pisomka z prebranych tém. Tomuto deleniu je poplatné aj nie celkom obvyklé
rozdelenie tém. NaSou snahou bolo rozdelif preberané témy ich narocnostou aj mnoZstvom uciva
¢o najrovnomernejsie, aby nedoslo ku ich koncentracii do jednej Casti semestra. Samozrejme bolo
pri tom treba braf ohl'ad aj na to, aby témy v kaZdej z Casti boli ucelené a aby boli témy pocas celého
semestra preberané v chronologickom poradi. Preto sa kurz zacina dvoma ,,servisnymi* kapitolami
o mnoZinich a matematickej logike a o dokazoch v matematike. Po nich nasleduju tri kapitoly
vSeobecného tvodu do tedrie grafov. Tychto 5 kapitol tvori prvu Cast, po ktorej nasleduje prva
zapoctovd pisomka. Druhd Cast sa za¢ina dvoma kapitolami venovanymi reldcidm, ktoré sa obvykle
v podobnych kurzoch radia hned’ za predndsku o mnozindch. My sme pre lepSiu vyvaZenost tém
toto obvyklé radenie porusili a kapitoly o reldcidch sme zaradili aZ na zaciatok druhej Casti kurzu.
Za kapitolami o reldcidch nasleduje pre informatikov ddlezitd kapitola o vytvdrajdcich funkciach.
Po tomto intermezze sa opif vraciame ku tedrii grafov a nasledujui 4 kapitoly zaoberajice sa
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grafovymi algoritmami a aplikdciami tedrie grafov. Druhd ¢ast je teda tvorend siedmimi kapitolami.
Ale vzhladom na to, Ze druhd zapoctova pisomka byva obvykle 1-2 tyzdne pred koncom semestra,
bude jej obsahom len 5 kapitol, rovnako ako v pripade prvej zadpoctovej pisomky. S kompletnym
obsahom kurzu sa Studenti stretnd az na skuskovej pisomke.

Na zdver by sme chceli vyslovif pod’akovania: prof. Martinovi Knorovi a doc. Michalovi Zaja-
covi, ktorf pri recenzii skript prispeli k ich skvalitneniu mnohymi cennymi radami a pripomienkami
a tieZ aj Studentom 1. ro¢nika aplikovanej informatiky v Skolskom roku 2018/2019, pocas ktorého
tento text vznikal. Studenti spomenutého ro¢nika boli jeho prvymi &itatelmi a svojim nahlasova-
nim chyb a preklepov sa pricinili o skvalitnenie vysledného textu. Svojou trochou prispelo mnoho
Studentov, ale menovite by sme sa chceli podakovat Richardovi Nemcovicovi, Adamovi Klimkovi
a Michalovi Grznarovi, ktori spolu nahlasili viac nez 60 % vsetkych chyb ndjdenych Studentmi.

V Bratislave, 1. 11.2019 Jozef Kollar, Marcel Polakovic
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1.1

B\ A AUB ANB

O. Mnoziny a uvod do logiky

Mnoziny

Celd modernd matematika je vybudovana na pojme mnoZiny. Zial samotny kli¢ovy pojem mnoZina
nevieme presne definovaf. Pre naSe potreby si zatial mdzeme vypomoct nasledovnou opisnou
,,definiciou®.

Definicia 1.1.1 — MnoZina. Pod mnoZinou budeme rozumief nejaky stibor objektov, pricom
na poradi tychto objektov a pocte opakovani rovnakych objektov nezéleZi.

.....

Skutoénost, Ze objekt a patri do mnoZiny A, oznacujeme a € A. To, Ze a nepatri do mnoZiny
A, oznacujeme a & A.

Uveden4 definicia bude pre nds postacujiica, ale z matematického hladiska je veImi problema-
ticka. Problémy s takouto definiciou spdsobuje nepresnost prirodzeného jazyka, pomocou ktorého
by sme chceli ,,stibor objektov vymedzif. Viaceré priklady takto problematicky definovanych
mnoZin moéZzeme ndjst v knihe [29]. V tedrii mnoZin sa mnoZiny buduji axiomaticky pomocou
jazyka tedrie mnozin, ktory je, na rozdiel od prirodzeného jazyka, exaktny. S tymto pristupom sa
mdZeme bliz§ie zozndmit napr. v knihe [2], samotni definiciu mnoZiny vSak ani tam nendjdeme.

Definicia 1.1.2 — Prdzdna mnoZina. Prizdna mnoZina je mnoZina, ktord neobsahuje Ziadne
prvky. Oznacujeme ju symbolom 0.

P Studenti velmi &asto a radi zapisuji prazdnu mnoZinu ako {0}, ¢o je chyba! To, preco je to
nespravne, vyplyva z nasledovnej definicie.

Definicia 1.1.3 — Rovnost mnozZin. Mnoziny A a B sa rovnajd prave vtedy, ak obsahuji
rovnaké prvky. Ak sa uvedené dve mnoziny rovnaju, tak sa to zapisuje A = B. Ak sa nerovnaju,
tak to zapisujeme pomocou A # B.

Teraz sa mozeme vratif ku predoslej poznamke. Z definicie 1.1.3 je uz zrejmé, Ze mnoZziny A = 0
aB = {0} sa nerovnaji. Mnozina A neobsahuje Ziadne prvky, je to pradzna mnoZina. A mnoZina
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B obsahuje prave jeden prvok — prazdnu mnoZinu. To, Ze mnoziny @ a {0} sd rdzne, vyplyva aj
z nasledujice;j definicie.

Definicia 1.1.4 — Mohutnost mnoziny. Pod mohutnostou (velkosfou) mnoZiny budeme ro-
zumief pocet jej prvkov. Mohutnost mnoziny M budeme oznacovat |M|.

P * Ak je pocet prvkov mnoZiny kone¢ny, tak hovorime o konecnej mnoZine.
* Ak je pocet prvkov mnozZiny nekonecny, tak hovorime o nekonecnej mnoZine.

= Priklad 1.1 Majme mnoziny A =0 a B = {0} . Potom ich mohutnosti si |A| =0 a |B| =1,
¢im sa opit vraciame ku predoslej pozndmke a tomu, Ze mnoZiny @ a {0} sd rozne. "

MnoZiny s menSim poctom prvkov, podla definicie 1.1.1, m&Zeme zadaf vymenovanim ich
prvkov. Napriklad A = {1,2,3} akedZe na poradi prvkov nezéleZi, tak plati zaroveri A ={2,3,1}.

m Priklad 1.2 Mohutnost mnoziny A = {1,2,3} je, podla definicie 1.1.4, |A| = 3.
Mohutnost mnoziny B = {2,3,1,3,3} je, podla definicii 1.1.1 a 1.1.4, |B| =3. .

Ak je mnozina velkd, tak vymenovanie vSetkych jej prvkov nie je praktické a v pripade
nekone¢nych mnoZin ani moZné. V takom pripade mnoZinu zaddvame ur¢enim vlastnosti spolo¢ne;j
prave pre prvky tejto mnoZziny.
= Priklad 1.3 Zapiste mnoZiny vsetkych parnych (P) a vietkych neparnych (N) prirodzenych &isel'.
RieSenie: MdZeme pouZit bud kombinédciu matematického zdpisu a prirodzeného jazyka

P = {x € N; xje parne} a  N={xeNj;xjenepirne},
alebo Cisto matematicky zépis
P={2k; ke N} a N={2k—1; keN}.
|

Teraz si zadefinujeme vzfahy medzi mnoZinami a operdcie s mnoZinami a potom si pripome-
nieme definicie zdkladnych ¢iselnych mnozin.

Definicia 1.1.5 — PodmnoZina. Majme dve mnoZziny A a B. Potom hovorime, Ze
* Aje podmnoZina B, zapisujeme to A C B, ak plati Va: (a € A = a € B). Inak povedané,
mnoZina B obsahuje vSetky prvky mnoziny A,
* Ajevlastnd podmnoZina B, zapisujeme to A C B, ak plati A CB a A # B. Inak povedané,
mnoZzina B obsahuje vSetky prvky mnoZiny A a tieto dve mnoZiny sa nerovnaju.

= Priklad 1.4 Majme mnoziny A = {1,2} a B = {1,2,3,4}. Potom plati A C B a zaroven plati
A # B, CiZe plati aj A C B. "

P ) Pre ubovolni mnoZinu A plati @ C A.

Definicia 1.1.6 — Zjednotenie mnozin. Majme dve mnoziny A a B. Potom ich zjednotenim,
oznacujeme ho A UB, je mnoZina C, pre ktord plati

C=AUB={x; xc A alebo x € B} .

'MnozZinu prirodzenych &isel oznacujeme N. Pozri definiciu 1.1.13 dale;j.
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m Priklad 1.5 Majme mnoziny A = {1,2} a B=1{1,2,3,4}. Potom plati AUB = {1,2,3,4}. =

Definicia 1.1.7 — Prienik mnoZin. Majme dve mnoziny A a B. Potom ich prienikom, ozna-
¢ujeme ho A NB, je mnozina C, pre ktortd plati

C=ANB={x;xcAaxecB}.

m Priklad 1.6 Majme mnoziny A ={1,2,3} a B=1{2,3,4,5}. Potom plati ANB ={2,3}. =

Definicia 1.1.8 — Disjunktné mnoziny. Majme dve mnoZiny A a B. Potom hovorime, Ze tieto
mnoZziny su disjunktné, ak plati ANB = 0, ¢iZe ak prienik tychto dvoch mnoZin je prazdna
mnoZzina. Inymi slovami, dve mnoZiny su disjunktné, ak nemajui Ziadne spolo¢né prvky.

= Priklad 1.7
(a) Mnoziny A = {1,4,5} a B=1{2,6} su disjunktné, pretoZe plati
ANB={1,4,5}n{2,6} =0.
(b) Mnoziny A = {1,4,5} a B={2,5,6} nie st disjunktné, pretoZe plati
ANB={1,4,51n{2,5,6} = {5} £0.

Definicia 1.1.9 — Rozdiel mnozin. Majme dve mnoziny A a B. Potom ich rozdiel, oznacujeme
ho A\ B, je mnozina C, pre ktoru plati

C=A\B={x;xcAax¢gB}.

p) Zjednotenie a prienik dvoch mnoZin st symetrické operdcie, Cize plati AUB=BUA a
ANB =BNA. Avsak rozdiel dvoch mnoZin nie je symetrickd operacia, vo vSeobecnosti
neplati A\B # B\ A.

m Priklad 1.8 Majme mnoziny A = {1,2,3,4,5} a B = {2,3}. Potom plati A\B = {1,4,5} a
B\A=0. "

Definicia 1.1.10 — Potenénd mnozina. Majme mnoZinu A. Potom potenénd mnoZina mno-
Ziny A, oznaCujeme ju &(A), bude mnoZina

P(A)={X; XCAY}.

CizZe poten¢na mnoZina mnoZiny A je mnozina vSetkych podmnoZin mnoziny A.

n Priklad 1.9 Majme mnozinu A = {a,b,c} . Potom

P(A) ={0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c} ,{a,b,c}}
aplati [A|=3 a |2(A)] =8 =23 .

Dalsi pojem, ktory si potrebujeme zadefinovaf, je univerzum. Aviak matematicky korektné
zadefinovanie tohto pojmu, bez pouZitia jazyka tedrie mnoZin, nie je mozné. Kazdy pokus o popis
mnoZinového univerza pomocou prirodzeného jazyka je vopred odsideny na nepresnost z mate-
matického hladiska, rovnako ako pokusy zadefinovaf mnoZinu pomocou prirodzeného jazyka. Pre
nase obmedzené potreby sa preto pokusime aspoii o priblizné vymedzenie pojmu univerzum.
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Definicia 1.1.11 — Univerzum. Univerzum bude sihrn vSetkych objektov, ktoré v danom
kontexte prichddzaji do dvahy. Univerzum, niekedy nazyvané aj univerzdlna mnoZina, budeme
oznacovaf symbolom %/ .

p ) Predosld definicia je skuto¢ne velmi nepresnd. V nasich dlohach budeme pracovat s roznymi
objektami. NajcastejSie to budi Cisla. V takom pripade budd univerzum tvorit vSetky cisla.
Pokial by sme pracovali len s prirodzenymi ¢islami a so Ziadnymi inymi, tak univerzum budu
tvorif len prirodzené ¢isla. Ak by sme pracovali napr. s pismenami latinskej abecedy, tak
univerzum budu tvorif vSetky pismenad latinskej abecedy. V inych tilohach m6Zeme pracovat
s farbami, l'ud'mi, zvieratami. . . a vtedy prislu§né univerza budu tvorené vSetkymi farbami,
Tud'mi, alebo zvieratami. ..

Ako vidno z definicie 1.1.11, samotné univerzum je tieZ mnoZina. Je to mnoZina vSetkych,
do dvahy prichddzajicich, objektov. Ked’ uzZ mame ,,zadefinované* univerzum, tak vsetky mnoZiny
v prikladoch budeme vyberat ako sibory objektov z prislu§ného univerza. Znamena to, Ze pre

kazdd mnozinu A na univerze % plati A C % . Nésledne si méZzeme definovat d’alsi pojem.

Definicia 1.1.12 — Komplementdrna mnozina. Majme mnoZinu A na univerze %, cize
ACu. Potom komplement, niekedy nazyvany aj doplnok, mnoZiny A, oznacujeme ho A,
bude mnozina A =% \ A.

Inak povedané, komplementom mnoZiny A na univerze % budu vSetky tie prvky univerza %,
ktoré nepatria do mnozZiny A.

= Priklad 1.10
(a) Majme univerzum % = {1,2,3,4,5} a mnozinu A = {1,3,5}. Potom A = {2,4}.
(b) Majme univerzum % = {1,2,3,4,5,6} a mnozinu A = {1,3,5}. Potom A = {2,4,6}.

Zdakladné ciselné mnozZiny

Venujme sa teraz zdkladnym ¢iselnym mnoZindm. Medzi beZné ¢iselné mnoZiny, s ktorymi budeme
pracovaf, patria mnoziny prirodzenych (N), celych (Z), raciondlnych (Q), redlnych (R) a kom-
plexnych (C) &isel. ESte existuju aj iraciondlne ¢isla (to si tie redlne &isla, ktoré nie su racionélne)
a aj dalsie ¢iselné mnoZiny, ale tie v tomto kurze potrebovat nebudeme.

Definicia 1.1.13 — Prirodzené €isla. Prirodzené &isla s ¢isla pouzivané na pocitanie poctu
objektov, alebo urcovanie ich poradia. MnoZina prirodzenych ¢isel je najmensia nekone¢nd
mnozina, oznatuje sa pismenom N a plati N = {0,1,2,3,...}.

p) V axiomatickej tedrii mnoZin, rovnako ako aj v informatike, sa nula povaZuje za prirodzené

¢islo. Avsak v Skolskej matematike sa nula obvykle neradi medzi prirodzené ¢isla a plati
N={1,2,3,...}.

m Priklad 1.11 Pre a,b € N rieste, na mnoZine prirodzenych ¢&isel, rovnicu a+x=15.

RieSenie: V pripade, Ze a < b, nemdme Ziaden problém. Vtedy bude rieSenim rovnice x =b —a,
pricom x € N. AvSak pre a > b uvedenu rovnicu vyrieSif nevieme, pretoze x = b — a nie je
prirodzené &islo. RieSenie takychto rovnic (obchodnicke a i¢tovnicke pocty) si vyniitilo rozsirenie
mnoZiny prirodzenych ¢isel. "
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Definicia 1.1.14 — Celé ¢isla. Mnozina celych &isel je rozSirenim mnoZiny prirodzenych
¢isel. Patria do nej prirodzené Cisla a prirodzené ¢isla so znamienkom minus. MnoZina celych
¢isel sa oznacuje pismenom Z a plati

Z=1{.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

a Priklad 1.12 Pre a,b € Z rieSte, na mnoZine celych &isel, rovnicu ax =b.

RieSenie: Takyto typ rovnic sa opif Casto vyskytuje v obchodnickych a tuétovnickych poctoch.
RieSenim rovnice je x = g . Je v8ak jasné, Ze pre 'ubovolné hodnoty a,b € Z, nemusi byt ¢islo g
celym cislom. Preto uvedena rovnica vo v§eobecnosti nemd na celych cislach rieSenie a mnozinu

celych cisel potrebujeme rozsirit. "

Definicia 1.1.15 — Raciondlne Cisla. Mnozina raciondlnych &isel je rozSirenim mnoZiny
celych Cisel a oznacujeme ju Q. Plati

Q:{%aﬁeZb#O}

V staroveku sa ludia zopar storo¢i domnievali, Ze uzZ iné ako raciondlne Cisla neexistuju.
Napriklad jeden zo zdkladnych ¢ldnkov ucenia sekty pytagorejcov bol, Ze vSetky cisla sa dajd
vyjadrit v tvare zlomku. Hippasos, jeden z Clenov pytagorejskej sekty Zijici v 5. storoc¢i pred n. L.,
zistil, Ze to tak nie je. Podla legendy bol za to zo sekty vyliceny a utopeny v mori. Podla inych
zdrojov i8lo o nehodu.

n Priklad 1.13 Pre a,b € Q rieSte, na mnoZine racionélnych &isel, rovnicu a?+br=x%.

RieSenie: Uvedend rovnica uZ nema ni¢ spolo¢né s obchodnymi a t¢tovnickymi poc¢tami. Tato
rovnica sdvisi s po&itanim diZky prepony pravouhlého trojuholnika (Pythagorova veta), ktorého
odvesny maji di7ky a a b. Ak si polozime a = b = 1, tak dostaneme rieSenie x> = 2, pricom
kladnym rieSenim (po&itame diZku prepony a td nemdze byt zdporna) bude v/2. Uz Hippasos
v 5. storo&i pred n.l. prisiel na to, Ze &islo v/2 sa nedd zapisaf ako zlomok. Ale a7 Euklides
z Alexandrie ([14], str. 47) v 4. storo&i pred n. 1. prelomil bariéru a formélne dokdzal, Ze &islo /2
nie je raciondlne. Takymto ¢islam sa potom zacalo hovorif iraciondlne. "

P ) Medzi najzndmejsie iraciondlne &isla patria v/2, /3 a konstanty 7 a e.
Ak dame dokopy raciondlne a iraciondlne Cisla, dostaneme d’alSiu ¢iselnii mnoZinu.

Definicia 1.1.16 — Redlne Cisla. Mnozina redlnych ¢isel je zjednotenim mnoZin raciondlnych
a iraciondlnych ¢isel a oznacujeme ju R.

Podobne ako pri mnoZine raciondlnych Cisel sa aj pri redlnych Cislach ukazalo, Ze to eSte nie sd
vSetky ,.Cisla“.

n Priklad 1.14 Pre a € R rieSte, na mnoZine reélnych &isel, rovnicu 2 =a.

RieSenie: Uvedena rovnica nema vo veobecnosti na mnoZine redlnych ¢isel rieSenie. Ak si na-
priklad polozime a = —1, tak dostdvame rovnicu x% = —1 arieSenia X12 = £+v/—1 nie sd redlne
Cisla. "

Rie$enfm rovnic typu x> = a sa teda dostdvame ku komplexnym &islam. Prvy zndmy ndznak toho,
Ze redlne Cisla eSte nie su vSetky mozné Cisla, sa nachddza v dlohach Heréna Alexandrijského
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z 1. storo€ia n. L. z tzv. Moskovského papyrusu ([14], str. 113). Definitivne boli komplexné ¢isla
do matematiky zavedené az v 15. storoci, v stvislosti s rieSenim kubickych rovnic.

Definicia 1.1.17 — Komplexné ¢isla. Mnozina komplexnych &isel, oznalujeme ju C, je
mnozina
C={a+ib;abecR},

kde i sa nazyva imagindrna jednotka a definuje sa ako i =+/—1.

Komplexnymi ¢islami sa nds exkurz do ¢iselnych mnoZin konéi. Vd'aka Zdkladnej vete algebry
vieme, Ze kazda algebraicka rovnica s komplexnymi koeficientami ma vSetky rieSania v komplex-
nych Cislach. Z hladiska algebraickych rovnic je preto mnozina komplexnych ¢isel Gplna. AvSak
ani komplexné ¢isla eSte nie su ,,vSetky* ¢isla ([14] str. 121-123). V 40. rokoch 19. storo¢ia najskor
Hamilton rozsiril komplexné ¢isla na kvaterniony, ¢o su Cisla s redlnou a troma kvaternionovymi
Jjednotkami. Hamilton takto vlastne objavil prvi nekomutativnu algebru. Kvaterniony sa neskor
ukdzali byt viac, neZ len Cisto abstraktné matematické cvicenie. V stcasnosti maju Siroké vyuzitie
v matematickej fyzike, astronémii, vy$Sej geometrii a v pocitacovej grafike. Kratko po Hamiltonovi
jeho priatel Graves a nezévisle od neho este Arthur Cayley rozsirili kvaterniony na oktoniony, ¢o
su Cisla s redlnou a siedmimi oktonionovymi jednotkami. MnoZina oktonionov je uZ kompletnd.
ZjednodusSene povedané, Ziadne d’alSie ¢iselné mnoziny uz neexistuji. Na dokaz tejto skutocnosti
si matematici museli pockaf viac neZ 100 rokov od objavu oktonionov. AZ v roku 1958 dokdzali
Michel André Kervaire a John Milnor, Ze existujd prave Styri algebraické Struktiry, v ktorych sa
da zmysluplne zaviest delenie medzi ich prvkami. St nimi 1-, 2-, 4- a 8- rozmerné Struktiry. Tieto
Struktiry, interpretované ako ¢isla, zodpovedaji redlnym a komplexnym ¢islam, kvaternionom a
oktonionom ( [14], str. 123). Ziadne d'al3ie druhy ¢isel uz hladat nemusime, pretoZe neexistuju.

Vennove diagramy

Vennove diagramy su grafické spdsoby vyjadrenia prislusnosti objektov z daného univerza do mno-
7in a vzfahov medzi tymito mnoZinami. Samotné univerzum sa zvykne kreslif ako obdiZnik a
jednotlivé mnoZiny ako v fiom leZiace kruhy. Vennove diagramy a ich vyuZitie si ilustrujeme
na niekolkych prikladoch.

» Priklad 1.15 Majme dané univerzum % = {1,2,3,4} a v flom dve mnoziny A = {2,3} a
B = {3,4}. Tito situdciu potom zakreslime nasledovnym Vennovym diagramom, z ktorého hned
vidno, Ze platia uvedené vzfahy

Z/{ 0 =(A\B)\ (ANB)
{1}=AUB=ANB
(2} =A\B=ANB
(3}=ANB=AUB
{4} =B\A=ANB

=~

&

—
L[]
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n Priklad 1.16 Dané je univerzum % = {1,2,3,4,5,6,7,8} avlom tri mnoziny A ={2,3,5,6},
B ={3,4,6,7} a C = {5,6,7,8}. Tto situdciu potom zakreslime nasledovnym Vennovym dia-
gramom, z ktorého hned vidno, Ze platia uvedené vztahy

« {1}=AUBUC=ANBNC
+ {21 =A\(BUC)=ANBNC
« {31=(ANB)\C=ANBNC

= Priklad 1.17 Ak mame dané univerzum %/ a na lom tri mnoziny A, B a C, tak vzfahy AUB
a (AUB)\ C medzi tymito mnoZinami zakreslime pomocou Vennovych diagramov takto

m Priklad 1.18 V 1. ro¢niku je 165 Studentov. VSetci tito Studenti by mali navStevovat prednasky
z matematiky, fyziky aj informatiky. AvSak len 8 Studentov navStevuje vSetky tri predndsky z mate-
matiky, fyziky aj informatiky, 33 Studentov navstevuje prednisky z matematiky a informatiky, 20
Studentov navstevuje prednisky z matematiky a fyziky, 24 Studentov navstevuje predndsky z fyziky
a informatiky, 79 Studentov navstevuje prednasky z matematiky, 83 Studentov navstevuje prednasky
z fyziky a 63 Studentov navstevuje predndsky z informatiky. Kolko Studentov nenavstevuje Ziadnu
z uvedenych prednasok?

RieSenie: Situdciu popisand v zadani si zakreslime pomocou Vennovho diagramu. Treba si v§ak
uvedomif, Ze Studenti, navStevujici vSetky tri prednasky, su zardtani aj medzi Studentmi, ktori
navStevuju dve, alebo jednu prednaSku. Napriklad sa v zadani hovori, Ze matematiku navStevuje 79
Studentov. Niektori z nich v§ak m&zu navstevovat aj prednésky z fyziky, a/alebo informatiky. Preto
si uvedené pocty zo zadania musime upravif. Najskor do obrazku zapiSeme len pocty Studentov,
ktori navstevuju vSetky tri predndsky a pocty Studentov, ktori navstevuji prave dve z uvedenych
troch prednésok.
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Na obrizku vpravo mdme zapisané pocty Stu- Z/{
dentov, ktori navStevuji vSetky tri prednasky
a pocty Studentov, navStevujicich prive dve

z uvedenych troch predndsok. Teraz si podla A
zadania dlohy mézeme dopocitat pocty Studen-
tov, ktori navstevuju prave jednu prednasku.

Na obrdzku vlavo mame zapisané pocty Studentov, ktori
Z/{ 9 navStevuju vsetky tri predndsky, pocty Studentov, navste-
vujucich prave dve z uvedenych troch predndsok a pocty

Studentov navS$tevujicich préve jednu z uvedenych troch
& prednasok. Ked si vSetky tieto poCty zratame, tak zistime,
kolki Studenti nenavstevuji ziadnu z uvedenych troch pred-
nasok (kolko $tudentov chyba do celkového poctu 165).
Takych Studentov je 9.

Uvedeny postup sa nazyva princip zapojenia-vypojenia a pre viac neZ 2—3 mnoZiny sa da realizovat
aj menej fazkopadnym spdsobom, neZ je kreslenie Vennovych diagramov. "

= Priklad 1.19 Ak mdme dané univerzum %/ a na flom mnoZiny, napr. A a B, tak pomocou
Vennovych diagramov vieme zakreslif rozne zfahy medzi tymito mnoZinami. Napriklad

AUB=ANB=%\(AUB) alebo ANB=AUB=%\(ANB).

_

U (AU

1.1.3 Kartézsky suc¢in mnoZin a usporiadané n-tice

Definicia 1.1.1 hovori, Ze v mnoZine nezédleZi na poradi jej objektov. Niekdy vSak potrebujeme,
aby na poradi objektov zélezalo. Zavedieme si preto nasledovny pojem.

Definicia 1.1.18 — Usporiadand dvojica. Pod usporiadanou dvojicou budeme rozumiet
dvojicu objektov a a b, na ktorych poradi zdlezi. Oznacovat ju budeme (a,b).

Pokial a # b, tak (a,b) # (b,a). Rovnost dvoch usporiadanych dvojic je definovand predpisom
(a,b) = (c,d) <= ((a=c) N (b=4d)).

p ) Analogicky ako usporiadani dvojicu mdZeme definovat aj usporiadand trojicu, Stvoricu a
vo vSeobecnosti n-ticu.
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Pomocou usporiadanych dvojic ndsledne mo6Zeme definovat kartézsky (kartezidnsky) sicin dvoch
mnozin.

Definicia 1.1.19 — Kartézsky suc¢in. Majme dve mnoZiny X a Y. Potom ich kartézsky sicin,
oznacujeme ho X x Y, sa definuje ako

XxY={(x,y);xeXayeY}.

Podobne ako pri usporiadanych dvojiciach, aj pri kartézskom si¢ine mdZeme analogicky
definovaf kartézsky sucin troch, Styroch a vo vSeobecnosti n mnoZin.

= Priklad 1.20 Dané st dve mnoziny A = {1,2} aB = {a,b}. Potom

AxB={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b)} BxA={(a,1),(a,2),(b1),(b,2)}.

Vidime teda, Ze vo vSeobecnosti plati A x B = B x A . Plati vSak nasledujuca veta. "

Veta 1.1.1 — Veta o mohutnosti kartézskeho sicinu. Majme dve kone¢né mnoziny A a B.
Potom plati |A x B| = |A|-|B].

p) Kartézsky sicin mnoZiny samej so sebou budeme oznaCovat aj ako mocninu mnoZiny.
Napriklad
ZxZ=17" alebo RxRxR=R?

1.2 Uvod do matematickej logiky

Ulohou tejto ¢asti nie je nahradif prednasky z matematickej logiky, ale len zopakova si zdkladné
pojmy, definicie logickych spojok a ich vlastnosti a pripomentf si vyznam kvantifikatorov. Ako
dobry zdroj informdcii o matematickej logike mozu posluZit skripta [9], ktoré su vol'ne stiahnutelné,
pripadne kniha [27]. Zakladny pojem, s ktorym v matematickej logike pracujeme, je logicky vyrok.

Definicia 1.2.1 — Logicky vyrok. Logicky vyrok je oznamovacia veta, o ktorej pravdivosti sa
vieme presvedcif, t. j. pozndme jej pravdivostni hodnotu.

p) V pripade logického vyroku musi byt rozhodnutelné, ¢i je pravdivy, alebo nepravdivy. Kazdy
logicky vyrok md jednoznac¢nu pravdivostnd hodnotu: bud PRAVDA, alebo NEPRAVDA. Podla
toho potom hovorime o pravdivych, alebo nepravdivych vyrokoch.

Logické vyroky budeme obvykle oznacovaf velkymi pismenami latinskej abecedy, napr.
A,B, ... Okrem toho budeme pouZivaf aj logické premenné a oznacovaf ich malymi pismenami
latinskej abecedy, napr. p,q, ... Logickd premennd bude taka premenn4, za ktord mdzeme dosadit
nejaky logicky vyrok. Pravdivostnd (logickd) hodnotu logickych vyrokov budeme oznacovat pis-
menami P (pravda) a N (nepravda), alebo ¢islami 1 alebo 0, pricom 1 oznacuje pravdu a O nepravdu.
Logické vyroky mdéZeme pomocou logickych spojok spdjat do zloZitejSich vyrokovych formul. To,
ako sa to robi, popisuje jazyk vyrokovej logiky, ktorym sa tu my zaoberaf nebudeme a Citatelov len
odkazujeme na uz spomenuté skriptd [9]. Logické spojky sa zvyknu nazyvat aj operdtory, alebo
logické funkcie.
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Definicia 1.2.2 — Logické spojky. Medzi zakladné logické spojky sa radia:

> negdcia, oznacujeme ju symbolom —, je undrna logicka spojka,
konjunkcia, logické ,,a*, oznacujeme ju symbolom A, je bindrna logicka spojka,
disjunkcia, logické ,,alebo®, oznaujeme ju symbolom V, je bindrna logickd spojka,
implikdcia, oznaCujeme ju symbolom =>, je bindrna logicka spojka a

>
>
>
> ekvivalencia, oznaujeme ju symbolom <, je binarna logickd spojka.

Pomocou logickych spojok mdZeme bud nejakym spdsobom menif hodnotu logického vyroku,
v pripade undrnej spojky —, alebo spdjat dva logické vyroky, v pripade binarnej spojky. Napriklad
ak A a B su dva logické vyroky, tak ich spojenim, napr. implikdciou A = B, dostdvame tieZ logicky
vyrok, ktory sa navyva vyrokovd formula. Povodné logické vyroky tejto formuly, t.j. A a B, sa
nazyvaju prvotné formuly, alebo aj atomické formuly.

My si teraz postupne definujeme uvedenych pif logickych spojok pomocou ich pravdivostnych
tabuliek. Avsak nie vSetky uvedené spojky su potrebné. Napriklad posledné dve sa daji zapisat
pomocou prvych troch. Pri axiomatickom pristupe k matematickej logike (pozri [9]) pouZivame
jazyk matematickej logiky, ktory vyuziva z uvedenych spojok len negaciu a implikaciu. Vsetky
ostatné spojky sa daji zapisaf pomocou tychto dvoch. Ale s uvedenymi piatimi spojkami sa
vacsinou stretdvaju uz Ziaci strednych Skol, pokial preberajui logiku, a preto sa medzi zdkladné
spojky obvykle zaraduji. Okrem toho sa pri konStrukcii logickych obvodov Casto stretdvame aj
s logickymi spojkami xor, nand a Nor.

Pravdivostné tabulky, pomocou ktorych budeme definovat logické spojky, su tabulky, v kto-
rych pre vSetky mozné hodnoty prvotnych formul budd uvedené pravdivostné hodnoty zloZenych
vyrokovych formdul. ESte skor, neZ sa pustime do definicii logickych spojok, uvedieme si definicie
tautoldgie a kontradikcie.

Definicia 1.2.3 — Tautolégia a kotradikcia. Tautolégie a kontradikcie sd dva Specidlne typy
vyrokovych formdl.
> Tautologia je takd vyrokova formula, ktord je vzdy pravdivd, bez ohladu na pravdivostné
hodnoty svojich prvotnych formuil.
> Kontradikcia je takd vyrokova formula, ktord je vZdy nepravdivd, bez ohl'adu na pravdi-
vostné hodnoty svojich prvotnych formul.

A teraz sIibené logické spojky.

Definicia 1.2.4 — Negdcia (—). Negdcia je undrna logickd spojka, Cize vzfahuje sa len
na jeden logicky vyrok. Tabulka pravdivostnych hodndt pre negéciu je nasledovna

p | —p

1
0

Z pravdivostnej tabulky vidime, Ze negdcia meni (neguje) pravdivostnd hodnotu logického vyroku.
Pravdivé vyroky meni na nepravdivé a naopak.
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Definicia 1.2.5 — Konjunkcia (/). Konjunkcia, alebo aj logické ,.a*, je bindrna logickd
spojka, ¢ize spdja dva logické vyroky. Tabulka pravdivostnych hodnét pre konjunkciu je nasle-
dovna

Lplallprg]
00 0
011

110 0
111 1

Ak konjunkciou spojime dva logické vyroky, tak vysledny vyrok bude pravdivy len ak oba pdvodné
vyroky si pravdivé. CiZe musi byt pravdivy prvy a druhy vyrok sicasne.

Definicia 1.2.6 — Disjunkcia (V). Disjunkcia, alebo aj logické ,,alebo*, je bindrna logicka
spojka, Cize spdja dva logické vyroky. Tabulka pravdivostnych hodndt pre disjunkciu je nasle-
dovna

Disjunkcia, logické ,,alebo®, nie je vyluCovacie ,alebo®, ako sa to Casto pouZiva v beznej
hovorovej re¢i. Ak v beznom rozhovore niekto povie: ,,Vecer pojdem do divadla, alebo do kina.“
tak tym obvykle chce povedat, Ze pdjde bud do divadla, alebo do kina, ale nie sic¢asne do oboch.
Ak ale disjunkciou spojime dva logické vyroky, tak vysledny vyrok bude pravdivy ak aspoii jeden

z pdvodnych vyrokov je pravdivy. Cize vysledny vyrok je pravdivy aj ked st oba pdvodné vyroky
sucasne pravdivé. Preto ak sa matematika, novopecCeného otca, opytate: ,.Je to chlapec, alebo
dievcatko?“, tak od neho dostanete matematicky korektni, spravnu a zéroveii ni¢ nehovoriacu®
odpoved: ,, Ano*“.

Definicia 1.2.7 — Implikcia (=-). Implikdcia je bindrna logickd spojka, ¢iZe spdja dva
logické vyroky. Tabulka pravdivostnych hodnét pre implikacia je nasledovna

lplallp=4]
010 1
011 1
110 0
11 1
Implikécia je vyjadrovand slovnou konStrukciou ,,ak . .., tak ..., je intuitivne zrejme najtaz-

Sie pochopitelnd logicka spojka. Beznym Tudom, v réznych logickych hlamolamovych tdlohach,
robi spomedzi vSetkych logickych spojok najvicsie problémy, o ¢om sa méZeme sami presvedcit
v tlohdch na konci kapitoly. Problém s implikaciou je v tom, Ze ak fiou spojime dva logické vyroky,
tak vysledny vyrok bude pravdivy ak prvy vyrok je nepravdivy alebo druhy vyrok je pravdivy (opat
tu nie je pouzité vylucovacie ,,alebo®). TakZe vyrok

o Ak pdf plus pdf je dva, tak xyz*

2, ni& nehovoriacu® — dvojita negécia, o je §pecialita mnohych slovanskych jazykov a logicky nezmysel.
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bude pravdivy, nech by sme xyz nahradili akymkoI'vek vyrokom.

Definicia 1.2.8 — Ekvivalencia (<>). Ekvivalencia je bindrna logickd spojka, ¢iZe spaja dva
logické vyroky. Tabulka pravdivostnych hodnot pre ekvivalenciu je nasledovna

rlalrea)
010 1
011 0
110 0
11 1
Ekvivalencia sa vyjadruje konStrukciou ,,... prave vtedy ked ... *. Ak dva vyroky spojime

ekvivalenciou, tak vysledny vyrok bude mat pravdivi hodnotu prave vtedy, ked oba pdvodné
vyroky budii maf rovnaki pravdivostni hodnotu. CiZe ked oba pdvodné vyroky st stiasne pravdivé,
alebo su oba stucasne nepravdivé.

Spdsob, akym mdZeme z prvotnych formul a logickych spojok konStruovat komplexnejSie
vyrokové formuly, nie je l'ubovolny. Napriklad konstrukcie A <, alebo = —A, alebo A = B = C,
nie s vyrokové formuly. TakZe teraz si uvedieme definiciu toho, o vyrokovéa formula je.

Definicia 1.2.9 — Vyrokovd formula. Majme mnoZinu prvotnych formil, oznaéme si ju P.
Potom pomocou prvotnych formil a logickych spojok vyrokovi formulu skonStruujeme, ak
konecny pocet krat aplikujeme nasledovné pravidla

1. Kazda prvotnd formula z mnoziny PP, ¢ize kazdé p € P, je vyrokova formula.

2. Ak A a B su vyrokové formuly, tak potom aj
(-A) , (AAB) , (AVB) , (A=B) a (A<B)

si vyrokové formuly.

p ) Pri definicii vyrokovej formuly sme pouZili aj zdtvorky, symboly (), ktoré dovtedy neboli
spomenuté. Pomocou zatvoriek sa uruje priorita operacii, aplikovania logickych spojok,
pretoZe tito nie je vzdy jednoznacnd. V istych situdcidch mozno zatvorky vynechat, ale
pokial si nie sme isti, je lepSie ich pisaf. Napriklad

* Vonkajsie zétvorky vyrokovej formuly moZno vZdy vynechat. Napriklad (AA (B = C))
mdZeme a budeme zapisovaf ako A A (B = C).

e AABAC bude vyrokovd formula aj bez pouZitia zétvoriek, pretoZze (AAB)AC =
AN(BAC). CiZe bez ohladu na to, akym spdsobom zatvorky zapiSeme, vysledok bude
mat vZdy rovnaku pravdivostni hodnotu.

* A = B = C nie je vyrokova formula, pretoZze do uvahy prichddzaji dve vyrokové
formuly (A= B)=C a A= (B= C). Tieto dve vyrokové formuly si rézne, maju
rdzne pravdivostné hodnoty a nie je jasné, ktord z tychto dvoch vyrokovych formul je
zapisom A = B = C myslena.

Definicia 1.2.10 — Tautologicky ekvivalentné formuly. Majme dve vyrokové formuly A a
B . Tieto dve formuly sa nazyvaju tautologicky ekvivalentné, alebo stru¢ne len ekvivalentné, ak
vyrokova formula A < B je tautoldgia.

Pojmy, ktoré sme si doteraz definovali, t. j. vyroky, prvotné formuly, logické spojky a vyrokové
formuly, su stcastou tzv. vyrokovej logiky. My vSak budeme potrebovaf viac nez len vyrokovd
logiku. Vyroky ¢asto budu hovorif o objektoch z istej mnoZiny, napr. ¢isla, udia atd'., ktoré budd,
alebo nebudd mat nejaké vlastnosti. Objekty, s ktorymi budeme pracovat budd patrif do neja-
kého univerza. Bude to napriklad mnozina vsetkych prirodzenych, celych, alebo redlnych cisel,
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pripadne vSetci Tudia, alebo vSetci muZi, alebo vSetky Zeny atd’. V naSich vyrokovych formuldch
budeme potrebovaf vyjadrif aj to, koho alebo akej skupiny objektov sa dany vyrok tyka. Na to
potrebujeme zaviest pojem kvantifikdtora a vlastnosti (predikétov), ktoré objekty mézu nadobudat.
Kvantifikatory budeme pouzivat dva — vSeobecny a existencny.

Definicia 1.2.11 — Kvantifikatory. Majme univerzum objektov IP a nech premennd p vyjadruje
objekt z tohto univerza. Toto budeme oznacovat pomocou p € P. Potom
> Symbol V sa nazyva vseobecny kvantifikdtor a zapis Vp € P znamena pre vsetky objekty
Z univerza P.
> Symbol 3 sa nazyva existencny kvantifikdtor a zapis Ip € P znamena existuje (nejaky)
objekt 7 univerza P.

p) Ak by sme si zobrali za univerzum IP vSetkych Zijucich Tudi, tak potom vyrokovd formula
VpeP:, pdycha“

hovori o tom, Ze kazdy Zijici ¢lovek dycha a bude to pravdiva formula. TakZe uvedené tvrdenie
musi byt pravdivé pre kazdého jedného Zijuiceho ¢loveka. Druhy priklad bude vyrokova

formula
dp € P, p md hnedé oli*

hovori o tom, Ze existuje ¢lovek, ktory mad hnedé oci a tato formula je tieZ pravdiva. Pritom
staci, ak spomedzi vSetkych Zijicich Tudi existuje jeden konkrétny Clovek, pre ktorého je
uvedené tvrdenie pravdivé.

Vyrokova logika rozsirend o kvantifikatory a predikaty (vlastnosti objektov) tvori tzv. predikd-
tovii logiku a jej jazyk sa nazyva jazyk prvého rddu. Pre podrobnejsie informdcie pozri [9].

Pri vyrokovych formuldch predikatovej logiky si treba daf pozor prave pri praci s kvantifi-
katormi. V ddsledku nepresnosti vo vyjadrovani sa pomocou beZzného hovorového jazyka, Casto
dochddza ku chybam. Ak napriklad mame vyrok:

., VSetky oknd sii Spinavé.
tak jeho negdciou nie je vyrok: ,,VSetky oknd sii isté.*, ale jeho negdciou je vyrok

2z«

., Existuje okno, ktoré nie je Spinaveé.

Negaciu kvantifikovanych vyrokovych formil dostaneme tak, Ze zmenime kvantifikator (V <> )
a negujeme vyrok.

—(VpeP: vrok) < (IpeP: —vyrok) a —(3IpeP: vyrok) & (VpeP: —wyrok)

m Priklad 1.21 Uvedieme si niekol’ko pravdivych (P) a nepravdivych (N) vyrokovych formiil pre-
dikdtovej logiky. VSetky tieto formuly budd hovorif o redlnych &islach. Univerzom preto bude
mnoZina redlnych cisel R.

a) Vx eR: x* >0 ®) f) (reR)FyeR): X +y2 <4 ®)
b) IreR: x> <0 ) O (XeR)(IyeR): ¥ +y* >4 P)
) HeR: >0 ® h (eR)(VyeR): ¥ +y> <4 (N)
d) VxeR: x* <0 () i) (WxeR)(VWWeR)(FzeR): x+y=z (P)
e) (WreR)(VyeR): x*+y* >4 M) ) GXER)(FIER)(VZER): x+y£z (V)

V uvedenych prikladoch si dvojice a)<+b), c)<>d), ..., 1)) vzdjomné negdcie. "
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1.3 Cvi€enia
I Cvicenie 1.1 Doklte, Ze ak |A| =n, tak |2 (A)| = 2. .

Cvicenie 1.2 Vypiste vSetky prvky mnozZiny
() A ={x; x <100, x je prvocislo}
(b) A ={x; x <100, x je prvocislo, x je parne}
(c) A={x; x<100, 7| (x+2), x je prvocislo}
(d) A={x; x<100, 7| (x+1), xje prvocislo}

Cviéenie 1.3 Majme dané % = {1,2,3,...,9,10}, A = {1,4,7,10}, B = {1,2,3,4,5} a
C = {2,4,6,8}. Néjdite

(a) AUB () Z (m) AN(C\B)
(b) BNC (h) AUO (m) BN(C\A)
() A\B (i) BNO (o) (ANB)\C
(d) B\A G) AU (@ (ANB)UC

) A &) BN% (@ (AUB)\(C\B)
() #\C 1) An(BUC) @) (ANB)U(Z \(C\A))

(a 0 @ {o.{01 {0 {0 ® {a,b,a,c}
(b) {0} { { } { { }}} (g) {aa{a}’{Cl’b}?{aac}?b}
© {0.{0}} © {@,{0},{0,{0,{0}}}} ® {0.0,{0}.{a}}

Cvi¢enie 1.5 Dokéite, 7e A #B
(@ A={1,2,3}, B=0
(b) A={1,3,5}, B={n; n€Z*, n* -1 <n}
(© A={1,2}, B={x; x¥*—2x> —x+2=0}
(d) B=1{1,2,3,4}, C={2,4,6,8} a A=BNC

Cvicenie 1.6 Zistite, ktoré dvojice mnozin A a B sa rovnaji

(@) A={0,{0}}, B={0,{0},0}
() A={x;xeN, —2<x<3}, B={1,2,3}
d) A={x;xeR, —2<x<3}, B={1,2,3}

Cvicenie 1.7 Dokazte, ze A CB

(@ A={1,2}, B={3,2,1} () A={2n;neZ"}, B={n, neZ"}
(b) A={1}x{1,2}, B={1} x{1,2,3} d A={mneZ}, B={n+1;,neZ}

| Cvicenie 1.4 Uréte mohutnost mnoziny
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Cvi&enie 1.8 Dokézte, 7¢ A Z B
(@ A=1{1,2,3}, B={1,2}
(b)) A={1,23}, B=0
© A={x;x¥*—2x*—x+2=0}, B={1,2}

Cvicenie 1.9 Majme dané univerzum %/ a v iom tri mnoZiny A, B a C. Nakreslite Vennov
diagram a vySrafujte dand mnoZinu

() ANB (e) BN(AUC)

(b) A\B (® (AUB)N(C\A)

(© BU(B\A) (2) (CNA)\(B\ANC)

(d (AUB)\B (h) B\C)U((B\A)N(CUB))

— 36 francazstinu a ekonémiu,
— 20 francuzstinu a hudbu,
— 18 ekondémiu a hudbu,
— 65 francuzstinu,
— 76 ekonémiu a
— 63 hudbu.
Korlko Studentov
(a) Studuje francuzstinu a hudbu, ale nie ekonémiu?
(b) Studuje ekondmiu, ale nie franciizstinu, ani hudbu?
(c) Studuje francuzstinu alebo ekonémiu?
(d) nesStuduje Ziaden z uvedenych troch predmetov?

Cvicenie 1.11 Studenti $tuduji matematiku alebo informatiku. Jedna pitina z tych, ktor{
Studuji matematiku, Studuje aj informatiku. Jedna osmina z tych, ktori Studujd informatiku,
Studuje aj matematiku. Rozhodnite, ¢i viac neZ tretina spomedzi tychto Studentov Studuje
matematiku. L

Cvicenie 1.12 Majme dané mnoziny X = {1,2} a Y = {a,b,c}. Zapiste mnozinu
(a) XxX (b) XxY () YxX d YxY

Cvicenie 1.13 Majme dané mnoziny X = {1,2}, Y = {a} a Z = {«, B}. Zapiste mnoZinu
(@) XxYxZ b) XxYxY (c) XxXxX (d) ZxY xZ

Cvicenie 1.14 Uvedte geometricky popis kazdej z nasledovnych ¢iselnych mnozin

(@) RxR (c) RxZzZ (e) ZXZ (g RxRxZ7Z
(b) Z xR d RxZ™" ) RxRxR (h) RxZXZ

Cvicenie 1.10 V skupine 191 Studentov
— 10 Studuje francizstinu, ekonémiu a hudbu,
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Cvicenie 1.15 Nech Z(A) je potenénd mnozina mnoZiny A. Rozhodnite, ¢i si pravdivé
tvrdenia

(@) {X}C{X} (© {X} e {X,{X}} @ {2} € 2({1,2})
(b) {X} € {X} @) {X} C{X,{X}} ® {2t e 2({1,2})

Cvicenie 1.16 Vypiste vSetky prvky mnoziny Z({a,b}). Kolko ich je a ktoré su vlastné
podmnoziny mnoziny {a,b}? .

Cvicenie 1.17 Vypiste vSetky prvky mnoziny & ({a,b,c,d}). Kolko ich je a ktoré s vlastné
podmnoZziny mnoziny {a,b,c,d}? n

I Cvicenie 1.18 Ak |X| = n, kolko prvkov md Z(X)? Kolko vlastnych podmnozin ma X? =

Cvicenie 1.19 Aky je vztah medzi mnozZinami A a B, ak plati
(a) ANB=A (b) AUB=A (c) AUB=0 (d ANB=DB

Cvicenie 1.20 Zistite, ktord z nasledujiicich mnoZin je prazdna

(a) {a; a je neparne celé &islo a a® = 4} (¢) {a; aje kladné celé &islo a a® < 1}
(b) {a; ajecelédisloa a+9 =9} (d) {a; ajeceléisloa a< 1}
|
I Cvicenie 1.21 Néjdite priklad mnozin, pre ktoré plati AUB=AUC a B # C. n

Cvicenie 1.22 Nakreslite Vennove diagramy znazornujice situicie

(a) AUBC AUC, ale BZC () ANBCANC, ale BZC
(b) AUB=CUB, ale A=C (d AnB=CnB, ale A#£C

Cvicenie 1.23 Pomocou Vennovych diagramov dokazte

(@) AU(B\A)=AUB ®) (AUB)\A=B\A © AU(A\B)=A

(a (AUB)C (AUC) aB¢ZC (c) (AUB)=(CuUB) a A#C
(b) (ANB)c(ANC) aBZC d (ANB)=(CnB) a A#C

Cvicenie 1.25 Dokazte, ze pre Vn € N plati rovnost

Cvicenie 1.24 Najdite priklady mnozin A, B a C, tak aby platilo
|
| AUB;NB,N...NB,) = (AUB;)N(AUB)N...N(AUB,).
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I Cvicenie 1.26 Dokazte vetu 1.1.1 (strana 19). n

Cvicenie 1.27 Mame dvoji¢ky Romana a Sanyho, ktorf si si na nerozoznanie podobni. Rozdiel
je len v tom, Ze jeden z nich vzdy hovori pravdu (volajme ho pravdovravny) a druhy vzdy klame
(volajme ho klamdr). Pravdovravny nemdze nikdy povedat nepravdivy vyrok a klamir nemoze
nikdy povedaf pravdivy vyrok. Zial nevieme, ktory z nich hovori pravdu a ktory klame a ani
nevieme na pohlad rozliSit, ktory je Roman a ktory Sany. Raz ich oboch stretneme spolu na ulici.
(a) Mdzeme jedinou otdzkou (na jedného z nich), na ktorud existuje odpoved typu ANO/NIE,
zistif, ktory z nich je Roman?
(b) Mézeme jedinou otizkou (na jedného z nich), na ktort existuje odpoved typu ANO/NIE,

zistif, ¢i je Roman pravdovravny alebo klaméar? .

Cvicenie 1.28 Existuje ostrov, na ktorom vSetci obyvatelia bud’ vZdy hovoria pravdu (nazy-
vajme ich pravdovravni), alebo vZdy klamu (nazyvajme ich klamari). Pravdovravni teda nem6zu
nikdy povedat nepravdivy vyrok a klamdri nemo6Zu nikdy povedaf pravdivy vyrok. Okolo os-
trova su zatoky, v niektorych z nich sa nachadzajd perly a v niektorych sa nenachadzaji perly.
VSetci domorodci pritom presne vedia, v ktorej zdtoke st a v ktorej nie su perly. K jedne;j
70 z4atok pride turista a opyta sa domorodca, ktorého tam stretne.
Turista: ,,Su v tejto zdtoke perly?“
Domorodec: ,,Ak som pravdovravny, tak v tejto zdtoke su perly.

(a) Moze turista z uvedenej odpovede zistit, ¢i v zatoke su perly? Ak sa to da zistit, tak oplati

sa mu $norchlovaf a hladat perly?
(b) MozZe turista z uvedenej odpovede zistif, ¢i je domorodec klamar alebo pravdovravny?

Ak sa to d4 zistit, tak akého typu je domorodec? .

(a) Dva plus tri je viac neZ Sest.

(b) Do skoly pdjdem peso alebo autobusom.

(c) Dva je menSie, nanajvys rovné nez Styri, Styri je menSie neZ péf.

(d) Prirodzené ¢islo je delitené tromi prave vtedy, ked’ jeho ciferny sticet je delitelny tromi.
(e) Ak ma graf prave jeden vrchol neparneho stupiia, tak sa neda nakreslif jednym fahom.
(f) V predpovedi pocasia dnes hovorili, Ze zajtra bude prSaf, alebo bude sneZit.

(g) Ked sa vonku zotmie, zapne sa pouli¢né osvetlenie.

(h) Prides neskoro na prednédsku, ak okamZite nevstane§ a nevyrazis.

(i) Naveceru zjem zvysky zo vcera, ak eSte nieco zostalo, a ak nie, tak budem musief navarit,

alebo si objedndm pizzu. .

Cvicenie 1.30 Ktoré z nasledujicich vyrokov su pravdivé?

@ {1,2,3}={3,1,2} ) 0C{1,2} G {1} c{1}
(b) {1,2,3}=(1,2,3) H 0c{1,2} O {1} c{1}
© (1,2)=(2,1) (2) 1e{1} k) 2€{1,2,3}

‘ Cvicenie 1.29 NapiSte vyrokovd formulu vyjadrujicu stavbu vyroku a utvorte negéciu:
| d) 0<{1,2} (h) {1} € {1} M 2<{1,2,3}
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Cvicenie 1.31 Jankovi nechutil $penatovy privarok, ktory dostal na obed, a tak mu mama
povedala: ,,Ak nezjes cely obed, nedostanes potom zmrzlinu.* Janko teda zjedol cely obed, ale
zmrzlinu napriek tomu nedostal. Oklamala ho mama, alebo nie? U

Cvicenie 1.32 Nasledujice vyroky vyjadrite len pomocou implikécie a negécie. Potom utvorte
negécie tychto vyrokov.

(a) Ak bude pekné pocasie, Martin pdjde na tiru.

(b) Ak som smédny, ddm si Caj.

(c) Voda zacina vrief prave vtedy, ked’ dosiahne teplotu 100° Celzia pri normalnom atmo-

sférickom tlaku.

(d) Docitam knihu, alebo si pozriem film.

(e) Réno vstanem a naranajkujem sa.

(f) P6jdem tam iba v tom pripade, ak tam pojdes aj ty.

Cvicenie 1.33

(a) Zistite, kol'ko existuje roznych bindrnych logickych spojok.
(b) Zistite kolko bindrnych logickych spojok je takych, Ze sa len pomocou tejto jednej spojky
daji definovat vSetky ostatné logické spojky.

nie s, dopliite do zdpisov zatvorky tak, aby to boli vyrokové formuly. Kolkymi sposobmi sa
to da spravit v jednotlivych pripadoch? Daju sa zdtvorky doplnif tak, aby vzniknutd vyrokova
formula bola tautolégia? Ak dno, ako?

(a) ANAV-A

(b) AVB — ——AABVA

(¢) AABAC <= —-AV-BV-C

Cvicenie 1.35 Vyjadrite implikdciu (=) pomocou konjunkcie, disjunkcie a negéicie a svoj
vysledok dokdZzte pomocou pravdivostnej tabulky. u

Cvicenie 1.36 Pomocou negicie a implikacie zapiste konjunkciu a disjunkciu a svoj vysledok
dokéaZte pomocou pravdivostnej tabulky. u

Cvicenie 1.37 Zapiste nand pomocou konjunkcie, disjunkcie a negécie a svoj vysledok
dokazte pomocou pravdivostnej tabulky. u

Cvicenie 1.38 Zapiste NOr pomocou negacie a implikacie a svoj vysledok dokdzte pomocou
pravdivostnej tabulky. =

Cvicenie 1.39 Zapiste ,,exkluzivne alebo* XOr () pomocou konjunkcie, disjunkcie a negécie
a svoj vysledok dokdzte pomocou pravdivostnej tabulky. u

Cvicenie 1.34 Urcte, ¢i nasledujuce zépisy st vyrokové formuly. Vysvetlite preco su, resp. ak
|
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Cvicenie 1.40 Zapiste negiciu, konjunkciu, disjunkciu, implikaciu a ekvivalenciu pomocou
nand a svoj vysledok dokdzte pomocou pravdivostnej tabulky. u

Cvicenie 1.41 Zapiste negiciu, konjunkciu, disjunkciu, implikéciu a ekvivalenciu pomocou
Nor a svoj vysledok dokdzte pomocou pravdivostnej tabulky. u

Cvicenie 1.42 Pomocou konjunkcie, disjunkcie a negicie zapiste takud logicku funkciu dvoch
premennych f(p,q), ktoré je pravdiva vtedy a len vtedy, ked prave jedna zo vstupnych premen-
nych m4 pravdivi hodnotu. Svoj vysledok dokdzte pomocou pravdivostnej tabulky. =

Cvicenie 1.43 Pomocou konjunkcie, disjunkcie a negicie zapiste taku logickd funkciu troch
premennych f(p,q,r), ktord je pravdiva vtedy a len vtedy, ked prave dve zo vstupnych premen-
nych maju pravdivi hodnotu. Svoj vysledok dokdZte pomocou pravdivostnej tabulky. n

Cvicenie 1.44 Pomocou konjunkcie, disjunkcie a negécie zapiSte taki logickud funkciu troch
premennych f(p,q,r), ktord je pravdivd vtedy a len vtedy, ked prave jedna zo vstupnych
premennych m4 pravdivi hodnotu. Svoj vysledok dokdZzte pomocou pravdivostnej tabulky. =

@ =(p=q) <= (PNq) (©) =(pNq) & (—pV—q)
) (p=q) = (—g=—p) (@ ~(pVq) = (~pA—q)

Cvicenie 1.46 Rozhodnite o pravdivosti nasledovnych vyrokovych formil a napiste ich negacie

(@ VxeR: x*>3 d) (xeR), (FyeR): x+y=4
(b) VxeR: x*>5 e (IxeR), (WyeR): x+y=4
(c) (xeR), (VWyeR): x+y=4 ) (IxeR), (IyeR): x+y=4
(g) (IxeR), (VWeR), (TzeR): x+y+z=3

Cvicenie 1.47 Sformulujte vyroky, ktoré mozno reprezentovat vyrokovymi formulami

() AV-B (b) (AAB)=C (c) A= (BVC) (d A< B

Cvicenie 1.48 Pomocou pravdivostnych tabuliek zistite, ¢i st nasledovné tvrdenia tautolégie

(a) (AVB) = (AAB) (f) (AAB)=A

(b) (AAB) = (AVB) (g AN(A=B))=B

() (A=B)=(-B=—A) (h) A= (AAN(AVB))

(d (A=B)= (-B=A) (i) (-A=B)= ((A=B)=B)
(e) A= (B=(AAB)) () A= (-B=—-(A=B))

‘ Cvicenie 1.45 Dokazte, zZe nasledovné vyrokové formuly su tautologie






Fpa.gmant Euklidovych ,Zakladov®

(pribli¥ne 3. :ll'.::-ra&le pred n.L)

Matematika je jedind exaktnd veda. To znamend, Ze vSetky tvrdenia, ktoré sa v matematike nazyvajd
vety, sa musia dokazovaf pomocou néstrojov matematickej logiky a jazyka prislusnej tedrie!.
Takéto dokazané tvrdenia, vety, potom majui v medziach svojej tedrie univerzalnu platnost. Medzi
najzndmejSie matematické vety, s ktorymi sme sa uz urcite stretli, patria napriklad Pythagorova
veta a Euklidova veta, ktoré obe postuluji tvrdenia o pravouhlom trojuholniku. Dokézali ich uz
stari Gréci a my sme sa s nimi stretli najneskor na strednej Skole. Inou zndmou vetou, s ktorou sme
sa mohli stretnif v rdmci matematickej analyzy, je napriklad Newtonova-Leibnizova veta o ur¢itom
integrali.

Pri budovani matematickej tedrie sa vzdy vychddza z axiom. Axiéma je nejaké zdkladné
tvrdenie, ktoré sa povazuje za platné a nedokazuje sa. Prvou podmienkou pri vybere axidm je
obmedzif ich pocet na nevyhnutné minimum. Nie je totiZ Ziaduce stavat tedriu na velkom pocte
nedokdzanych tvrdeni. Snazime sa preto vybraf vZdy len miniméalny pocet axiém, ktoré nadm
umoZnia odvodif pravdivé tvrdenia prislusnej teérie. Druhou podmienkou pri vybere axiém je
braf za axiémy len jednoduché tvrdenia, ktoré si vieme overif ndstrojmi mimo prislusnej tedrie a
o ktorych platnosti malokto pochybuje a vicSina l'udi ich povaZuje za samozrejmé. Trefou a vel'mi
ddlezitou podmienkou pri vybere axiom je to, Ze vybrané axiémy nesmu byt sporné, t.j. neda sa
z nich odvodif vyrok a zaroven jeho negécia. Ak by totiZ nejaka tedria obsahovala sporné axiomy,
tak potom v tejto tedrii si dokdzateIné (pravdivé) vSetky tvrdenia.

Ako prvy priklad si mdZeme uviest vyrokovu logiku. Tam ndm na dokdzanie vSetkych moZnych
pravdivych vyrokov sta¢ia 3 axiémy (pozri [9], str. 14). Jednou z nich je napr. vyjrok A = (B = A),
o ktorého pravdivosti sa mdZeme presvedcit napr. pravdivostnou tabulkou, ¢o sa vSak nepovazuje
za ddkaz v jazyku vyrokovej logiky. V pripade vyrokovej logiky existuju aj iné axiomatické systémy,
nez je ten, ktory je uvedeny v [9]. VSetky tieto axiomatické systémy sd navzdjom ekvivalentné a
v [9] boli uvedené tri axiémy zvolené z toho dévodu, Ze sa pomocou nich pomerne Tahko dokazuji
pravdivé vyroky.

I matematickd logika, teéria mnozin, matematickd analyza, geometria. . .
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Druhym prikladom mdZe byt tedria mnoZin, ktora sa axiomaticky zacala budovat koncom 19.
a zaciatkom 20. storocia. V tejto teorii taktieZ existuje viacero rdéznych axiomatickych systémov,
napriklad Zermelov, Zermel-Frankelov . . . Na vybudovanie celej teérie mnoZin ndm sta¢i 9 axiém
(pozri [2], str. 35). Prvou z tychto axiém je axiéma existencie mnozin, ktord hovori (Ix)(x = x).
Pismeno x tu oznacuje mnoZinu a s tym, Ze existuje nejakd mnoZina, ktord sa rovnd sama sebe,
bude zrejme sthlasif vicsina ludi.

Poslednym prikladom, ktory si tu uvedieme, je Euklidovskd geometria. Je to najstarSia mate-
matickd tedria postavend a budovand na axiomatickych zdkladoch. Tato tedria pouZiva 5 axiom,
ktoré sformuloval Euklides v prvej knihe svojich Zdkladov. Prv4 z axiém Euklidovskej geometrie
hovori: Lubovolné dva body sa dajii spojit tiseckou. To je trividlne tvrdenie, s ktorého platnosfou
bude zrejme suhlasif vicSina fudi. Az v 19. storo¢i vznikli aj iné neZ euklidovské geometrie, s kon-
zistentnymi axiomatickymi systémami. Su to napriklad Lobacevského (hyperbolickd) geometria,
Riemannova geometria a dalSie. Tieto neeuklidovské geometrie sa vyuZzivaju napr. v Einsteinovej
tedrii relativity, kozmoldgii, kartografii, pri navigdcii.. . .

KomplexnejSie pojmy sa v matematickych tedridch zavadzaji pomocou definicii. V defini-
cii popisujeme novy pojem pomocou uZz zndmych pojmov. Definicia presne vymedzuje obsah
definovaného pojmu.

Tvrdenie v matematickej tedrii je pravdivé len vtedy, pokial sa d4 dokdzat vychddzajic z axiém,
uz predtym dokdzanych tvrdeni a pomocou nastrojov matematickej logiky a jazyka prislusnej tedrie.
Cize tvrdenie sa stiva vetou aZ potom, ked’ existuje jeho dokaz. Dovtedy je to len hypotéza, ktord
mdze, ale nemusi, byt pravdivd. V matematike existuje viacero zdkladnych typov dokazov. Niektoré
z nich si tu preberieme a ilustrujeme na prikladoch.

Priamy dokaz

Priamy dokaz je postup, pri ktorom je dokazované tvrdenie odvodené priamou aplikéciou pred-
pokladov, axiém, definicii a uz dokdzanych viet. V priamych ddkazoch sa ¢asto vyuZiva pravidlo
modus ponens, postavené na implikacii.

Definicia 2.1.1 — Modus ponens. Majme dve tvrdenia A a B. Pravidlo modus ponens hovori,
7e ak platia tvrdenia A a A = B, tak potom plat{ aj tvrdenie B.

Logickd pravdivost pravidla modus ponens sa d4 dokdzaf pomocou pravdivostnych tabuliek
a toto pravidlo je sicasfou jazyka vyrokovej logiky. V skutocnosti je to jediné odvodzovacie
pravidlo jazyka vyrokovej logiky a pomocou neho sa z axiém dokazujui a daji dokdzaf vSetky
pravdivé vyrokové formuly vyrokovej logiky. Ako vSak bolo spomenuté, pravidlo modus ponens
sa v priamych ddkazoch, najmé komplexnejSich tvrdeni, €asto, ale nie vZdy, vyuZiva.

Na tvod si uvedieme priamy geometricky dokaz Pythagorovej vety. Takéto ,,geometrické* dokazy
oblubovali stari Gréci.

= Priklad 2.1

V pravouhlom trojuholniku sa plocha $tvorca zostrojeného nad pre-
ponou rovnd suctu ploch Stvorcov zostrojenych nad odvesnami. Do-
kazte!

Do&kaz: Vieme, Ze stcet uhlov trojuholnika je 180°. To znamen4, Ze v pravouhlom trojuholniku bude
sicet uhlov & + B = 90° . Nakreslime si teraz dany pravouhly trojuholnik Styrikrat nasledovnym
spdsobom.
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Prepony Styroch képii daného trojuholnika tvoria vnud-
torny Stvorec a jeho odvesny tvoria vonkajsi Stvorec.
To, Ze Gtvar tvoreny odvesnami je tieZ Stvorec, vyplyva
z faktu, Ze o + B = 90°. Podme teraz spocitaf plo-
chu vonkajSieho Stvorca. Td mdzeme vypocitat dvoma
spdsobmi. Najskor ako druhd mocnina strany Stvorca

P=(a+b)*=a*+2ab+b*

a potom ako sucet Styroch pravouhlych trojuholnikov
a vnuitorného Stvorca

b
P:4-a?+c2 =2ab+c*.
KedZe sa tieto plochy musia rovnat, plati
@ +2ab+b* =2ab+? = a*+b*=c2.

Tym sme ukdzali, Ze sicet obsahov Stvorcov nad odvesnami pravouhlého trojuholnika sa rovna
obsahu $tvorca nad preponou tohto trojuholnika. Q.E.D.? "

Dalej si ukdZeme tri priklady priamych dokazov z oblasti teérie &isel.

m Priklad 2.2 Ak m,n € Z, m je parne a n je nepérne, tak potom ¢islo m + n je neparne. Dokdzte!

Dokaz: Cislo m je celé a parne. To znamend, Ze existuje &islo k € Z také, ze m = 2k. Cislo n je celé
a neparne, Co znamend, Ze musi existovat ¢islo / € Z také, Ze n = 21 + 1. Potom plati

m+n=(2k)+ (20 +1)=2(k+1)+1.

Cislo k +1 je celé, Go znamend, Ze &islo 2(k + 1) je parne &islo a &islo m+n = 2(k+1) +1 je
neparne ¢islo. Tym je dokdzané, Ze sicet parneho a néparneho ¢isla je neparne ¢islo. QE.D. =

m Priklad 2.3 Druhd mocnina parneho &isla n je péarne islo. Dokézte!

Dokaz: Cislo n je parne (a teda samozrejme aj celé), ¢ize existuje &islo k € Z také, 7e n = 2k.
Potom plati
n? = (2k)* = 4k*.

Cislo 4k? je parne, CiZe druhd mocnina parneho &isla je parne ¢islo. Q.E.D. "
m Priklad 2.4 Stvorec stétu dvoch nepérnych &isel m,n € Z je parne &islo. Dokdzte!

Do&kaz: budeme robif postupne.

* Najskor ukazeme, Ze sicet dvoch neparnych ¢isel je parne Cislo. Ak ¢islam,n € Z st neparne,
tak musia existovat ¢isla k,/ € Z také, Ze plati m =2k+1 a n=2[/+ 1. Potom plati

m4n=2k+1)+20+1)=2(k+1)+2=2(k+1+1).

Cislo 2(k+1+ 1) je parne a tym sme dokazali, Ze sti¢et dvoch neparnych &isel je parne &islo.

2 Q.E.D.= quod erat demonstrandum = ,,¢o bolo treba dokazaf*
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* V priklade 2.3 sme dokézali, Ze druhd mocnina parneho ¢isla je parne Cislo. Oznacme si
tvrdenie ,,Ak Cislo je pdrne, tak jeho druhd mocnina je pdrna“ (skritene A = B).

A B
* V prvom kroku sme ukézali, Ze sticet dvoch neparnych &isel je parny. Cize siétom dvoch
neparnych &isel dostaneme &islo x a oznaéne si tvrdenie ,,Cislo x je pdrne.“ pomocou A.
* Teraz uZz vieme, Ze plati tvrdenie A a plati tvrdenie A = B. Podla pravidla modus ponens
potom plati aj tvrdenie B. Q.E.D. -

p) Treba viak priznaf, Ze vo vySSie uvedenom postupe sme trochu ,.$vindlovali®. V tvrdeni
A, z tretieho bodu, je totiz ukrytd implikacia. Je to implikdcia hovoriaca: ,,Ak si dve cisla
nepdrne, tak ich sicet je pdrny.“ Ak by sme tito implikaciu neskryli do jedného tvrdenia
A, ale nechali ju v pdvodnom tvare, tak by neslo o pravidlo modus ponens, ale o pravidlo
sylogizmu.

Veta 2.1.1 — Pravidlo sylogizmu. Majme tri tvrdenia A, B a C. Pravidlo sylogizmu hovori,
7Ze ak platia tvrdenia A = B a B = C, tak potom plati aj tvrdenie A = C.

p) Pravidlo sylogizmu sme neuviedli ako definiciu, ako v pripade pravidla modus ponens, preto,
lebo to je odvodené pravidlo. Znamenad to, Ze samotné pravidlo sylogizmu sa vo vyrokovej
logike dd dokdzaf z axiém len pomocou pravidla modus ponens. KedZe ide o tvrdenie
matematickej logiky a je mimo rdmca tohto kurzu, dokazovat ho tu nebudeme. Dokaz pravidla
sylogizmu moZete ndjst v skriptach [9].

Teraz si ukdZeme priamy dokaz jedného tvrdenia z tedrie mnozZin.

m Priklad 2.5 Pre lubovolné dve mnoziny A a B plati AU(B\ A) = AUB. Dokézte!

Dékaz: Z definice 1.1.3 vieme, Ze dve mnoZiny X a Y sa rovnaju (X = Y), ak majd rovnaké
prvky. Potrebujeme preto dokédzat ekvivalenciu (x € X) < (x € Y), ¢o je to isté, ako dokazaf dve
implikicie (x € X) = (x€Y) a (x€Y) = (x € X). Konkrétne, v zadanej tilohe, to musime
dokdzatpre X=AU(B\A) a Y=AUB.

l. (xeX)= (x€Y) - Nechje x € X. Z definicie zjednotenia vyplyva, Ze musi platif x € A
alebo x € B\ A. Ak ale x € B\ A, tak z definicie rozdielu mnoZin vyplyva, Zze x € B. Plati
teda, Ze x € A, alebo x € B. Potom vSak z definicie zjednotenia plati, Ze x € AUB.

2. (x€Y)= (x€X) - Nechje x €Y.Z definicie zjednotenia vyplyva, Ze musi platif x € A
alebo x € B. Ak je x € A, tak musi platifaj x € AU(B\ A). Ak ale x ¢ A, tak potom musi
platif x € B asdcasne x € B\ A. Z toho opif dostdvame x € AU(B\ A).

Tym je dokdzané tvrdenie AU(B\A) =AUB. Q.E.D. .

V matematike malokedy existuje len jediny sposob, ako moZno vyrieSit dand ulohu, alebo
dokazaft nejaké tvrdenie. Takmer vZdy existuje viacero ciest k spradvnemu rieSeniu. UkdZeme si to
na predoslom priklade. Tvrdenie z prikladu 2.5 si dokdZeme eSte aj inym spdsobom.

m Priklad 2.6 Pre Tubovolné dve mnoziny A a B plati AU(B\ A) = AUB. Dokazte!
Do6kaz: Nech % je univerzum mnozin A a B, ¢ize A,B C % . Potom, podla definicie rozdielu
mnoZin, plati B\ A = BN A. Takze

AUMB\A)=AUBNA)=(AUB)N(AUA) = (AUB)N%Z =AUB. QE.D.



2.2

2.2 Nepriamy dbkaz 35

Na zaver Casti o priamom ddkaze si eSte ukdZeme dokaz jedného trividlneho tvrdenia, vyuZzi-
vajuci tranzitivnost relacie ,,<*. O relaciach sa potom dozvieme viac v 6. kapitole.

n Priklad 2.7 Definujeme si funkciu ,, minimum z dvoch &isel “ takto

a, ak a<b
min(a,b) =4 a, ak a=b
b, ak b<a.

Nech dj,d, € R. Ak d =min(d,d;) a x<d,tak x<d; a x<d,.

D&kaz: Najskor ukdzeme, Ze plati d < d; a d < d,. To vyplyva priamo z definicie funkcie
minimum. Vieme, 7ze d = min(d,,d,). Cize d =d, ak dy < d,alebo d =d, ak d» < d;.V oboch
pripadoch plati d <d; a d <d;. Akmdme x € R a plati x <d <d; a x <d < d», tak musi
platifajx <d; a x<d,. QE.D. n

Nepriamy dokaz

Niekedy sa stdva, Ze tvrdenie v tvare ,, Ak plati . .. , tak plati ... “ nevieme dokézat priamo, t.].
odvodif ho jednoduchym spdsobom z axiém a uZ dokazanych tvrdeni. Uvedeny tvar tvrdenia je
implikdcia A = B. Podl'a vety o obmenenej (obratenej) implikécii ([9], str. 18) plati, Ze vyrokové
formuly A = B a —B = —A sti tautologicky ekvivalentné, ¢iZe pre rovnaké ohodnotenia prvotnych
formdl A a B budd mat rovnaké pravdivostné hodnoty. Na tejto tautologickej ekvivalencii je
postaveny nepriamy dokaz.

Ak tvrdenie v tvare A = B nevieme jednoduchym spdsobom dokazaf priamo, ale vieme
priamo dokdzaf jemu tautologicky ekvivalentné tvrdenie —B = —A, tak takyto dokaz sa nazyva
nepriamy dokaz tvrdenia A = B.

m Priklad 2.8 Pre kazdé n € N plati, Ze ak 9 nedeli n?, tak 3 nedeli n. Dokézte!

Dékaz: Uvedené tvrdenie nevieme jednoduchym spdsobom dokéazaf priamo. Problém sa ukryva
v slovi¢ku ,,nedeli”“. Negativne tvrdenia sa obvykle dokazuji faZSie, neZ ich pozitivne modifiké-
cie. Napriklad je tazSie dokdzat, Ze Cislo a nedeli Cislo b, nez dokdzat, Ze Cislo a deli cislo b.
TakZe pomo6Zeme si nepriamym ddokazom. Obmenend implikécia ku tvrdeniu zo zadania dlohy je

nasledovna
Pre kaZdé n € N plati, Ze ak 3 deli n, tak 9 deli n2.

Toto tvrdenie je tautologicky ekvivalentné s po6vodnym a jeho priamy dokaz je trividlny.

z w7

Ak 3 deli prirodzené &islo n, tak existuje k € N také, 7e n = 3k. Potom n?> = 9k> a z toho je

zrejmé, Ze 9 deli Cislo n?. Q.E.D. n

Podobne jednoducho sa da dokazat d’alSie tvrdenie z tedrie Cisel.

m Priklad 2.9 Pre kazdé n € N plati, Ze ak n? je parne, tak n je parne. DokaZte!
Dokaz: Obmenend implik4cia ku tvrdeniu zo zadania dlohy je nasledovni
Vn € N plati, Ze ak n je nepdrne, tak n* je nepdrne.

Toto tvrdenie je tautologicky ekvivalentné s pdvodnym a jeho priamy dokaz je trividlny.
Ak prirodzené ¢islo n je neparne, tak to znamena, Ze existuje k € N také, Ze n = 2k + 1. Potom
n? = 4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1, &o je zjavne nepérne &islo. Q.E.D. .

Nasledujuce tvrdenie, ktoré dokdZeme nepriamo, bude hovorif o raciondlnych ¢islach.
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m Priklad 2.10 Pre kazdé x € R plati, Ze ak x*> ¢ Q, tak aj x ¢ Q. Dok4zte!
Do&kaz: Obmenend implikdcia ku tvrdeniu zo zadania dlohy je nasledovna
Vx € R plati, Ze ak x € Q, tak aj x> € Q.
Toto tvrdenie je tautologicky ekvivalentné s p6vodnym a jeho priamy dokaz je trividlny.

2 _ &
_sz

¢o je zjavne raciondlne &islo, a preto x> € Q. Q.E.D. "

Ak redlne Cislo x € Q, tak to znamen4, Ze existuju ¢isla a,b € Z také, 7Ze x = % . Potom x

Posledny priklad nepriameho dokazu bude znova z tedrie Cisel.

m Priklad 2.11 Pre kazdé (xeR),(VyeR): (x+y>2) = (x>1 Vv y>1). Dokdzte!
D&kaz: Obmenend implikécia ku tvrdeniu zo zadania dlohy je nasledovna
(VxeR),(WyeR): (x<1 Ay<l) = (x+y<2).

Toto tvrdenie je tautologicky ekvivalentné s povodnym a jeho priamy dokaz je viac neZ trividlny.
Ak médme redlne ¢isla x <1 a y<1,takplati x+y<1+4+1=2. QE.D. "

Dékaz sporom

Niektoré tvrdenia nevieme jednoduchym spdsobom dokézaf ani priamo, ani nepriamo. V takom
pripade ndm mdZe pomdct dokaz sporom nazyvany aj reductio ad absurdum. Ddkaz sporom je
zaloZeny na tom, Ze namiesto dokazovaného tvrdenia predpokladame platnost jeho negécie a odvo-
dzujeme ddsledky, ktoré z toho vyplyvaji. Tato naSa snaha nds dovedie ku sporu, ¢iZe k nejakému
tvrdeniu, ktoré je v rozpore s uZ znamymi a dokdzanymi tvrdeniami, alebo predpokladmi. Z toho
vyplyva, Ze negdcia pdvodného tvrdenia je nepravdiva, a preto musi byt povodné tvrdenie pravdivé.

Ako priklad si uvedieme dokaz tvrdenia, Ze &islo v/2 nie je raciondlne. Ako uZ bolo spomenuté
pri raciondlnych ¢islach, na strane 15, stari Gréci sa dlho domnievali, Ze vSetky ¢isla su bud celé,
alebo sa dajd vyjadrif ako zlomok. AZ v 5. storo¢i pred n. 1. sa Hippasovi podarilo zistit, Ze existujd
aj Cisla, ktoré sa nedaji vyjadrif ako zlomok. K tomuto svojmu objavu dospel nechtiac a dplnou
néhodou, ked sa snaZil presne vyjadrit dizku uhlopriecky §tvorca so stranou dizky 1. Hippasos
bol ¢lenom sekty pytagorejcov a na zverejnenie svojho objavu kruto doplatil, pretoZe tvrdenie, Ze
vSetky Cisla sa dajui zapisat ako zlomok, bol jeden z dstrednych bodov ich ucenia. D6kaz sporom
toho, 7e /2 nie je raciondlne Cislo, si tu teraz uvedieme.

a Priklad 2.12 Cislo v/2 nie je raciondlne. Dokéazte!

D&kaz: Takéto tvrdenie nevieme dokazaf priamo, ani nepriamo. Skisme preto na chvilu predpo-
kladat, Ze uvedené tvrdenie neplati a odvodime dosledky, ktoré z toho vyplyvajui. Negacia tvrdenia
zo zadania ulohy bude
Cislo /2 Jje raciondlne.

Ak V2 € Q, tak musia existovaf &isla p,g € Z také, ze V2 = g. Bez straty na vseobecnosti
mdZeme predpokladat, Ze ¢isla p a g st nesudelitené, ¢o znamend, Ze zlomok g je vo vykratenom
tvare. Ak by totiZ Cisla p a g neboli nesudelitelné, tak ich vykratime ich najvia¢$im spolo¢nym
delitefom, dostaneme &isla p’, ¢’ € Z a platilo by /2 = ‘Z—,/ = g . TakZe mame nestdelitelné &isla
P,q € Z aplati

p2

fz:% — 2:? — 247 =p°.

Z poslednej rovnosti a prikladu 2.9 (str. 35) vyplyva, Ze &islo p je parne. Cize existuje m € Z také,
7e p =2m.Potom ale p?> =4m? a poslednii rovnost si méZeme upravif

2q2:p2 == 2q2:4m2 == q2:2m2.
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Opit z poslednej rovnosti a z prikladu 2.9 vyplyva, Ze ¢islo g je parne. TakZe sme uk4zali, Ze obe
¢isla p a g su parne. Tieto Cisla potom nie sd nestdelitelné, pretozZe si obe delitelné ¢islom 2, ¢o
je v spore s predpokladom na zaciatku dokazu. TakZe z predpokladu, Ze tvrdenie zo zadania tlohy

neplati, sme dospeli k sporu. Z toho vyplyva, Ze tvrdenie zo zadania tlohy musi platif. Q.E.D. =

Uvedieme si eSte jeden priklad dokazu sporom. Tento dokaz tieZ pochddza od starych Grékov,
rovnako ako Hippasov dokaz z predoslého prikladu. Ide o klasicky Euklidov dokaz neexistencie
najvicsieho prvocisla.

m Priklad 2.13 Neexistuje najvicsie prvocislo. Dokazte!

D&kaz: priamy ani nepriamy dokaz tohto tvrdenia spravif nevieme. Na priamy dokaz by sme museli
vymenovat vietky prvocisla, ktorych je nekone¢ne mnoho a o nepriamom dokaze vobec nemdZeme
uvazovaft, pretoZze tvrdenie zo zadania tlohy nie je implikdcia. Takze ideme sa pokusit o dokaz
sporom. Negdcia uvedeného tvrdenia je

Existuje najvicsie prvocislo.

Budeme teda predpokladat, Ze existuje najvicsie prvocislo a oznacime si ho p,. VSetky existu-
juce prvocisla potom mozeme zoradif podla velkosti do kone¢nej postupnosti {pi,p2,...,pu}-
Zostrojme si teraz ¢islo N ako stucin vSetkych existujicich prvocisel, zvicSeny o 1

N:pl.pz...pn-l-l.

Zdkladnd veta aritmetiky hovori, Ze kazdé prirodzené &islo vicSie nez 1 sa d4 jednoznacne
zapisaf ako stéin mocnin prvoéisel, t.j. napriklad 168 = 23.3.7. Preto, podrla zikladnej vety
aritmetiky, aj &islo N sa musi daf zapisaf ako st¢in mocnin prvoéisel. Ale akych prvo&isel? Cislo N
sme predsa zostrojili ako stcin vSetkych existujucich prvocisel zva¢Seny o 1. TakZe ak ho budeme
delif lubovolnym prvocislom z mnoziny {p1, p2, ..., pn}, tak dostaneme zvySok 1 a predpokladali
sme, Ze iné prvocisla uz neexistuji. Preto N nie je delitelné Ziadnym prvocislom, a teda sa ani
ned4 zapisaf ako sti¢in mocnin prvocisel, ¢o je spor so zdkladnou vetou aritmetiky. Predpokladom,
Ze existuje najvicSie prvocislo sme sa, ako vidime, dostali ku sporu. TakZe tento predpoklad je
nespravny a plati jeho negécia, t. j. neexistuje najvacsie prvocislo. Q.E.D. "

Dokaz matematickou indukciou

Matematickd indukcia je metéda, pomocou ktorej sa dokazuju tvrdenia platiace pre prirodzené ¢isla,
alebo pre spocitatelné (nekone¢né) mnoziny. Spocitatelné mnoZiny su také mnoZziny, ktorych vsetky
prvky sa daju ocislovat pomocou navzdjom roéznych prirodzenych &isel. Princip matematickej
indukcie sa dé ilustrovat nasledovnym sposobom.

1. Na nekonecnej tabuli majme postupnost kruhov, o¢islovanych ¢islami 1,2,3,... n,...
2. Nech je 1. kruh zafarbeny.
3. Pre kazdé n € N nech plati, Ze ak je n. kruh zafarbeny, tak je aj (n+ 1). kruh zafarbeny.

Asi kazdy bude sthlasitf s tym, Ze z uvedenych troch bodov vyplyva, Ze vSetky kruhy su
zafarbené. A toto je prave princip matematickej indukcie a vel'mi vyznamnad vlastnost prirodzenych
¢isel. Tento princip sa pouZiva pri dokazovani pravdivosti vyrokov, zavisiacich od parametra n € N.



38

Kapitola 2. Dékazy v matematike

a Priklad 2.14 Nech S, = 1 +2+---+n. Potom pre kazdé n € N plati S, = """ Dokdzte!
D&kaz: budeme robif v dvoch krokoch.

2

1. Najskor si platnost tvrdenia overime pre malé hodnoty n.

1.2
2.3
34

. atd.
Vo vSeobecnosti nie je potrebné overovat tvrdenie pre viacero hodn6t. Ndm by tplne stacilo
overif tvrdenie pre S . Toto sa nazyva prvy krok matematickej indukcie.

2 N7

. 'V dalsom kroku dokdzeme, Ze ak tvrdenie plati pre nejaké cislo n € N, tak plati aj pre ¢islo

(n+1) € N. Predpoklad, Ze tvrdenie plati pre nejaké n € N, sa nazyva indukcny predpoklad.
Dokaz, Ze z platnosti tvrdenia pre Cislo n vyplyva platnost tvrdenia pre Cislo (n+ 1), sa
nazyva indukc¢ny krok. V naSom pripade musime dokazat, ze

n.(n+1)

. 1 1+1 1 2
ak S, =142+ fn= . (n+1)(n+1+1) (n+1)(n+2)

tak plati = = .
, tak plati S,41 5 >

V bode ¢. 1 sme overili, Ze tvrdenie plati pre S| a ak teraz ukdZeme, Ze z platnosti tvrdenia
pre S, vyplyva platnost tvrdenia pre S, 1, tak podl'a principu matematickej indukcie tvrdenie
plati pre vSetky prirodzené ¢isla n. Ideme teda dokdzat, Ze z platnosti tvrdenia pre S, vyplyva
platnost tvrdenia pre S, .

n.(n+1)
2

Fr1) = n.(n+1);2(n+l) _ (n+l)2(n+2) .

Spr1 =142+ 4n+(n+1)=
N—————
S

Tym je dokdzané, Ze ak plati tvrdenie pre S,, tak plati aj pre S,+1 a potom, podla principu

matematickej indukcie, plati aj Vn € N. Q.E.D. .

Tvrdenie z predoslého prikladu dokdzal Carl Friedrich Gauss uz ako 9 ro¢ny skoldk. Nerobil
to v§ak matematickou indukciou, ale priamym ddkazom. Tento genidlny matematik z prelomu
18. a 19. storocia bol uz ako maly chlapec velmi bystry. Ucitel v §kole, do ktorej chodil,
sa raz chcel venovaft nejakej svojej praci a aby ho Ziaci nejaky €as nerusili, potreboval ich
.zabavit. Prikdzal im preto vypocitat sicet ¢isel od 1 po 100 mysliac si, Ze im s¢itavanie
100 ¢isel potrva dost dlho. Gauss si v§ak v§imol nasledovnu vec

I+ 2 + 3 4.+ (n-2) + (—1) + n
+ n + (mn—1) + (n=2) +---+ 3 + 2 + 1

(n+1) + (n+1) + @®+1) +---+ (+1) + (n+1) + (n+1)

t.j. ak v stucte prvych n prirodzenych cisel sCita prvé s poslednym, druhé s predposlednym
atd., tak vzdy dostane vysledok (n+ 1). Ked takto sparuje kazdé z danych n isel a spocita
stet vietkych pdrov, dostane hodnotu n.(n+ 1). V tejto hodnote je ale kazdé &islo povodného
suctu zardtané dvakrat (napr. 1 +n a n+ 1), takze vysledok este treba vydelif dvoma. A
Gaussov ucitel bol veImi prekvapeny, ked spravny vysledok sictu ¢isel od 1 po 100 dostal
uz po par sekundach.

Sformulujeme teraz princip matematickej indukcie ako vetu.
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Veta 2.4.1 — Matematicka indukcia. Nech pre kazdé n € N je V(n) vyrok. Nech
1. Prvy krok — Vyrok V(1) je pravdivy.
2. Indukény krok — Nech pre kazdé ne N: V(n) = V(n+1).

Potom Vn € N je vyrok V(n) pravdivy.

S faktoridlom sa skoro urcite vSetci stretli uZ na strednej $kole, napr. pri kombinatorike. AvSak pre
uplnost si tu uvedieme jeho formalnu definiciu.

Definicia 2.4.1 — Faktoridl. Nech n € N. Faktoridl ¢isla n, oznaCujeme n!, vypocitame ako

1, akn=0
n! =
n(n—1).n-2)...2.1, akn>1.

m Priklad 2.15 Napr. 0! =1, 31=3.2.1 =6, 6! =6.5.4.3.2.1 =720 atd. "
Teraz si pomocou matematickej indukcie dokdZeme dalSie tvrdenie.

m Priklad 2.16 Pre kazdé n € N: n>1 plati n! > 2"~!. Dokazte!

D&kaz: Toto tvrdenie, na rozdiel od prikladu 2.14, hovori o nerovnosti. Rovnako ho v§ak budeme
dokazovaft matematickou indukciou.

1. Prvy krok indukcie — overime si tvrdenie pre n =1
nN=1>1=2""1
2. Indukény krok — z predpokladu, Ze plati n! > 2"~! musime dokdzaf, e plati (n+1)!>2".
(n+1)!'=(n+1).n!>(n+1).2"". 2.1)

KedZze n > 1, plati (n+1) > 2 a z nerovnosti (2.1) potom dostdvame (n+ 1)! >2". Q.E.D.

|
Niekedy pomocou matematickej indukcie dokazujeme platnost vyrokov
V(l’lo), V(n0—|—l), V(n()—|—2),... , kde I’L();lé 1.

V takom pripade bude prvy krok indukcie dokaz pravdivosti vyroku V(ng) a indukénym krokom
bude dokaz, Ze pre kazdé n € N: n > ny z pravdivosti vyroku V(n) vyplyva pravdivost vyroku
V(n+1).

n Priklad 2.17 [Sicet prvych n ¢lenov geometrickej postupnosti. ]
Majme a € R a ¢ € R, g # 1. Potom pre vSetky prirodzené ¢isla n > 0 plati

a (qn+1 _ 1)

. Dokazte!
qg—1

Nech S,=a+aq'+aq*+---+aq", potom S, =

D&kaz: budeme robif matematickou indukciou, pricom prvy krok spravime pre n =0.

1. Prvy krok — overenie pre n = 0.

a (q0+1 _ 1)

Rovnost So=a=
qg—1

plati.
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2. Indukény krok — ukdZeme, Ze z platnosti rovnosti pre n vyplyva platnost rovnosti pre (n+1).

a n+l _ 1
Sur1 =a+aq +aq’+---+aq" +ag"™"' = (qq_1)+aq”“ =
Sn
aqn+1_a+aq11+2_aqn+1 a(qn+2_1)
= = . Q.E.D.

g—1 g—1

P ) Specidlne pre a=1 a g =2 podra predoslého prikladu dostdvame

1424224 42n =211,

m Priklad 2.18 Pre kazdé n € N 4 deli ¢islo 5" — 1. Dokdézte!
Dokaz: budeme opit robif matematickou indukciou.
1. Prvy krok —pre n = 1: 4 deli &islo 5' —1=4.

2. Indukény krok — nech 4 deli &islo 5" — 1 (zapisuje sato 4| (5" —1)). Ukdzeme, Ze z toho
vyplyva, ze 4 | (571 —1). Ak 4| (5" — 1), tak musi existovat k € Z také, Ze 5" — 1 = 4k.
Potom

ST =5 515 1 =5"(5—1)+4k=4(5"+k).

Kedze 4| [4(5"+k)], je povodné tvrdenie dokdzané. Q.E.D.

P ) Tvrdenie z predoslého prikladu sa d4 lahko dokazaf aj priamym vypod&tom — pozri cvicenie 2.7.

Nech X je mnozina. Pripometime si, ze &?(X) oznauje potenéni mnoZzinu mnoZziny X. Podla
definicie 1.1.10 je to mnozina vSetkych podmnozin mnoZiny X. Napriklad

’@({(Lb}) = {@,{a},{b},{a,b}},
Z({ab,cy) = {0.{a},{b},{c} {a,b},{a,c} {b,c} {a,b,c}}.

Dokazeme teraz vetu

Veta 2.4.2 — O potenénej mnozine. Nechn € N, n > 0. Ak X je mnoZina, |X|=n, potom
plati |2 (X)|=2"

Dokaz: sa da spravif priamo, alebo matematickou indukciou. My tu samozrejme spravime dokaz
indukciou.

1. Prvy krok —Pre n =0 musi byt X =0 ajedind podmnozina X je 0. Takze & (X)= {0}
a|2X)|=1=2°

2. Indukény krok — Nech tvrdenie plati pre n a mnoZzina X méa (n+ 1) prvkov. Zvolne si
nejaky prvok x € X. PodmnoZin mnoZiny X, ktoré obsahuju prvok x, je presne tol'ko ako
podmnoZin mnoziny X, ktoré neobsahuji prvok x. Kazdej podmnozine X obsahujicej
prvok x totiZ vieme jednoznacne priradif podmnoZinu neobsahujicu prvok x tak, Ze prvok
x z nej vynechame. Opacne to plati tieZ (priddme prvok x).
Vynechanim prvku x z mnoziny X dostaneme mnoZinu Y = X\ {x}, pre ktord plati
Y| =n a |2(Y)| = 2". TakZe podmnozin mnoziny X, ktoré neobsahuji prvok x je,
podla indukéného predpokladu, 2" a presne tol'ko isto je aj podmnoZin mnoZiny X, ktoré
obsahuju prvok x. Plati teda |2 (X)| =2" 42" =2"+!. QE.D.
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n Priklad 2.19 Tromino je plo$ny ttvar zloZeny z troch §tvorcov so stranou jednotkovej dizky [,
Ak zo Sachovnice s rozmermi 2% x 2% odstranime TuvoboIné policko, tak zvySok Sachovnice sa
bude daf pokryf trominami tak, aby sa neprekryvali. DokdZte!

Dokaz: budeme robif matematickou indukciou vzhladom na k.

1. Prvy krok — UkdZeme, Ze tvrdenie plati pre k = 1.

Ak zo Sachovnice s rozmermi 2! x 2! odstranime l'ubovolné policko, tak to, o
ndm zostane, je tromino. TakZe po odstrdneni Tubovolného polic¢ka sa zvySok
Sachovnice urcite bude daf pokryt trominom.

2. Induk¢ny krok — Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre k a ukdZeme, Ze potom musi platif aj
pre (k+1). 2k+1 > 2k+1

Sachovnicu s rozmermi 2¢+! x 281 s roz- I I 2 2
delime na 4 $achovnice rozmerov 2% x 2%, 2" X 2 2% X 2
Zo Sachovnice odstranime l'ubovolné po-
licko. Na obrédzku je toto vyznacené Sedou
farbou. Do stredu Sachovnice potom umiest-
nime jedno tromino tak, aby pokryvalo prave
jedno policko v kazdej zo zvyS$nych troch
Stvrtin Sachovnive. Teraz v kaZdej Stvrtine
Sachovnice chyba, alebo je pokryté, prave
jedno policko. Podla indukéného predpo-
kladu moZeme zvySok kaZzdej zo Stvrtin Sa-
chovnice pokryf trominami, ¢iZe Sachovnica
2k+1 5 2k+1 ga, po odstraneni Tubovolného i i 1 1
poli¢ka, da pokryt trominami. Tym je tvrde- 2" X 2 2" X 2
nie dokazané. Q.E.D.

Predtym, ako sa pustime do cviceni, si zadefinujeme funkciu modulo a funkciu symetrickej dife-
rencie dvoch mnoZin. Pomo6Ze ndm to zostru¢nit z4pis niektorych tloh.

Definicia 2.4.2 — Modulo - zvySok po deleni. Majme &isla a € Z a 0 # p € N. Potom
funkcia ,,a modulo p“, oznaCujeme ju a (mod p), je zvySok, ktory déva &islo a po deleni
¢islom p. Plati

r=a(mod p) < ((0<r<p) A (Zk€Z: a=kp+r)).
Definicia 2.4.3 — Symetrickd diferencia mnozin. Majme dve mnoZiny A a B. Potom ich
symetrickd diferencia, oznaujeme ju A A B, sa definuje ako

AAB=(AUB)\(ANB).
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2.5 Cvicenia

Priomy ddkaz
Cvicenie 2.1 Dokézte, ze uvedena postupnost je klesajica

(@) {;;21 (b) {" (n+1) }m—l

Cvicenie 2.2 Dokézte, Ze uvedena postupnost je ohranicena

@ {Zr+5H0 ® {343}, © {7t}

a%_l + 8ay.ay11 = (Zak +ak+1)2 .

Cvicenie 2.4 Dokazte, ze ak Cisla a, b, c su tri po sebe idice Cleny aritmetickej postupnosti,
tak plati vztah (a+b+c)? —3(a® +b*>+c*) +6(a—b)> = 0. .

‘ Cvicenie 2.3 Dokazte, ze pre kazdu aritmetickd postupnost plati vzfah
I Cvicenie 2.5 Dokazte, e Vx € Z plati: bud x*> (mod 4) = 0, alebo x*> (mod 4) = 1. Inak

povedané, Stvorec l'ubovolného celého ¢isla ddva po deleni 4 zvySok bud’ 0, alebo 1. "
I Cvicenie 2.6 Dokd’te, 7e Vx € Z plati: (3 |x?) = (3|x). ]
I Cvicenie 2.7 Dokdite, e plati ¥n € N: 4| (5" —1). .

Cvicenie 2.8 Dokazte, ze VYm,n € Z plati

(a) ak m,n su parne, tak m+n je parne d 2tm A 2tn) = (2| (m+n))
®) 2|m A 2|n) = (2|mn) (e) 24m A 24n) = (24m.n)
(©) 2tm A 2|n) = (2| m.n) 6 2|mA2|(m+n)) = (2|n)

Cvicenie 2.9 Dokazte, 7e Vx € Q plati (x#0) = (1 € Q). .

(a) x.yeQ ®) (x+y)€Q

Cvicenie 2.11 Nech X a Y st neprazdne mnoZiny, pre ktoré plati X x Y =Y x X. Co vieme

‘ Cvigenie 2.10 Dokdte, 7e Wx,y € Q plati
| povedat o mnoZindch X a Y? Dokézte to! "
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Cvicenie 2.12 Dokazte, Ze pre lubovolné dve mnoziny X a Y plati

(@) XNYCX (b) X C (XUY)

Cvicenie 2.13 Dokazte, zZe pre lubovolné dve mnoziny X a Y plati

@ Z(X)U2(Y) C P(XUY) © (Z(X)C 2(Y)) = (XCY)
b) 2(XNY)=2(X)n2(Y)

Cvicenie 2.14 Dokazte, Ze pre lubovolné dve mnoziny A a B plati
(a AAB=(A\B)U(B\A) (b) (AAB)AA=B

Cvicenie 2.15 Dokazte, Ze pre l'ubovolné tri mnoziny X, Y a Z plati
(a XCY)= XuzZcCYuz) © (XCY)= (Z\YCZ\X)
b)) (XCY)= (XNZCYNZ) @ X2CY)=(Y\(Y\X)=X)
@ (XNY=XNZ)AXUuY=XUZ))= (Y=2)

Cvicenie 2.16 Nech X, Y a Z su tri mnoziny z univerza %/ a univerzum pre kartézky suicin

(@ VX,YeZ: (XCY)V(YCX) @ VX, Ye#: XNYCX
b) VX,YeZ : Y\X=XUY () VX,YeZ : XxY=XxY

© VX,Ye#: X\Y=Y\X O VX,YeZ: (XNY)U(Y\X)=

(@) VXY, Ze¥ : Xx(Y\Z)=XxY)\(XxZ)
(h) VXY, ZeZ : XN(YxZ)=(XNY)x (XNZ)
() VX,Y,Z €% : XU(Y\Z)=(XUY)\(XUZ)
() VX,Y,Ze % : Y\Z=(XUY)\(XUZ)

k) VXY, Ze : X\(YUZ)=(X\Y)UZ

M) VX, Y, Ze¥: (XxY)UXxZ)=Xx(YUZ)
(m) VXY, Ze 7 : X\(YxZ)=X\Y)x(X\Z)

Cvicenie 2.17 Pre TubovoIné tri mnoziny A, B a C dokazte, alebo vyvratte tvrdenia
(@ x (A AC=BAC)=(A=B) ) AABUC)=(AAB)UAAC)
(b) * AAIB%)A(C AABAC) 6 AUBAC)=(AUB)A(AUC)
) AABNC)=(AAB)N(AAC) (g AAB=BAA
d AN(BAC)=(AnB)A(ANC)

Cvicenie 2.18 Dokazte, Ze pre l'ubovolné mnoziny A a B; plati

AU(B] ﬂBzﬂ...ﬂBn) = (AUB])ﬂ(AUBz)ﬁ...ﬂ(AUBn).

‘ je % x % . Dokazte nasledujice tvrdenia, ak su pravdivé. Inak ndjdite kontrapriklad.
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Nepriamy ddkaz
I Cvicenie 2.19 Dokézte: VxeR: (x> €Q) = (x € Q). .
I Cvienie 2.20 Dokdzte: VxeR: (¥’ € Q) = (x € Q). .
Cvicenie 2.21 Dokazte tvrdenia
(@ YneZ: (2tn?)= (2{n)

(b) Vx,y,zeR: (x+y+z>3)=x>1Vy>1Vz>1)
(c) Vx,yeR: (xy<2)= (x<\/_\/y<\/—)

DOokaz sporom
I Cvicenie 2.22 Dokéjte, 7e v/2 nie je raciondlne &islo. ]

Cvicenie 2.23 Dokazte, 7e v/3 nie je raciondlne &islo.
(Pomdcka: najskor vyrieste cvicenia 2.5 a 2.6.) "

Cvicenie 2.24 Dokazte, Ze nasledujice ¢isla nie sd raciondlne

(a) log2 (b) log5s (c) log15 (d) log21
I Cvicenie 2.25 Dokaézte, ze pre Tubovolné dve mnoziny A a B plati (A\B)N(B\A)=0. =
I Cvicenie 2.26 Dokazte, 7e pre l'ubovolnd mnoZinu A plati A x @ = 0. n
I Cvicenie 2.27 Dokazte, Ze prvocisel je nekonecne vela. "

Cvicenie 2.28 Dokéazte, ze ak 100 16pt rozmiestnime do 9 krabic, tak v aspon jednej krabici
bude aspon 12 16pt. "

Cvicenie 2.29 Dokazte, ze ak 40 16pt rozmiestnime do 9 krabic, pricom v kazdej krabici bude
aspor 1 lopta, tak aspoti dve krabice budid obsahovat rovnaky pocet 16pt. "

(@) dieN: 5, <A (b) dieN: 5;,>A

Cvicenie 2.31 Dokazte tvrdenia

(@ Vx,yeR: x€Q A y€Q)= (x+y) £Q
(b) Vx,yeR: x€QAYZQ A x#0)= (xy) €Q

‘ Cvicenie 2.30 Nech A = 252555 je gritmeticky priemer &isel 51,52, .., 5, € R. DokdZte
| © (Vx,yeR): (Ve>0): x—y<e)= (x<y)
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Dd&kaz matematickou indukciou

z s

Cvicenie 2.32 Dokéazte, ze kazdé celé Cislo vicSie nez 1 vieme zapisaf ako sicin mocnin
prvocisel. "

Cvicenie 2. 33 Dokazte, Ze n bodov v rovine, z ktorych Ziadne tri nie su kolinedrne, vieme
)

spojit prave = priamkami, ak kazdy bod spdjame s kazdym préve jednou priamkou. "

Cvicenie 2.34 Dokdzte, ze Vn € N plati

@ 6] (7"—1) (©) 31| (5" + 6> 1) (e) 11] (2214342
(b) 4] (6.7"—2.3") @ 5| (11"—1) (f) 30| (74+1-7)

< 135..2n=1)

Cvicenie 2.35 Dokazte, Zze Vn € N plati nerovnost 5. < 55055~ . "
g n.2n—1)2n+1)
(2i—1) 2i—1)2=
@) Z i ® L@i-1) 5
n. 1). 2 1
(b) Zz (i+1)= "0+ ;(”J“ ) (h) Z’ _ (ﬂ)
i=1
n.(n+1).(n+2).(n+3) < 1 1
1) 2 =1—
(c) ,=le i+1).(i42) = 1 @) ;i‘(iﬂ) i
z 1 n
d i) =m+1)!-1 i —
@ Z O X o@D - e
5o, n(n41).2n41) u 2 n(n+1)
€ = k =
© X 6 ®© Y D@D ~ 2@+ 1)
u , n.(n+1) " i 1
(f) —1 l+1i2: _1 n+l.— 1 : —1_
i:l( ) (=1) 2 @ l.;(l—l—l)' (n+1)!
Z 3 1 1
M Y GEE=1 =4 20+ D)  2n12) .
Cvicenie 2.37 Dokazte, ze pre 2 < n € N plati nerovnost é—i— —|— +o g < m "
Cvicenie 2.38 Dokazte, ze pre n € N platia nerovnosti
(@ pren>0: 2">n (b) pe n>3: 2" >2n+1 () pren25:2”>n2

Cvicenie 2.39 Nech A B|,B,,...,B, st lubovolné mnoziny. Dokézte, Ze plati
(@ AN(B;UB,U...UB,) = (ANB)UANBy)U...U(ANB,)

®) BiNB;N...nB,=B,UB,U...UB, (©) Bi xBy x...xB,| = B;].]By]...|B,|

| Cvicenie 2.36 Pre kazdé n € N dokazte rovnosti
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Cvicenie 2.40 Dokazte, Ze nasledujice logické vyroky st tautoldgie
@ (...(A=A)=A4)=...)=A ®) (.(FA=A)=A)=...)=A

2k A-Ciek 2k A-Ciek
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[3. Zdakladné pojmy tedrie grafov

3.1 Historicky Gvod

Tedria grafov je pomerne mladd matematickd disciplina, ma v§ak velmi vdZne praktické uplatnenie.
Prvopodiatky teérie grafov siahaji do zaciatku 18. storocia a st spojené s menom $vajciarskeho
matematika a fyzika Leonharda Eulera, ktory vicSinu svojho Zivota pdsobil v Rusku, kde je aj
pochovany. V roku 1736 Euler publikoval pracu s ndzvom Solutio problematis ad geometriam situs
pertinentis, v ktorej rieSil problém prechddzky po mostoch mesta Konigsberg (dne$ny Kaliningrad).
Bola to, z dneSného pohladu, hlavolamova dloha. AZ ovela neskor sa ukdzalo, Ze problém, ktory

Obr. 3.1: Problém mostov mesta Konigsberg

Euler vyrieSil, m4d vyznamné uplatnenia v doprave, elektrotechnike, informatike a v mnohych
dalsich technickych disciplinach. Euler pri svojom rieSeni abstrahoval podstatu problému. Mapu
mesta previedol do jej topologickej podoby, ti dalej reprezentoval pomocou grafu a pomocou grafu
potom problém vyriesil.

Dalgich takmer 200 rokov sa teéria grafov rozvijala v ,,ilegalite. To znamend, 7e matematici
rieSili problémy, ktoré dnes patria do tedrie grafov, ale tedria grafov esSte neexistovala ako samos-
tatnd matematickd disciplina. Medzi sldvne a velmi zndme problémy teérie grafov, ktorymi sa
matematici zaoberali uz v 19. storoci, patria napriklad problém obchodného cestujiiceho a problém
Styroch farieb. Problém obchodného cestujiiceho! ako prvy matematicky sformuloval frsky mate-

U'https://en.wikipedia.org/wiki/Travelling_salesman_problem
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matik W.R. Hamilton v roku 1800 a odvtedy sa nim zaoberali a stdle zaoberaji mnohi vyznamni
matematici. Tento problém sa radi medzi problémy kombinatorickej optimalizacie a je to NP-tiplny
problém sivisiaci s pldnovanim, logistikou, mikroelektronikou, operaénym vyskumom a informa-
tikou. Problém $tyroch farieb? ako prvy sformuloval F. Guthrie, Ziak znimeho matematika Augusta
de Morgana, v roku 1852. Tymto problémom sa tieZ zaoberali mnohi sldvni matematici, okrem
iného aj Arthur Cayley, ktory sa povaZuje za jedného z otcov tedrie grafov. Problém Styroch farieb
vel'mi dlho odoldval pokusom o vyrieSenie. UZ v 19. storo¢i pri§li matematici s jeho ,,dokazmi*.
S najuspesnejsimi pokusmi prisli A. Kempe v roku 1879 a P. Tait v roku 1880. Oba tieto ,,dokazy*
odolévali vySe 11 rokov, ale nakoniec sa ukazali ako chybné v rokoch 1890 a 1891. Okrem tychto
dvoch nasledoval este cely rad viac ¢i menej Uspe$nych pokusov o vyrieSenie problému Styroch
farieb. Na jeho vyrieSenie bola dokonca vypisana aj velkd finan¢na odmena. AvSak az v roku 1976
sa dvom matematikom, K. Appelovi a W. Hakenovi, podarilo vyriesit tento problém za pomoci po-
&itaov. Ich dokaz spocival v overovani 19363 moZnosti pomocou poéita¢a. Bol to prvy vyznamny
matematicky problém dokédzany s podporou pocitacov. Formdlny matematicky ddkaz problému
Styroch farieb sa, sice bez overovania moznosti, ale taktiez s pomocou programu Cogq, podaril az
v roku 2005 matematikom B. Wernerovi a G. Gonthierovi.

Oba spomenuté problémy boli spociatku sformulované ako hlavolamové dlohy. AZ o desafrocia
neskor sa ukdzalo, Ze majd obrovsky vyznam pre mnohé nové odvetvia techniky aj prirodnych vied,
ktoré v Case formulécie tychto problémov este ani neexistovali. To isté plati aj o d’al§ich problémoch
tedrie grafov a matematickych problémoch vseobecne. To, ¢o dnes vyzerd ako od Zivota odtrhnutd
tedria, sa o pdr desafroci moZe ukdzaft ako pre technickud prax podstatnd vec.

Prvi monografiu o tedrii grafov napisal azZ v roku 1936 madarsky matematik Dénes Konig.
Odvtedy patri teéria grafov medzi najrychlejsie sa rozvijajice matematické discipliny s mnozZstvom
praktickych aplikdcii v informatike, technike, prirodnych vedach, v ekonémii a dokonca aj v tzv.
humanitnych vedach.

Okrem prednéSok a tohto textu si velmi dobrym zdrojom informécii z tedrie grafov, kniha
[15], pripadne dvoje voIne dostupné skripta [10] a [18], knihy [6], [4], [5], [17] atd..

Definicia grafu, typy grafov, zdkladné pojmy

V praxi sa Casto stretdvame s réznymi typmi diagramov. M6Zu to byt napriklad mapy cestnej alebo
Zelezni¢nej siete, rozvody plynu, elektriny alebo vody, vyrobné plany, plosné spoje alebo navrhy
mikroprocesorov, chemické vizby, Struktira DNA atd’. Napriklad m&Zeme mat cestni mapu medzi

8 slovenskymi krajskymi mestami, ktord vyzerd tak, ako je to znidzornené na obrazku vysSie.
Cervené kruhy predstavujui krajské mesta a ZIté Ciary predstavuju cesty, ktoré ich spajajd. Predpo-
kladajme, Ze mdme za tilohu napldnovat trasu zadsobovacieho auta, ktoré mé vyStartovat z Bratislavy,

’https://en.wikipedia.org/wiki/Four_color_theorem
3Neskor sa tento po&et podarilo zredukovat.
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po kazdej z ciest mé prejst prave raz a ma skonCit opit ZA

v Bratislave. Pri takomto type ulohy nie je podstatné, aké

dlhé a klukaté su cesty, ani aké st velké mestd a dokonca TN PO
ani to, ako su tieto mestd rozloZené. Takze cestnu sief me-

dzi mestami mdZeme abstrahovat od tychto, pre dand dlohu

nepodstatnych detailov a méZeme si ju zndzornif grafom, BB

ktory vidime na obrdzku vpravo. Body na grafe zodpove-
daji mestdm a budeme ich nazyvat vrcholy grafu. Ciary
spdjajuce vrcholy grafu zodpovedaju cestdm a budeme ich
nazyvat hrany grafu. Na grafe potom budeme riesit po-
pisand dlohu. PodrobnejSie sa takymito tlohami budeme BA NR
zaoberaf az v dalSich Castiach. Nateraz sme si na uvedenej tilohe len ilustrovali pojem neorien-
tovaného grafu. Ako vidime, pojem graf v teérii grafov sa 1iSi od pojmu graf v matematickej
analyze.

Okrem neorientovanych grafov existuju eSte aj orientované grafy. Na predoslej tlohe by sme
to mohli predstavit tak, Ze cesty medzi mestami st jednosmerné, ¢iZe autd po nich mézu jazdit
len jednym predpisanym smerom. Pojem orientovaného grafu si, pre
vacSiu ndzornost, ilustrujeme eSte aj na Uplne odliSnom type tlohy.
Na Sportovom turnaji hraji Styri muzstva a, b, ¢, d systémom ,,kazdy
s kazdym*®. MuZstvo a porazilo muzstvd b, ¢ a d, muzstvo b porazilo
muzstvo d, muZstvo ¢ porazilo muZstvo b a napokon muzstvo d porazilo
muzstvo c. Toto méZeme znazornif pomocou orientovaného grafu, ktory
vidime na obrdzku vlavo. Vrcholy grafu predstavujd muZstvd a Sipky,
nazyvané orientované hrany grafu, zndzoriuju kto koho porazil.

TT KE

Pojmy, ktoré sme si neformdlne ilustrovali na predoslych prikladoch, si teraz definujeme aj
formélne. Najskor si definujeme neorientovany a potom orientovany graf. Pojem orientovaného
grafu vSak budeme, v rdmci predmetu Diskrétna matematika, pouZivat len na prednaskach o rela-
ciach. Na prednaskach, zaoberajicich sa teériou grafov a jej aplikdciami v informatike, sa budeme
zaoberaf len neorientovanymi grafmi.

Definicia 3.2.1 — Neorientovany graf. Neorientovany graf, alebo stru¢ne len graf, je uspo-
riadand dvojica G = (V,E). Prvky mnoziny V sa nazyvaju vrcholy (vertices) grafu G. Prvky
mnoziny E sa nazyvaju hrany (edges) grafu G a zodpovedaji jedno a dvojprvkovym podmno-
Zindm mnoZiny V.

p) Trebasiuvedomif, Ze na mnoZinu V sa v definicii 3.2.1 nekladu Ziadne poZiadavky. Uvedend
definicia preto zahffia aj prdzdny graf, t.j. graf, ktory nema Ziadne vrcholy ani hrany. Prazdny
graf dostaneme, ak bude V = 0. Dalej uvedena definicia priptista aj nekonecny graf, t. . graf,
ktory ma nekone¢ny pocet vrcholov, napriklad ak bude V = Z. My sa budeme zaoberaf len
konecnymi grafmi, t.j. grafmi s kone¢nym poctom vrcholov a hran.

Vrcholy grafu obvykle oznacujeme pismenami u,v,vq,vs,... avSsak mdZeme ich oznacif aj
inak, ako sme to videli na priklade s krajskymi mestami Slovenska. Hrany grafu budeme obvykle
oznacovat pismenami &, hy,hs, ... a ak to bude potrebné, budeme ich zapisovat ako jednoprvkové
alebo dvojprvkové mnoziny. Napriklad i; = {u,v} bude oznaCovaf hranu spéjajiicu vrcholy u a v
a hy = {u} bude oznacovaf hranu spdjajicu vrchol u sdm so sebou.

p) Definicia 3.2.1 pripdSfa aj moZnost, Ze medzi dvoma vrcholmi grafu G je aj viac neZ len jedna
hrana. Majme napriklad graf s vrcholmi V = {u,v,...} a hranami E = {hy,hy,...}, pricom
hy ={u,v} a hy = {u,v}. Uvedeny zépis znamend, Ze vrcholy u a v sd spojené aspoii dvoma
hranami. V definicii 3.2.1 je v slove ,,zodpovedaji‘‘ ukryté priradenie medzi hranami grafu a
podmnoZinami mnoZiny V. TakZe spravne by sme mali pisaf #; — {u,v} a hp — {u,v}. Pre
jednoduchost vSak aj nad’alej budeme pouzivat symbol ,,=*.
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Teraz si eSte definujeme pojmy tykajtice sa vrcholov a hrdn grafu a potom si tieto nové pojmy
ilustrujeme na prikladoch.

Definicia 3.2.2 — Vrcholy a hrany grafu.

> Incidencia — Ak h = {u,v}, CiZe hrana h spéja vrcholy u a v, tak potom hovorime, Ze
tieto vrcholy incidujii s hranou £ a aj naopak, hrana # inciduje s vrcholmi u a v.

> Susednost — Ak mdme hranu & = {u,v}, t.j. vrcholy u a v si spojené hranou, tak tieto
vrcholy sa nazyvaji susedné vrcholy.

> Nasobné hrany — Ak su dva vrcholy spojené viac neZ jednou hranou, tak hrany, ktoré
ich spdjaju, sa nazyvaju ndsobné hrany.

> Slucka — Ak je vrchol u spojeny hranou (susedi) sim so sebou, napriklad # = {u}, potom
sa takd hrana sa nazyva slucka.

> Izolovany vrchol — Vrchol, ktory neinciduje so Ziadnou hranou sa nazyva izolovany

vrchol.
= Priklad 3.1 u
V grafe, ktory vidime na obrdzku vpravo, je vrchol v izolovany vrchol a 4, .
hrany A a hy, ktoré spdjaji vrcholy u a w, si ndsobné hrany. Vrcholy u a w
s susedné vrcholy a oba inciduji s hranami A; aj h;. ha .U
w

P Vzfah medzi vrcholom a hranou, alebo hranou a vrcholom, sa vZdy bude nazyvat incidencia
a vzfah medzi vrcholom a vrcholom sa vZdy bude nazyvat susednost.

m Priklad 3.2 Dany je neorientovany graf G = (V,E) s vrcholovou mnozinou V = {1,2,3,4} a
s hranami E = {hy,hy, h3,ha,hs,he}, priCom hrany su definované predpisom

hy={1,4}, hy={2,4}, h3={2,3}, ha={3,4}, hs={3,4}, he={2}

2h6

Graf G je zobrazeny na obrazku vlavo. Hrana A je slucka, inciduje len
s vrcholom 2. Hrany /4 a hs st nasobné hrany, spdjajice vrcholy 3 a 4.
Hrana A, inciduje s vrcholmi 2 a 4 a rovnako aj tieto vrcholy incidujd
s hranou h,.

Formélna definicia orientovaného grafu je podobnd definicii neorientovaného grafu, len naviac
eSte musime definovat orientdciu hran.

Definicia 3.2.3 — Orientovany graf. Orientovany graf, alebo digraf (directed graph), je
usporiadand dvojica G = (V,E). Prvky mnoziny V sa nazyvajd vrcholy grafu G. Prvky mnoZiny
E sa nazyvaju orientované hrany grafu G a zodpovedajui usporiadanym dvojiciam prvkov
mnoZziny V.

Ak h = (u,v) kde u # v, tak hovorime, Ze orientovana hrana & spéja vrcholy u a v, priCom
vrchol u je pociatoény a vrchol v je koncovy vrchol hrany h. Ak h = (u,u), tak hovorime, Ze
orientovand hrana £ je slucka.

Ostatné pojmy z definicie 3.2.2 platia rovnako pre neorientované aj pre orientované grafy.
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» Priklad 3.3 Dany je orientovany graf G = (V,E) s vrcholovou mnozinou V = {1,2,3,4} a
s hranami E = {hy,hy,h3,ha,hs,he}, priCom hrany su definované predpisom

h=(1,4), h=(4,2), h=3,2), h=3,4), hs=(3,4), he¢=(2,2)

Graf G je zobrazeny na obrdzku vpravo. VSetky hrany tohto grafu
maji orientdciu. Hrana hg = (2,2) je slucka, inciduje len s vrcho-
lom 2. Hrany h4 a hs st ndsobné hrany. Obe maji pociatocny vrchol
3 a koncovy vrchol 4.

Teraz si definujeme pojem obycajny graf. VicSina grafov, s ktorymi sa na predmete Diskrétna
matematika budeme stretavaf, budi obycajné grafy.

I Definicia 3.2.4 — Obyc¢ajny graf. Obycajny graf, nazyvany aj jednoduchy graf, je graf bez

slu¢iek a ndsobnych hran.

n Priklad 3.4 Graf na obrazku 3.2 je oby¢ajny graf. Graf na obrazku 3.3 mé ndsobné hrany, a preto
nie je obyCajny. Rovnako ani graf na obrazku 3.4 nie je obycCajny, pretoZze ma slucku.

d a C a C
b b b
Obr. 3.2: Obycajny graf Obr. 3.3: Nasobné hrany Obr. 3.4: Graf so sluckou

Dal§im doleZitym pojmom, s ktorym sa asto budeme stretavat, je stuperi vrcholu. Jeho formélna
definicia je nasledovna.

Definicia 3.2.5 — Stuperni vrcholu. Stuperi vrcholu u v grafe G je pocet hrédn, ktoré s vrcholom
u incidujd, pricom slu¢ky sa po¢itajd dvakrat. Stupenl vrcholu u oznacujeme st (u) .

s Priklad 3.5

Stupne vrcholov grafu na obrazku vpravo su

Slucka pri vrchole ¢ inciduje s tymto vrcholom dvakrét, a preto
sa do stupiia vrcholu ¢ aj zapocitavd dvojndsobne.

b

Pre sucet stupiiov vrcholov v grafe, plati nasledujica, velmi jednoduchd, ale zaroven aj velmi
doleZita a Casto vyuZivand veta.
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Veta 3.2.1 — Sacet stupnov vrcholov v grafe. Nech G je graf aV = {v,v,,...,v,} st jeho
vrcholy. Potom plati rovnost

n
Z st(v;) = 2e,
kde e je pocet hran grafu G. =1

Doékaz: Tvrdenie budeme dokazovat matematickou indukciou vzhladom na pocet hran grafu.

n
1. Overenie pre e = 0: Ak graf G nemé Ziadnu hranu, tak potom Z st(v;)) =2-0=0, takZe

i=1

tvrdenie plati.
2. Indukény krok: Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky grafy s e = (k — 1) hranami.

Potom ukaZeme, Ze tvrdenie plati aj pre grafy s e = k hranami. Zoberme si graf Gs e =k
hranami. Vynechanim jednej jeho hrany dostaneme graf G’ s ¢/ = (k— 1) hranami, pre
ktory podl'a indukéného predpokladu tvrdenie plati. TakZe

n
G : Y st(vi) =2¢ =2k—2.
i=1

Ak do grafu G’ vratime odobrati hranu, tak této sicet stuptiov vrcholov zvysi o 2. Kazda
hrana ma 2 konce a bud’ inciduje s jednym vrcholom dvakrét a je to slucka, alebo inciduje
s dvoma r6znymi vrcholmi, s kaZzdym prave raz. V kazdom pripade do stcétu stupiiov
vrcholov prispeje ¢islom 2. Preto pre graf G plati

n
G: Y st(vi)=2k—2+2=2k=2e. QED.
i=1

Veta 3.2.1 je sice velmi jednoducha ale fakt, Ze sicet stupiiov vrcholov grafu je vZdy parny
ma vazne praktické dosledky, o ktorych sa moéZeme presvedcit napriklad aj v cviceniach 3.3 az 3.6
na konci kapitoly. Pomocou stupiia vrcholov méZeme definovat pojem pravidelny graf. Pravidelné
grafy maji mnoZstvo aplikdcif v praktickych tlohéch a patria medzi najviac skimané grafy.

Definicia 3.2.6 — Pravidelny graf. Graf nazjvame pravidelny stupiia s, ak vSetky jeho vrcholy
su stupiia s.

m Priklad 3.6 Pravidelné sd napriklad grafy na nasledovnych obrazkoch

Obr. 3.5: Stupeni 2 Obr. 3.6: Stuperi 3 Obr. 3.7: Stupeni 4 Obr. 3.8: Stuperi 5

|
Dal§im délezitym pojmom teérie grafov je komplemy graf.

Definicia 3.2.7 — Kompletny graf. Kompletny (tiplny) graf na n vrcholoch sa oznacuje K,
a je to obyCajny graf s n vrcholmi, ktory obsahuje hranu medzi Tubovolnymi dvoma réznymi
vrcholmi.
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m Priklad 3.7 Na obrédzku 3.9 je kompletny graf na 3 vrcholoch (K3). Na obrdzkoch 3.10 a 3.11 je
kompletny graf na 4 vrcholoch (Kjy), nakresleny dvoma réznymi spdsobmi. Graf K je na obrazku
3.10 nakresleny s pretinajicimi sa hranami a na obrazku 3.11 bez pretinajtcich sa hran.

Obr. 3.9: Graf K3 Obr. 3.10: Graf Ky Obr. 3.11: Graf K4

Pomocou kompletného grafu vieme jednoducho definovat pojem komplementdrny graf, ktory
sa vyuZziva v niektorych aplikdciach. Stretneme sa s nim napriklad v cvi¢eniach 3.7, 3.8.

Definicia 3.2.8 — Komplementdrny graf. Nech G je oby¢ajny graf na n vrcholoch. Potom
komplementérny (doplnkovy) graf ku grafu G budeme oznaCovat G a dostaneme ho tak, Ze
z grafu K, vynechame vsetky hrany, ktoré patria do grafu G.

P Predosl4 definicia vlastne hovori, Ze G mé rovnaku mnoZinu vrcholov ako graf G a hranou
su v grafe G spojené prave tie vrcholy, ktoré nie si spojené hranou v grafe G.

= Priklad 3.8 Na nasledujiicich dvoch obrazkoch je priklad grafu G a jeho komplementu G.

Obr. 3.12: Graf G Obr. 3.13: Komplementarny graf G

Nasledujicou doélezitou kategériou grafov st bipartitné grafy.

Definicia 3.2.9 — Bipartitny graf. Graf G s mnoZinou vrcholov V sa nazyva bipartitny, ak
existuji podmnoZziny V; a V, mnoziny V také, Ze plati ViNV, =0, VUV, =V akazd4 hrana
grafu G inciduje s jednym vrcholom z mnoZziny V; a s jednym vrcholom z mnoZiny V,.

p) Bipartitné grafy s také grafy, v ktorych mnoZinu vrcholov mdZeme rozdelif na dve Casti tak,
Ze Tubovolné dva vrcholy, patriace do rovnakej Casti, nie st navzajom spojené hranou.

a Priklad 3.9

U1 Graf na obrdzku vlavo je bipartitny. Jeho mnoZinu vrcholov V méZeme rozdelit

.\ vy Na dve podmnoziny Vi = {vi,v2,v3} a Vo = {vg,vs} tak, Ze Vi NV, =0,

V1 UV, =V akazd4 hrana tohto grafu inciduje s jednym vrcholom z mnoZiny

V1 a s jednym vrcholom z mnoziny V,. Pritom, ako mdzeme vidiet, tento graf

Us  neobsahuje vSetky hrany medzi V; a V,. Napriklad medzi vrcholmi v; a vs5 nie
U3 je hrana.

(%
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= Priklad 3.10

DokdZeme, Ze graf na obrdzku vpravo nie je bipartitny. Dokaz bu- Vg Us U4
deme robit sporom. Budeme preto predpokladat, Ze graf na obrazku
vpravo bipartitny je. Bez ujmy na v§eobecnosti moéZeme predpokla-
dat, Ze v| € V}, pretoZe tvaha pre pripad v| € V; by bola identick4.
Vrcholy v, a ve st susedné vrcholu vy, pretoZe inciduji s hranami (o V9 U3

vychddzajicimi z vrcholu v;. To znamen4, Ze vrcholy v, a v musia patrif do V,. To vSak je spor
s tym, Ze dany graf je bipartitny, pretoze vrcholy v, a vg sd spojené hranou. V bipartitnom grafe
kazda hrana musi incidovat s jednym vrcholom z V; a s jednym vrcholom z V;. Preto dany graf
nemoZe byt bipartitny. "
Dalsi pojem, ktory si zadefinujeme, je kompletny bipartitny graf.
Definicia 3.2.10 — Kompletny bipartitny graf. Nech m,n € N, m > 1 a n > 1. Kompletny
(uplny) bipartitny graf oznaCujeme K, , a je to obyCajny graf na m -+ n vrcholoch, ktorého
mnoZzina vrcholov sa dd rozdelif na dve disjunktné podmnoziny V; a V; tak, ze |Vi| =m a
|V2| = n, pri€om kazdy vrchol z V; je spojeny hranou s kazdym vrcholom z V5.

n Priklad 3.11 Graf z prikladu 3.9 nie je kompletny bipartitny, pretoZe v fiom chybaji napriklad
hrany medzi vrcholmi v; a vs alebo medzi vrcholmi v, a v4.
Grafy na obrdzkoch 3.14 a 3.15 su priklady kompletnych bipartitnych grafov K> 4 a K3 3.

Obr. 3.14: Graf K> 4 Obr. 3.15: Graf K33

Sledy, fahy, cesty a cykly v grafe

Vrafme sa ku motivaénym prikladom z Casti 3.1 a 3.2. Nech vrcholy grafu predstavuji mesté (alebo
geografické miesta) a hrany grafu predstavuji cesty medzi tymito mestami. Potom ,,pochddzku®,
zacinajicu v niektorom z miest, vedenud po vyznacenych cestich a prechddzajtiicu d'al$imi mestami,
nazyvame v tedrii grafov sled*.

Definicia 3.3.1 — Sled, dizka sledu. Nech vo a v, st vrcholy grafu G. Sled z vrcholu v
do vrcholu v, dizky n je striedava (striedaji sa vrcholy s hranami) postupnost (n+ 1) vrcho-

lov a n hran (vo,hy,vi,ha,...,Vy—1,hn,Vn), kde hrana h; inciduje s vrcholmi v;_; a v; pre
i€{1,2,...,n}. Pod dlzkou sledu sa rozumie pocet jeho hran.
p) Vobycajnom grafe mdzeme sled (vo,/1,V1, ..., Va—1,/n, vy) struéne zapisat ako (vo, V1, ..., Va—1,Vn)s

¢ize mozeme vynechat z jeho zapisu hrany. V obyc¢ajnom grafe nam postupnost vrcholov jed-
noznacne urcuje aj postupnost hran medzi nimi.

4V niektorych starSich publikdcidch z oblasti teérie grafov Ceskej a slovenskej proveniencie sa sled nazyval aj
pochddzka alebo prechddzka.
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= Priklad 3.12

V grafe na obrazku vpravo je (1,hy,2,hs,3,h3,4,h4,2) sled dizky
4 z vrcholu 1 do vrcholu 2. Ked'Ze dany graf nema ndsobné hrany,
da sa tento sled zapisaf aj ako (1,2,3,4,2).

Iny sled v danom grafe je (1,h;,2,h4,4,he,5,hs,2,h,3). Je to
sled di7ky 5 z vrcholu 1 do vrcholu 3 a d4 sa skrdtene zapisat ako
(1,2,4,5,2,3). Napokon (5) je sled dizky 0 na vrchole 5.

Definicia 3.3.2 — Uzavrety a otvoreny sled. Sled z vrcholu u do vrcholu v sa nazyva uzavrety,
ak u =v. Ak u # v, tak sled sa nazyva otvoreny.

m Priklad 3.13 Prvé dva sledy z prikladu 3.12 s otvorené sledy. Prvy z nich zacina vo vrchole 1 a
kon¢i vo vrchole 2 a druhy z nich zac¢ina vo vrchole 1 a konéi vo vrchole 3. Posledny sled z prikladu
3.12 je uzavrety sled. Sled (5) je sled dizky 0, ktory sa za&ina aj kon&i vo vrchole 5. Iny priklad
uzavretého sledu z grafu v priklade 3.12 je (2,h2,3,h3,4,h6,5,hs,2). .

V sledoch sa vo vSeobecnosti vrcholy aj hrany mdZu opakovat. Napriklad v grafe z prikladu
3.12 by sme mohli chodit ,.,dokola po slede (2,h4,4,he,5,hs,2,hs,4,he,5,hs,2,...) Definujeme
si teraz Specidlne typy sledov, v ktorych takého ,,behanie dokola* nie je povolené.

Definicia 3.3.3 — Tah a cesta aich dizka. Sled, v ktorom sa kazd4 hrana vyskytuje najviac
raz, sa nazyva tah. Sled, v ktorom sa kazdy vrchol vyskytuje najviac raz, sa nazyva cesta. Dizka
tahu alebo cesty je pocet hran prislusného tahu alebo cesty.

p) Treba si uvedomif, Ze kazda cesta je aj fah a kazdy fah je aj sled. Preto ak by sme si oznaili
sled, tah a cesta mnoziny vsetkych sledov, fahov a ciest, tak plati
cesta C tah C sled

Naopak to vo vSeobecnosti neplati, pretoZe existuju sledy, ktoré nie st fahmi a existuju fahy,
ktoré nie s cestami.

= Priklad 3.14

a b
V grafe, na obrazku vlavo, (a,b,d,c,b) je tah, (a,b,d,a,b) nie je tah,
pretoze dvakrat obsahuje hranu {a,b}. (a,b,d,c) je cesta a (a,b,d,c,b) nie
je cesta, pretoZe dvakrat obsahuje vrchol b..

d c .

p ) Rovnako, ako sa v definicii 3.3.2 definoval uvavrety a otvoreny sled, sa definuje aj uzavrety
a otvoreny fah.

Ako uz bolo spomenuté v poznamke za definiciou 3.3.3, je zrejmé, Ze kazda cesta je aj tah a kazdy
tah je aj sled. Opacna implikdcia vSak neplati, t.j. nie kazdy sled je fah a nie kazdy fah je cesta.
Plati vSak nasledujiica veta.
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Veta 3.3.1 — O existencii cesty. Majme graf G a v fiom vrcholy # a v. Potom ak medzi
vrcholmi u a v existuje v grafe G sled, tak medzi nimi existuje v grafe G aj cesta.

Dokaz: Nech v grafe G existuje sled medzi vrcholmi u a v. Potom st dve moZnosti.
1. V slede medzi vrcholmi u a v sa Ziadny vrchol neopakuje a potom je tento sled cestou.

2. V slede medzi vrcholmi u a v sa opakuje vrchol w. V tom pripade si dany sled rozdelime
na 3 Casti
* s bude sled medzi vrcholom u a prvym vyskytom vrcholu w v pévodnom slede,
* ¢ bude sled medzi poslednym vyskytom vrcholu w v pévodnom slede a vrcholom v
* a x bude prostrednd cast povodného sledu, medzi prvym a poslednym vyskytom
vrcholu w v fiom.

Situdciu vidime na obrazku: @---=--- Q@--=-=-=- Q@-=-=-==- o)

prvy vyskyt posledny vyskyt
Potom ak vynechdme prostrednd €ast x, spolu s jednym krajnym vyskytom vrcholu w, tak
dostaneme sled st, ¢o bude sled z vrcholu u do vrcholu v, v ktorom sa vrchol w neopakuje.
KedZe vrcholov v pévodnom slede je koneény pocet, tak kone¢nym opakovanim tohto
postupu vieme eliminovat vSetky opakujice sa vrcholy, ¢im dostaneme sled z vrcholu u
do vrcholu v bez opakovania vrcholov, ¢iZe dostaneme cestu z # do v. Q.E.D.

Pomocou najkratSej cesty medzi vrcholmi u a v v grafe G vieme definovat vzdialenost vrcholov
u av v grafe G. Dalej pomocou minimdlnej a maximélnej vzdialenosti dvoch vrcholov v grafe G,
vieme definovaf polomer a priemer grafu.

Definicia 3.3.4 — Vzdialenost, excentricita, polomer, priemer. Majme graf G = (V,E) a
nech u a v su jeho vrcholy (u, Ve V). Potom

> Vzdialenost vrcholov u a v v grafe G sa oznacuje dg(u,v) a je to dizka najkratiej cesty
medzi tymito vrcholmi v grafe G.

> Excentricita vrcholu u v grafe G sa oznacuje eg(u) a definujeme ju predpisom

eg(u) = max{dg(u,v): veV}.
> Polomer grafu G sa oznaCuje r(G) a definuje sa predpisom r(G) = min{eg(u): ucV}.
> Priemer grafu G sa oznaCuje d(G) a definuje sa predpisom d(G) = max {eg(u): u€V}.

Pomocou pojmu polomer grafu sa definuje pojem centrdlneho vrcholu a centra grafu. Tieto pojmy
su kIic¢ové pre algoritmus o zistovani izomorfizmu stromov, ktorym sa budeme zaoberat neskor,
v podkapitole 11.2.3.

Definicia 3.3.5 — Centrdlny vrchol, centrum grafu. Majme graf G = (V,E). Potom

> vrchol v € V sa nazyva centrdlny vrchol, ak plati eg(v) = r(G).

> centrum grafu G, ozna¢ime ho C(G), je mnozina vSetkych jeho centrdlnych vrcholov, t. j.
C(G)={veV;es(v)=r(G)}.

Centrum grafu je teda mnoZina vrcholov prislusného grafu, ktoré maji minimalnu excentricitu.
VoIne mdZeme povedaf, Ze centrum je tvorené vrcholmi, ktorych vzdialenost od vSetkych ostatnych
vrcholov grafu je najmens$ia moZna. Su typy grafov, napriklad cykly, v ktorych je centrum tvorené
celou ich vrcholovou mnoZinou.
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Suvisly graf, podgraf, komponent stvislosti

DalSou déleZitou vlasnosfou grafov je ich stvislost.

Definicia 3.4.1 — Suavisly a nesuvisly graf. Graf G = (V, E) sa nazyva suvisly, ak pre lubo-
volné u,v € V existuje cesta z vrcholu u# do vrcholu v. Graf G sa nazyva nesuvisly, ak nie je
suvisly.

n Priklad 3.15 Graf na obrdzku 3.16 je stvisly, pretoZze medzi jeho f'ubovolnymi dvoma vrcholmi
existuje cesta. Graf na obrazku 3.17 nie je stvisly, pretoZe sa v iom daji ndjst viaceré dvojice
vrcholov, medzi ktorymi neexistuje cesta. Kol'ko takych réznych dvojic vrcholov existuje?

\/——

Obr. 3.16: Stvisly graf Obr. 3.17: Nestivisly graf "

Na predoslom priklade sme si ilustrovali, Ze sivisly graf pozostava ,,z jedného kusa* a nesivisly
graf pozostdva ,,z viacerych (stvislych) kusov*. Tieto suvislé kusy, z ktorych graf pozostdva, sa
nazyvaju komponety sivislosti a forméalne budi definované neskor. Dolezité ale je zapamitaf si,
Ze suvislé grafy maji vZdy len jeden komponent sivislosti a nestvislé grafy majd vzdy viac nez
jeden komponent stivislosti. Napriklad graf na obrdazku 3.17 ma dva komponenty stvislosti.

Dal§im délezitym pojmom, ktory definujeme, bude cyklus.

Definicia 3.4.2 — Cyklus. Cyklus je stvisly pravidelny graf stuptia 2. DiZka cyklu je pocet
jeho hran. Cyklus dizky n sa oznacuje C,.

Pre cyklus C, plati nasledujice tvrdenie.

Veta 3.4.1 Ak v; av; st dva rozne vrcholy cyklu C,, tak medzi nimi existuji dve rozne cesty.

Doékaz: cyklus C, ma n vrcholov, ktorym postupne priradime oznacenia vy az v,,—1. Na zaciatku
si zvolme T'ubovolny vrchol cyklu C,, a oznaéme ho vy. Podla definicie 3.4.2 je C, pravidelny
graf stupiia 2, takze vrchol vop m4 2 susedov. Jedného z nich oznaéme v;. Vrchol v m4 takisto 2
susedov. Jeden z nich je vrchol vy a toho druhého oznac¢ime v,. Takto budeme postupovat dale;j,
pri¢om vrchol v;, pre i < (n— 1), bude susedif s vrcholmi v;_; a vy .

Teraz predpokladajme, Ze niektory vrchol v, pre k < (n—1), by v C, susedil s vrcho-
lom vy. Potom by Ziaden vrchol vy, pre k < I < (n— 1), kvdli stuptiom vrcholov nemohol susedif
so Ziadnym z vrcholov v; pre i € {0,...,k}. To by znamenalo, Ze dany graf by bol nestvisly,
¢o by bol spor s definiciou 3.4.2. N&S predpoklad bol preto nesprdvny a Ziaden vrchol v, pre
k < (n—1), nie je susedny s vrcholom vy.

Uvedenym spdsobom postupne oznacime vSetky vrcholy C,, ako vy aZ v,,—1. Tym dostaneme
sled, v ktorom vrcholy vy a v,,_; majui stupeni 1 a vSetky ostatné vrcholy maju stupeii 2. Naviac sa,
vzhladom na spdsob oznacovania vrcholov a ich stupne, Ziaden vrchol nemdze opakovat. Preto
je tento sled cestou. Podl'a definicie 3.4.2 ma byt C,, pravidelny graf stupiia 2, takZe eSte musime
navzdjom hranou spojif vrcholy vo a v,—;. Tym dostaneme uzavrety sled (vo,vi,...,Va—1,V0)-
Ak si zoberieme I'ubovolné dva r6zne vrcholy v; a v; cyklu C,, tak medzi nimi existuju dve rdzne
cesty. Tieto cesty vyberieme zo sledu (vo, vy, ...,v,—1,Vv0) tak, Ze jedna bude za&inaf vo vrchole
v; a druhd bude zacinaf vo vrchole v; a obe pdjdu v smere rasticich indexov vrcholov. Q.E.D.
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= Priklad 3.16

a d V grafe, na obrazku vlavo, (a,c,d,e,c,b,a) nie je cyklus, pretoZe sa v fiom
opakuje vrchol ¢, ktory preto nie je stupiia 2. Ale (a,c,b,a) a (c,d,e,c) st
cykly, oba maju dizku 3. V oboch pripadoch sa jednd o pravidelné grafy

b e stupnia 2. .

p) LubovolIny vrchol cyklu si m6Zeme oznacit ako poCiato¢ny (koncovy). Potom sa v zdpise cyklu
okrem pociato¢ného (koncového) vrcholu Ziaden iny vrchol nesmie opakovat. CiZe v jednom
vrchole ,,rozpojeny* cyklus je cesta. Tdto pozndmka naznacuje ind moZnu definiciu cyklu.

V tedrii grafov sa mnohé pojmy dajui definovaf viacerymi alternativnymi spdsobmi. Preto sa
v literattire a na webe mdZeme stretnif s rdznymi, avsak vyznamovo ekvivalentnymi, definiciami
rovnakych pojmov. Jednym z dvoch prikladov takychto alternativnych definicii, ktoré si v tomto
texte ukdZeme, bude prave definovany pojem cyklus. Druhym takymto pojmom bude pojem strom,
ktory bude definovany az v nasledujicej kapitole. Vo vete 4.2.7 (str. 76) si uvedieme az 4 rdzne
definicie pojmu strom.

Plati nasledujica veta.

Veta 3.4.2 — Alternativne definicie cyklu C,,. Nasledujice dve tvrdenia su ekvivaletné.
A) Cyklus C, je suvisly pravidelny graf stupiia 2 na n vrcholoch.
B) Cyklus C, je cesta dizky n, na ktorej stotoznime jej po&iatoény a koncovy vrchol.

Doékaz: mame dokézat ekvivalenciu dvoch tvrdeni. Budeme to dokazovat ako dve implikdcie.

> A) = B): Ak v siivislom pravidelnom grafe stupnia 2 na n vrcholoch rozdvojime
jeden vrchol, tak dostaneme cestu diiky n.
Majme suvisly pravidelny graf stuptia 2 na n vrcholoch. Ozna¢me si fubovol'ny vrchol ako
vo a vrcholy s nim susediace ozna¢me v a v,,_;. Podl'a vety 3.4.1 musi medzi vrcholmi v; a
vu—1 existovat cesta neobsahujica vrchol vg. Preto ak vrchol vy ,,zdvojime* (rozsekneme),
spravime z neho vrcholy vop a vk, pricom vrchol vop bude sused vrcholu vy a vrchol vog
bude sused vrcholu v,_1, tak dostaneme cestu dfiky n (cestu na n+ 1 vrcholoch). Q.E.D.

> B) = A): Ak na ceste dizky n stotoinime jej pociatoény a koncovy vrchol, tak
dostaneme suvisly pravidelny graf stupna 2 na n vrcholoch.
Cesta dizky n je stvisly graf na n+ 1 vrcholoch s n hranami, pri¢om poéiatoény a
koncovy vrchol cesty majud stupeii 1 a vSetky jej ostatné vrcholy maju stupeni 2. Oznacme
si pociatocny vrchol cesty vop a jej koncovy vrchol vog. Ak stotoZnime vrcholy vop a vog
do vrcholu oznaceného vy, tak dostaneme suvisly graf na n vrcholoch, ktoré vSetky majd
stupen 2. Dostali sme teda suvisly, pravidelny graf stupfia 2 na n vrcholoch. Q.E.D.

p ) Pokial je explicitne dané, Ze ide o cyklus, alebo ak to je zrejmé z kontextu, tak sa v zdpise
cyklu koncovy vrchol vynechdva, pretoze je totoZny s pociatoénym vrcholom. TakZe cykly
z prikladu 3.16 by sa zapisali ako cyklus (a,c,b) resp. cyklus (c,d,e).

Nasledujicim dolezitym pojmom, ktory potrebujeme poznat, je podgraf.

I Definicia 3.4.3 — Podgraf. Graf G' = (V’,E’) sa nazyva podgraf grafu G = (V,E), ak plati
V' CV aE CE.



3.4 Suvisly graf, podgraf, komponent sdvislosti 59

p) Jednoducho by sa dalo povedat, Ze podgraf grafu G dostaneme, ak vyberieme niektoré jeho
vrcholy a niektoré hrany spéjajuce tieto vrcholy. Hrany mdZeme vybraf len také, ktorych oba
incidujtce vrcholy sd vybraté.

V definicii 3.4.3 by samotné podmienky V' CV a E’ C E nestacili na to, aby iSlo o podgraf.
Délezity je aj fakt, Ze v pripade G’ ide o graf. O tom hovori aj predchddzajica pozndmka. Pojem
podgrafu si ilustrujeme na nasledujicich dvoch prikladoch.

= Priklad 3.17

b
Zoberme si napriklad graf na obrdzku vpravo. Tento graf méd vrcholovi
mnozinu V = {a,b,c} ahrany E = {hy,hy,h3,hs,hs}. Tri z jeho podgrafov ho h3
vidime na nasledujicich troch obrdzkoch. ‘
hs
b b c hi a
@
h2 h3
" Q.
hs o——o
c a e hi a c hi a
Ale nasledujice dva grafy nie su podgrafy povodného grafu.
b d b
ho @ hy h. Prvy z nich obsahuje hranu /g, ktord v povodnom grafe
hs nie je a druhy obsahuje vrchol d, ktory v pévodnom
he grafe nie je.
c a c hi a .

» Priklad 3.18

N4jdite vSetky neprazdne podgrafy grafu na obrazku vpravo. hl U2

U1

RieSenie: Dany graf ma len jednu hranu a s fiou incidujice dva vrcholy. TakZe v jeho podgrafoch
bud hranu vyberieme, alebo nie a ked’ hranu nevyberieme, moZeme vybraf jeden alebo oba z danych
vrcholov. Takze dany graf ma 4 neprazdne podgrafy, ktoré vidime na nasledujicich obrazkoch.

@ @
v () (%
hl 2 2 2

¢ G e« G2 o G3 Gy

p ) Z prikladu 3.18 vidime, Ze graf je podgrafom samého seba, ¢o je aj v silade s definiciou
3.43,pretoze V' CVaE CEplatiajked V' =V aE' =E.
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Teraz si ,,suvislé kusy* grafu, spomenuté za prikladom 3.15, formélne definujeme ako komponenty
suvislosti. 1de o d’al$i dolezity pojem tedrie grafov a pri jeho definicii sa pouZivaji pojmy sivisly
graf a podgraf, ktoré sme uz definovali.

Definicia 3.4.4 — Komponent stvislosti grafu. Nech G je graf. Potom komponent stvislosti
grafu G je maximadlny suvisly podgraf grafu G.

p) Pojem ,maximélny* sa v definicii 3.4.4 chdpe v mnoZinovom zmysle. To znamend, Ze
maximalny stvisly podgraf grafu G je taky podgraf grafu G, do ktorého sa ned4 pridaf Ziadna
hrana a s fiou incidujice vrcholy z grafu G tak, aby podgraf zostal stuvisly.

Pojem ,,maximdlny* v definicii 3.4.4 neznamend, Ze kazdy graf md len jeden komponent
stvislosti. Ak by sme pouZili terminolégiu matematickej analyzy, tak by sa to dalo prirovnat
k lokdlnemu maximu. Rovnako ako funkcia m6Ze mat viacero lokdlnych maxim, méze mat aj
graf viacero maximdlnych suvislych podgrafov — komponentov. Napriklad graf na obrazku 3.16
je suvisly a ma len jeden komponent stvislosti. Ale graf na obrdzku 3.17 nie je suvisly a mé dva
komponenty. Jeden z jeho komponentov je graf K3 (trojuholnik) a druhy je cesta dizky 2.

p) Ako uZ bolo spomenuté za prikladom 3.15, kazdy sdvisly graf ma préve jeden komponent
suvislosti a kaZzdy nesuvisly graf ma vZdy viac neZ jeden komponent suvislosti. Toto tvrdenie
by sa dalo sformulovat a dokézaf aj ako veta, ale nebudeme to robif, pretoze dokaz je trividlny.

m Priklad 3.19 Majme graf G dany nasledovnym obrdzkom

V3 (s
hy i th Uy %
@
M hg (%) (%

Tento graf md tri komponenty sdvislosti. Ozna¢me si ich G} = (V},E}), Gy = (V»,E;) a
G3 = (V3,E3). Komponent G| obsahuje len vrcholy Vi = {vy,v2,v3}, komponent G, obsahuje
len vrchol V, = {v4} a komponent G3 obsahuje len vrcholy V3 = {vs,ve}. Hranové mnoZiny
komponentov sd E| = {hy,hy,h3}, E; =0 a E3 = {hs}. "

= Priklad 3.20
Graf na obrdzku vpravo ma tri komponenty
stivislosti

* hviezdu s tromi ,,cipmi*.

* kompletny graf K3 (trojuholnik)

« acestu dizky 1 (jednu hranu).

O komponentoch suvislosti trividlne plati nasledujica veta.



3.4 Suvisly graf, podgraf, komponent sdvislosti 61

Veta 3.4.3 — O komponentoch. Majme graf G = (V,E) anech u,v € V. Ak st vrcholy u a v
spojené sledom (cestou), tak patria do rovnakého komponentu sivislosti.

Doékaz: Nech vrcholy u a v st spojené sledom. Potom su, podla vety 3.3.1, spojené aj cestou c.
Oznaéme si komponent stvislosti, do ktorého patri vrchol u, ako K a predpokladajme, Ze vrchol
v nepatri do K. V takom pripade existuje na ceste ¢ vrchol x, ktory ako posledny este patri do K
(moZe byt aj u = x). Cesta c, spdjajica vrcholy u a v, sa d4 potom rozdelif na dve Casti ¢ a c; tak,
7Ze jej Cast ¢ eSte patri do K a Cast ¢;, aj s vrcholom v, uz do K nepatri. Situdcia je zndzornend
na nasledujicom obrazku.

Ak teraz do grafu K priddme eSte aj vSetky hrany a vrcholy cesty ¢, tak podla definicie 3.4.1
zostane takyto graf suvisly. To je vSak spor s definiciou 3.4.4, pretoZe komponent stvislosti grafu
G je maximalny sivisly podgraf grafu G. Preto predpoklad, Ze vrchol v nepatri do komponentu
K bol nespravny, a tym je veta dokdzand. Q.E.D.

S komponentmi stvislosti stvisia aj d'al§ie dva pojmy, ktoré budeme vyuzivat v dalSich kapitolach.
St to pojmy most a artikuldcia.

Definicia 3.4.5 — Most a artikuldcia. Majme graf G = (V,E). Potom

.....

.....

m Priklad 3.21 Zoberme si ako priklad graf z nasledujiceho obrazku

1 komponent 2 komponenty

Tento graf ma jeden komponent, ¢iZe je sivisly. Hrana /& v uvedenom grafe je most, pretoZe ked ju
z grafu vynechdme, rozpadne sa nim na dva komponenty. Zaroven je hrana 4 v danom grafe jediny
most, pretoZe vynechanim Ziadnej inej (jednej) hrany sa pocet komponentov nezvysi. "

Na dralsom priklade si ilustrujeme pojem artikuldcia.

a Priklad 3.22 Zoberme si graf z prikladu 3.16. Tento graf je sdvisly, t.j. md len 1 komponent
sivislosti. Ak ale z neho vynechdme vrhol ¢ a hrany s nim incidujice, tak sa ndm graf rozpadne
na 2 komponenty.

1 komponent 2 komponenty
a d a d
— P
b e b e

Pojmy most a artikuldcia st velmi jednoduché, ale Casto tieto pojmy a vlastnosti grafov z nich
vyplyvajice vyuzivame pri formulovani a dékazoch réznych aj netrividlnych tvrdeni. Vacé§ina
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vlastnosti tykajicich sa uvedenych pojmov je takd jednoduchd, Ze ich mdéZeme zaradif medzi
cvigenia. Len jednu z tychto vlastnosti si tu dokdZeme ako lemu®.

Lema 3.4.4 — O mostoch. Dany je graf G = (V,E). Ak hrana h € E nie je most, tak patr{
do nejakého cyklu.

Dokaz: Mdme graf G = (V,E) a v fiom hranu 4 € E, ktord nie je most. To znamend, Ze jej
vynechanim sa pocet komponentov nezvysi. Nech u a v st vrcholy incidujice s hranou 4. Tieto
dva vrcholy su spojené hranou £, ¢o podla vety 3.4.3 znamend, Ze v grafe G patria do rovnakého
komponentu suvislosti. KedZe vynechanim hrany /4 sa pocet komponentov grafu G nezvysi,
musia vrcholy u a v, aj po vynechani hrany 4, patrif do toho istého komponentu. Podla definicii
3.4.4 a3.4.1 to znamend, Ze musi existovaf cesta ¢ spdjajica vrcholy u a v, neobsahujiica hranu
h. Situdcia musi vyzerat tak, ako vidime na nasledovnom obrizku
u h v

N _———-

Ked k ceste ¢ priddme hranu & dostaneme cyklus, t. j. hrana 4 patri do cyklu grafu G. Q.E.D.

p ) Tvrdenie lemy 3.4.4 je ekvivalentné s tvrdeniami:

* Hrana h je most, ak nepatri do Ziadneho cyklu grafu G.
Takto sa napriklad v [32] definuje pojem most.
* Hrana h je bud most, alebo patri do nejakého cyklu. (pozri cvicenie 3.34)

3.5 Kostra grafu

Na zaver tejto kapitoly si eSte definujeme pojem ,,kostra grafu “, ktory je velmi doleZzity a budeme
sa s nim eSte Casto stretdvaf v nasledujuicich kapitoldch a mnohych praktickych aplikdciach teérie
grafov. Kostra grafu sa v aplikdciach vyuziva vSade tam, kde v stvislom grafe na n vrcholoch
potrebujeme maf minimdlny moZny pocet hrdn (spojeni) medzi tymito n vrcholmi. Najskor si
definujeme dva jednoduché pomocné pojmy a pomocou nich definujeme kostru grafu.

Definicia 3.5.1 — Faktor grafu. Faktor grafu G je taky podgraf grafu G, ktory obsahuje vietky
jeho vrcholy.

[l Definicia 3.5.2 — Acyklicky graf. Graf G sa nazyva acyklicky, ak neobsahuje Ziaden cyklus.
P Predosla definicia spada skor do oblasti ,,jazykovedného okienka“, kedZe je vS§eobecne zndme,
7e predpona a- pochddza z gréctiny a vyjadruje zapor. TakZe a-cyklicky v preklade znamena

,-necyklicky, nemajici cyklus, netvoriaci cyklus.. . . *.

[ Definicia 3.5.3 — Kostra grafu. Kostra grafu G je suvisly, acyklicky faktor grafu G.

= Priklad 3.23 Napriklad S; a S, zvyraznené Cervenou a zelenou farbou, su dve kostry grafu G.
Pozri nasledovné obrazky.

5Lemou sa v matematike nazyvaji pomocné tvrdenia.
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Z prikladu 3.23 vidime, Ze graf mdZe mat aj viac neZ jednu kostru. Lahko sa d4 dokézat, Ze
kazdy suvisly graf musi maft aspoil jednu kostru (cvicenie 3.35). Ked'Zze priamo z definicie kostry
grafu vyplyva, Ze ak graf G ma kostru, tak je suvisly, tak plati nasledujica veta.

Veta 3.5.1 — O existencii kostry. Konecny graf G ma kostru prave vtedy, ked’ je sivisly.

Dokaz: tvrdenie je ekvivalencia, budeme ho preto dokazovat ako dve implikacie.

= Ak graf G ma kostru, tak je savisly.
Podra definicie 3.5.3 je kostra sivisly faktor grafu G. To znamen4, Ze medzi Tubovolnymi
dvoma vrcholmi grafu G existuje cesta, ¢iZze G je suvisly graf.

< Ak graf G je suvisly, tak ma kostru.
Ak graf G je acyklicky, tak je sdim sebe kostrou. Predpokladajme preto, Ze graf G obsahuje
nejaky cyklus C. Hrana cyklu nemdZze byt most (lema 3.4.4 a poznamka za fiou), takze
vynechanim jednej hrany cyklu C, dostaneme podgraf grafu G, ktory mé vSetky vrcholy
grafu G, je suvisly a neobsahuje cyklus C. Graf G mdZe obsahovat len konecny pocet
cyklov, takZe konecnym poctom opakovani uvedeného postupu dostaneme podgraf grafu
G, ktory obsahuje vsetky jeho vrcholy a je suvisly aj acyklicky. To znamend, Ze graf G
ma kostru. Q.E.D.

Na prvy pohlad by sa mohlo zdat, Ze veta 3.5.1 ndm ddva vhodny ndvod, algoritmus, na kon-
Strukciu kostry grafu. Zdanie vSak klame! Problém je v tom, Ze ndjst (vSetky) cykly v danom
grafe je zloZzity, casovo ndro¢ny problém. Existujd iné, omnoho efektivnejSie algoritmy, ktorymi
sa budeme zaoberaf neskor.
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3.6 Cyvicenia

Cvicenie 3.1 Dand je mnoZina ¢&isel {1,3,4,6,9,12,36}. Prirad’te tymto ¢islam vrcholy grafu
a vrchol u spojte orientovanou hranou s vrcholom v préave vtedy, ked plati u | v (¢islo u deli ¢islo
v). Kolko hran bude maf takyto orientovany graf? Pre ktoré &isla u,v plati, Ze existuje hrana
(u,v) a sucasne aj hrana (v,u)? n

Cvicenie 3.2 K, je kompletny graf na n vrcholoch.
(a) Nakreslite K,K3,Ky, ..., Ks.
(b) Kolko hrdn ma graf K, pre n € N ?

Cvicenie 3.3 Nakreslite graf so Siestimi vrcholmi, ktorych stupne su 1, 2, 3, 4, 5, 2 alebo
dokazte, Ze to nie je mozZné. -

Cvicenie 3.4 Predseda viktoridnskeho klubu klenotnikov nahlésil Scottland Yardu vlamanie
a kradez Sperkov a hotovosti v hodnote miliénov libier z ich klubového trezoru. KedZe si
inSpektor Lestrade nevedel s pripadom rady, prizval na pomoc Sherlocka Holmesa, ktory raz
vypocul predsedu klubu a chcel po iom zoznam vSetkych ¢lenov klubu. Ten mu na to povedal:
,.Clenovia nagho klubu si velmi zakladaji na svojom sikromi a nikdy sa nestretivame vietci
naraz a ani neexistuje kompletny zoznam ¢lenov klubu. Stretdvame sa maximélne v 5 - clennych
skupinkdch, ked spolu vedieme obchodné rokovania a uzatvdrame obchody. Ako predseda klubu
vam viem povedaf len to, Ze na$ klub ma spolu 13 ¢lenov a kazdy ¢len klubu pozna prave 5
dalsich ¢lenov klubu.*“ Na to Sherlock Holmes povedal in§pektorovi Lestradovi, Ze tak to urcite
nebolo a predseda klubu zrejme klame aj pokial ide o kradez Sperkov a petiazi. Ako to zistil? =

Cvicenie 3.5 Dokazte, ze neexistuje pravidelny graf neparneho stupiia, s neparnym poctom
vrcholov. -

Cvicenie 3.6 Dokazte, ze v kazdom grafe je poCet vrcholov neparneho stupiia vzdy parny. =

Cvicenie 3.7 Nakreslite komplementarne grafy ku grafom z obrazkov 3.5, 3.6, 3.7 a 3.8
na strane 52. Su tieto grafy pravidelné? u

Cvicenie 3.8 Dokdzte, 7e ak je graf G pravidelny, tak aj graf G je pravidelny. u

Cvicenie 3.9 Nakreslite tri priklady nekompletnych bipartitnych grafov a tri priklady kom-
pletnych bipartitnych grafov. u

Cvicenie 3.10 Urcte pocet hran grafu K, , (kompletny bipartitny) pre m,n € N. =
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[T & Hi

Cvicenie 3.12 Rozhodnite, ¢i sd nasledujtice 3 stvislé grafy bipartitné

o & O

Cvicenie 3.13 Ak sa dd nakreslite graf G s danymi vlastnostami alebo zdovodnite, preco taky
graf neexistuje

| Cvicenie 3.11 Rozhodnite, ¢i su nasledujice 4 stvislé grafy bipartitné

(a) G ma 6 vrcholov, kazdy stupiia 3.

(b) G ma 7 vrcholov, kazdy stupna 3.

(¢) G md 4 vrcholy, kazdy stupiia 1.

(d) G ma 6 vrcholov a 4 hrany.

() G ma 4 hrany a 4 vrcholy so stupiiami 1, 2, 3, 4.
(f) G méa 4 vrcholy so stupiiami 1, 2, 3, 4.

(g) G je obycajny graf a ma 6 vrcholov so stupnami 1, 2, 3,4, 5,5
(h) G je obycajny graf a ma S vrcholov so stupfiami 2, 3, 3, 4, 4
(i) G je obycajny graf a ma 5 vrcholov so stupiiami 2, 2, 4, 4, 4

I Cvicenie 3.14 Nakreslite graf, v ktorom plati r(G) = d(G). n
I Cvicenie 3.15 Nakreslite graf, v ktorom plati d(G) = 2r(G). .
I Cvicenie 3.16 Dokazte, Ze pre kazdy graf platia nerovnosti r(G) < d(G) < 2r(G). .

Cvicenie 3.17 Dokazte, ze okrem pociatocného (koncového) vrcholu sa v cykle Ziadne iné
vrcholy nem6Zu opakovaft. Inak povedané, ak cyklus ,,rozsekneme* v lubovolnom jeho vrchole,
tak dostaneme cestu. u

I Cvicenie 3.18 Nakreslite dva priklady stvislych a dva priklady nestivislych grafov. u

Cvicenie 3.19 Dokézte, ze kazdy sivisly graf ma prave jeden komponent stivislosti a Ze kazdy
nestvisly graf ma viac neZ jeden komponent suvislosti. u
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Cvicenie 3.20 Pre grafy z obrazkov 3.18, 3.19 a 3.20 najdite
(a) sledy roznej dizky,
(b) uzavreté a otvorené sledy,

(c) sledy, ktoré su/nie su tahy, cesty, cykly,
(d) cykly.

d

Obr. 3.18 Obr. 3.19

b d
Obr. 3.20: Petersenov graf
|
I Cvicenie 3.21 Pre grafy z obrazkov 3.18, 3.19 a 3.20 n4jdite ich rézne podgrafy. u

Cvicenie 3.22 Pre graf G z nasledujiceho obrdzku najdite vSetky komponenty stvislosti a
zapiSte ich formalne ako jeho podgrafy (pomocou mnoZich ich vrcholov a hrén).

a b i
G L= A\
d & g h
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Cvicenie 3.23 Pre graf G z nasledujiiceho obrazku najdite vSetky jeho cykly

c d
G . a b e
g f
Obr. 3.21
|
I Cvicenie 3.24 Pre graf G z obrazku 3.21 njdite vSetky cesty z vrcholu a do vrcholu e. =
I Cvicenie 3.25 Dokdzte, Ze ak je graf G nesuvisly, tak graf G je stvisly. u

Cvicenie 3.26 Pre graf G z nasledujticeho obrazku najdite
(a) niektoré jeho stvislé podgrafy,
(b) vetky sivislé podgrafy G’ = (V',E’) s najmens$im moZnym poctom hran tak, aby platilo
Vi=V.
d

G° a b e

Cvicenie 3.27 Pre grafy z obrazkov 3.22, 3.23, 3.24 a 3.25 néjdite vsetky ich podgrafy.

U3 U3
by
hl < >. hl hg hl h2
ho
(%) hg (%)

m U1

Obr. 3.22 Obr. 3.23 Obr. 3.24 Obr. 3.25

Cvicenie 3.28 Na vecierku sa zisiel isty pocet (aspon 2) Tudi, z ktorych sa niektori poznaji a
niektori nie. MdZe nastaf situdcia, v ktorej
(a) jeden Clovek sa poznd prave s jednym pritomnym a vSetci ostatni l'udia sa poznaji prave
s dvoma pritomnymi?
(b) jeden Clovek sa poznd prave s jednym pritomnym a vSetci ostatni fudia sa poznaju aspon
s dvoma pritomnymi?
(c) Ziadni dvaja Iudia sa nepoznaji prave s rovnakym poctom pritomnych?

Cvicenie 3.29 Kolko rdznych cyklov obsahuje graf
(a) Ky (b) Ks (c) Ko (d) K33 (e) K3s.
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Cvicenie 3.30 Dokazte, Ze v kaZzdom obycajnom grafe s aspofi 2 vrcholmi musia existovat
aspon dva vrcholy rovnakého stupiia. u

Cvicenie 3.31 Dokézte, ze vynechanim mosta z grafu G sa pocet jeho komponentov sivislosti
zvacsi vzdy prave o 1. u

pocet komponentov suvislosti grafu G moéze zvacsif o l'ubovolné n > 1, kde n € N. =

Cvicenie 3.33 Dany je graf G = (V,E). Dokdzte, Ze ak h € E je most, tak nepatri do Ziadneho
cyklu v grafe G. u

I Cvicenie 3.32 Dokazte, Ze vynechanim artikuladcie a hrdn s fiou incidujicich z grafu G sa
I Cvicenie 3.34 Dany je graf G = (V,E) a hrana h € E. Doké’te, Ze h je bud most, alebo patr{

do nejakého cyklu v grafe G. u
I Cvicenie 3.35 Dokazte, Ze kazdy suvisly graf ma aspon jednu kostru. [
I Cvicenie 3.36 Dokazte, ze kazdy savisly graf na n vrcholoch ma aspoii (n — 1) hrén. n
Cvic¢enie 3.37

g Najdite aspori tri rozne kostry grafu zobrazenom na obrazku vlavo.

Cvicenie 3.38 N4jdite vsetky kostry nasledujicich grafov

(©)
b a b / g ¢
@
a d @ e h d
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4.1 Reprezentdcia grafov

V predoslej kapitole sme grafy reprezentovali ich diagramami, t. j. nakreslili sme si obrdzok grafu
ako v priklade 3.1, alebo sme ich zadali vymenovanim ich vrcholov a hrén ako v priklade 3.2. Pri
praktickych aplikdciach, kde potrebujeme analyzovat grafy a pracovaf s nimi, s tymto pristupom
nevystacime. Potrebujeme preto formalnejsi a predovsetkym efektivnej$i spdsob reprezentacie
grafov. UkdZeme si dva spdsoby reprezenticie grafov. Prvym bude matica susednosti a druhym
matica incidencie grafov.

4.1.1 Matica susednosti
Jeden zo spdsobov reprezenticie grafov je popisat graf pomocou jeho matice susednosti.

Definicia 4.1.1 — Matica susednosti grafu. Nech G je graf s mnoZinou vrcholov V, ktorej
velkost je |V| = n. Matica susednosti grafu G bude matica s rozmermi n X n, ktorej riadky a
stipce zodpovedajii vrcholom grafu G pri pevne zvolenom usporiadani. Cislo a; j» v i. riadku a
j. stpci matice susednosti, vyjadruje pocet hran, ktoré spjaji vrcholy i a j v grafe G.

Predosli definiciu si ilustrujeme na jednoduchom priklade.

= Priklad 4.1

Majme graf G, ktory vidime na obrazku vpravo. Graf G ma 3 vrcholy, a preto matica
susednosti grafu G bude maf rozmery 3 x 3. Zvolin}e si nejaké pevné usporiada- a b
nie vrcholov, napriklad lexikografické®. Riadky a stlpce matice budid zodpovedat
vrcholom grafu G pri zvolenom usporiadani. Prvky a;; matice susednosti budu

prirodzené Cisla vyjadrujice pocet hran icidujicich s vrcholmi i a j v grafe G. Ak
sa jednd o slucky, CiZe i = j, tak kazd4 slucka inciduje s vrcholom dvakrat. Kazda

“podra abecedy
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hrana prispeje do stictu prvkov matice susednosti ¢islom 2. Preto matica a
susednosti grafu G bude

SN O o

b
1
0
2

S
O = N 2

o

My sa vicsSinou budeme zaoberaf len obyCajnymi grafmi. Pre maticu susednosti obyc¢ajného grafu
bude platif a; =0 a pre i # j bude a;; € {0,1}. Budeme skimaf vlastnosti matic susednosti
obycajnych grafov a to, ¢o a akym spdsobom sa z nich dé zistif.

Pozrime sa teraz na obycajny graf, ktor me na obrazku vlavo. Matica

a b

ry m.

b

1

. . 0

susednosti tohto grafu je A = |
c

1

O = = O 9
—_O = = 0
S = = O

d

Co vieme povedaf o maticiach A,A%, A3 ... A", ...? Co predstavuji prvky
C d tychto matic. D4 sa ukézat, Ze pre ,obyéajny graf G prvok a;; v matici A"
predstavuje pocet rdznych sledov dlzky » z vrcholu i do vrcholu ;.

Tlustrujeme si to na priklade vysSieuvedeného grafu.

a b ¢ d a b ¢ d a b ¢ d

a f0 1 1 0 a f0 1 10 a 2 1 1 2
vl to | sf 10t b1 3201
c| 1 1 0 1 c| 1 1 0 1 c| 1 2 3 1
a\0 1 10 d\0 1 10 d\2 11 2

Prvok a;; matice A? v i.riadku a j. stipci, je po&et roznych sledov dizky 2 z vrcholu i do vrcholu j.
Lahko to mbZeme overif na obrazku. Okrem toho st v A? na hlavnej diagonale stupne prislusnych
vrcholov, ¢o v oby&ajnom grafe zodpoveda poétu sledov dizky 2 z vrcholu i do vrcholu i.
Napriklad &islo v b-tom riadku a c-tom stipci matice A2 vypogitame ako skalarny sicin

=11+0.1+1.0+1.1=2

—_— O = =0

Do celkového st¢tu 2 sa zapoéita 1 len v pripade, e v b-tom riadku a i-tom stipci a i-tom riadku
a c-tom stipci matice A bolo &islo 1. To znamend, Ze existuje taky vrchol i, Ze medzi vrcholmi b
a i aj medzi vrcholmi i a ¢ je hrana. TakZe z vrcholu b sa vieme do vrcholu ¢ dostaf cez vrchol i,
&o je sled dizky 2. V naSom priklade je vrchol i bud vrchol a, alebo vrchol d, &o zodpovedd dvom
sledom dizky 2 medzi vrcholmi b a c.

Teraz tvrdenie o n. mocnine matice susednosti grafu vyslovime a dokdZeme nasledujicu vetu.
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Veta 4.1.1 — O matici susednosti. Nech G je obyc¢ajny graf a A je jeho matica susednosti.
Potom &islo v riadku i a stipci j matice A" sa rovnd po&tu roznych sledov dizky n z vrcholu i
do vrcholu j v grafe G.

Dokaz: budeme robif indukciou vzhl'adom na ¢&islo 7.

1. Overenie pre n = 1: pre n = 1 je A! = A matica susednosti grafu G. Ak ¢&islo v i-tom

. Indukény krok: predpokladajme, Ze uvedené tvrdenie plati pre nejaké ¢islo n. Potom

riadku a j-tom stipci tejto matici je 1, tak existuje hrana, &iZe sled dizky 1 medzi vrcholmi
i a j atvrdenie plati.
dokédZeme, ze musi platif aj pre &islo (n+1).

AI’H—] — An A

Prvok v i-tom riadku a k-tom stipci matice A" dostaneme ako skaldrny siin i-tého
riadku matice A" a k-tého stlpca matice A

k-ty stipec matice A
n

5}

i-ty riadok matice A" .
(S],Sz,...,Sj,...,Sm) . l‘" = Si.h+s2.hb+...F8itj+ ...+ Sptn.

J

Im

Podrla induk¢éného predpokladu predstavuje Cislo s; pocet sledov dizky n z vrcholu i
do vrcholu j v grafe G. Dalej vieme, e t; € {0, 1} a plati #; = 1 prve vtedy, ak v grafe
G existuje hrana medzi vrcholmi j a k. Kazdy sled dizky (n+1), z vrcholu i do vrcholu
k v grafe G, mé ako predposledny vrchol j prave vtedy, ak existuje sled dizky n medzi
vrcholmi i a j a ak existuje hrana medzi vrcholmi j a k, Cize ak s; #0 at; = 1. V grafe
G existuje preto prave s;.¢; sledov dizky (n+ 1) z vrcholu i do vrcholu k, ktoré majd ako
predposledny vrchol j. Uvedeny skaldrny sucin je vlastne sucet poctu vSetkych sledov
dizky (n+1) z vrcholu i do vrcholu k v grafe G, ktorych predposledny vrchol je j, cez
vietky vrcholy j susediace s vrcholom k. To si vietky sledy dizky (n+ 1) z vrcholu i
do vrcholu k v grafe G. Q.E.D.

Tvrdenie z predoslej vety si ilustrujeme na nasledujicom priklade.

s Priklad 4.2

a

b

Vrafme sa teraz ku grafu, s ktorym sme sa zaoberali pred sformulovanim
vety 4.1.1. Jeho matica susednosti a $tvrtd mocnina matice susednosti su
uvedené nizSie. Z matice A* napriklad vidime, Ze pocet roznych sledov
dizky 4 z vrcholu a do vrcholu a je 10.

a b ¢ d a b c d

a 0110 a 10 9 9 10
b 1 01 1 4 b 9 15 14 9
A= ¢ 1 1 0 1 A= c 9 14 15 9
a\0 1 1 0 d 10 9 9 10
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St to sledy
(a7b7a7b7a) (a7b7c7b7a) (a?b7d7c7a) (aﬁc7a7c?a) (a7c7d7b7a)
(a,b,a,c,a) (a,b,d,b,a) (a,c,a,b,a) (a,c,b,c,a) (a,c,d,c,a)

4.1.2 Matica incidencie

Dalsim spésobom reprezentacie grafov je matica incidencie.

Definicia4.1.2 —Maticaincidencie grafu. Nech G je graf s mnozinou vrcholov V, mnoZinou
hrén E a |V| = m, |E| = n. Matica incidencie grafu G bude matica s rozmermi m X n, ktorej
riadky zodpovedaji vrcholom a stipce hrandm grafu G, oboje pri pevne zvolenom usporiadani.
Pre vSetky Cisla a;j, v i-tom riadku a j-tom stipci matice incidencie, plati a; ;€40,1,2}. Cislo
a;j vyjadruje pocet incidencii vrchola i s hranou j v grafe G.

= Priklad 4.3

Majme graf G, ktory vidime na obrazku vpravo. Jeho matica

e e3 eyq es (4

" 01000 Ui
. . v 1 0 0 0 O €6 €1 Uy
incidencie bude ” L1110 | e €3

vy 00 1 1 2 €9
Hrana e je slucka, ¢o v matici incidencie spozname podla toho, V4 ex U3

e v prislu§nom stipci je namiesto dvoch jednotiek len jedna

dvojka.

Matica incidencie sa obvykle pouziva pre obycajné grafy, CiZe grafy bez sluiek a ndsobnych hran.
Preto pozostdva vicSinou len z nil a jednotiek a l'ahko sa s iou nardba. Stupeii vrcholu v; sa z matice
incidendie vypocita ako sucet ¢isel v riadku i.

4.2  Stromy

Stromy su z hladiska praktickych aplikacii jednou z najddlezitejsich podtried grafov a maju Siroké
uplatnenie v informatike. Prakticky vSetky hierarchicky usporiadané Struktiry dét sa reprezentujd

¥ |z| bin
v E book
d E grub
¥ |z| Fanks

pomocou stromov. Kazdy sa uZ urcite stretol so stromami v podobe
rodokmeniov, obrdzkami hierarchicky usporiadanych Struktir r6znych
inStitucii, ,,pavikov* Sportovych turnajov atd. Informatikom je urcite
velmi dobre zndmy pojem ,,adresdrovy strom‘ (directory tree). Na ob-
razku vlavo je zobrazena Cast adresarového stromu linuxového filesys-
tému. AvSak nielen adresdrova Struktira sa v informatike reprezentuje
pomocou stromov. Aj data spracovavané v databdzach a akékolkek
iné déta, usporiadané hierarchicky, sa reprezentujd pomocou stromov.
Ako si ukdzeme neskor, stromova Struktira dit ndm umoziuje rychle
prehladdvanie a triedenie. Sportovcom bude bliZs{ nasledujtici priklad.
Predstavme si tenisovy turnaj, na ktorom do seminifindle postupili Sty-
ria hrd¢i A, B, C a D. V semifindle vyhral hra¢ A nad hrac¢om B a hrac¢
D porazil hrac¢a C. Vo findle potom hra¢ A vyhral nad hri¢om D a
stal sa vitazom turnaja. Této situdcia sa da reprezentovat ,,pavikom*
z obrazku 4.1.
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U4 V9 U7 Vg U5 Uy
Us

U1
Vg U3 V2
U? ,U3 ’U1

Obr. 4.1: ,Pavik® tenisového Obr.4.2: Grafovdreprezenticia Obr. 4.3: Koreiovd podoba
turnaja obrazku 4.1 stromu z obrazku 4.2

Tento sa dd zasa reprezentovaft grafom, ktory vidime na obrdzku 4.2. Napokon, ak tento graf oto¢ime
0 90°, dostaneme tzv. korefiovi podobu tohto stromu, zobrazent na obrdzku 4.3. Takto nakresleny
graf sa skuto¢ne podobd na strom, odkial pochddza aj jeho ndzov. Vrchol v; predstavuje , koren*
stromu, hrany predstavuji jeho vetvy a vrcholy vy, vs, vg a vy st jeho , listy*.
V predoslych motiva¢nych prikladoch sme si uviedli niekolko prikladov stromov a teraz si formalne
definujeme pojem strom a ukdZeme si niektoré vlastnosti, ktoré stromy maju.

[l Definicia 4.2.1 — Strom. Suvisly a acyklicky graf sa nazyva strom.

Predosla definicia je velmi stru¢nd a jednoduchd. Pojem strom sa d4 zadefinovaft aj aspoii troma
dal$imi sposobmi a v niektorych zdrojoch sa m6Zeme stretntif s jeho alternativnymi definiciami.
Zavisi to predovsetkym od toho, o autor sleduje a ktord z definicif jeho cielom najviac vyhovuje.
My si najskor ukazeme priklad grafov, ktoré nie st stromy, potom priklad grafu, ktory je strom.
Nakoniec si vo vete 4.2.7 ukdZeme Styri alternativne definicie pojmu strom a dokdZeme, Ze su
navzdjom ekvivalentné.

n Priklad 4.4 Grafy na obrazkoch 4.4 a 4.5 nie sud stromy.

Obr. 4.4: Graf, ktory nie je strom Obr. 4.5: Graf, ktory nie je strom

Graf na obrazku 4.4 sice nema cyklus, ale nie je stvisly. Pozostdva z dvoch komponentov. Graf
na obrézku 4.5 sice je stvisly, ale obsahuje cyklus C3. Graf na obrazku 4.6 je strom. Je stvisly a
neobsahuje cyklus.

Obr. 4.6: Graf, ktory je strom

Ak sa pozrieme na definicie kostry (str. 62) a stromu (str. 73), tak zistime, Ze stromy su grafy,
ktoré st sami sebe kostrou. Predtym, ako sformulujeme slibenu vetu o stromoch, dokdaZeme Sest
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pomocnych tvrdeni, ktoré budeme vyuZivat v jej dokaze. Tym zdihavy dokaz vety o stromoch
rozlozZime na Sest dokazov jednoduchych tvrdeni.

Lema 4.2.1 Ak je suvisly graf G = (V,E) acyklicky, tak je obyCajny a medzi lubovolnymi
dvoma vrcholmi u,v € V existuje prave jedna cesta.

Dokaz: rozdelime do troch bodov.

R

1. Graf G je suvisly, ¢iZe medzi Tubovolnymi dvoma jeho vrcholmi existuje cesta.

2. Graf Gjeacyklicky, a preto nemoZe obsahovat slucky a nasobné hrany. Dokaz je trividlny a

robi sa sporom. Ak by graf G obsahoval sluc¢ku, tak dostdvame spor s tym, Ze je acyklicky.
Slucka je totiz stvisly pravidelny graf stupnia 2, takZe podla definicie 3.4.2 je to cyklus
dizky 1. A ak by v grafe G existovali medzi vrcholmi u a v ndsobné hrany /; a hy, tak
tieto by tvorili cyklus dizky 2 (u,hy,v,hs), ¢im opif dostdvame spor s tym, Ze graf G je
acyklicky. Tym je dokdzané, Ze acyklicky graf je obycajny.

. Potrebujeme uZ len dokdzaf, 7e v grafe G = (V, E) medzi fubovolnymi dvoma vrcholmi

neexistuje viac neZ jedna cesta. Toto sa tieZ dokdZze sporom. Nech u,v € V a predpo-
kladajme, Ze medzi tymito vrcholmi existuji dve rézne cesty P; a P». Podme po cestich

p {3_1\ Py a P, z vicholu u do vrcholu v. Nech x je prvy vrchol, ktory je

| eSte spolocny obom cestdm, ale uz nasledujice vrcholy ciest P a

CE 1'3' Y U P strozne. Nech y je prvy vrchol cesty Py za vrcholom x, ktory
2

je zdroven aj vrcholom cesty P. Situdcia je zobrazend na obrdzku vysSie, pricom cesty
P a P, st zvyraznené zelenou a Cervenou farbou. KedZe sme predpokladali, Ze cesty P
a P, st rdzne, musia také vrcholy x a y existovat. Ale potom, ak spojime useky ciest P; a
P, medzi vrcholmi x a y, tak dostaneme cyklus, ¢o je spor s tym, Ze graf G je acyklicky.

V predoslych troch bodoch sme dokézali, ze suvisly acyklicky graf G je obycajny a medzi
Tubovol'nymi dvoma jeho vrcholmi existuje prave jedna cesta. Q.E.D.

V druhom pomocnom tvrdeni dokdZeme opacnu implikaciu.

Lema 4.2.2 Ak v oby¢ajnom grafe G = (V,E) existuje medzi lubovolnymi dvoma vrcholmi
u,v € V prave jedna cesta, tak graf G je suvisly a acyklicky.

Dokaz: je trividlny a v podstate ten isty ako dokaz lemy 4.2.1. Rozdelime ho do dvoch bodov.

1. V grafe G existuje medzi l'ubovol'nymi dvoma jeho vrcholmi (prave jedna) cesta, takze

graf G je suvisly.

.V grafe G existuje medzi fubovolnymi dvoma jeho vrcholmi prave jedna cesta, a preto

graf G nemoZe obsahovat cyklus na viac neZ 1 vrchole. Dokaz tohto tvrdenia sa rob{
sporom a je ten isty ako dokaz tretiecho bodu z lemy 4.2.1. Jediny cyklus, ktory by graf
G mohol obsahovat, je slucka. Ale graf G je obycajny, takZe slucky a ndsobné hrany
neobsahuje.

V predoslych dvoch bodov sme dokézali, Ze ak v oby¢ajnom grafe G = (V, E) existuje medzi
Tubovolnymi dvoma vrcholmi u,v € V prave jedna cesta, tak graf G je sivisly a acyklicky.

Q.E.D.

Tretie pomocné tvrdenie bude len obmenenou implikdciou lemy 3.4.4, takZe ho vlastne uZ mame
dokazané a len ho sformulujeme inymi slovami.
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Lema 4.2.3 Ak je graf G acyklicky, tak kazda jeho hrana je most.

Dokaz: tvrdenie tejto lemy je obmenenou implikéciou tvrdenia lemy 3.4.4. Preto je tdto lema
ekvivalentnd s lemou 3.4.4, a tym je dokdzand. Q.E.D.

Nasledujuce tvrdenie je veI'mi ddlezité a Casto sa v suvislosti so stromami vyuZziva.

Lema 4.2.4 Ak je graf G strom na v vrcholoch, tak md 4= (v—1) hrén.

Dokaz: graf G je strom, t.j. je to suvisly, oby€ajny graf a podla lemy 4.2.3 je kazd4 jeho hrana
most. Tvrdenie budeme dokazovaf matematickou indukciou vzhl'adom na pocet vrcholov v.

1. Ak obycajny graf G md v = 1 vrchol, tak musi mat 2 = 0 hrdn a tvrdenie plati.

2. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre grafy, ktoré majd najviac v — 1 vrcholov. Potom
dokdzeme, Ze tvrdenie plati aj pre grafy, ktoré maji v vrcholov.
Mame obycajny, stvisly a acyklicky graf, ktory ma v vrcholov. Podla lemy 4.2.3 je kazda
hrana takého grafu mostom. Ak teda vynechdme l'ubovolnu jednu hranu grafu G, tak sa
ndm tento rozpadne na dva komponenty. Jeden komponent bude mat v; < v vrcholov,
druhy bude mat v, < v vrcholov a pre oba plati indukény predpoklad, ¢ize h; = (v; — 1)
ahy=(vy—1).Kedze vi+vy =vah;+h, =h— 1, dostdvame

h=vi—14+wn—-14+1=vi+v—-1=v-1 Q.E.D.

Posledné dve pomocné tvrdenia tieZ hovoria o pocte vrcholov stromov a tieZ sa Casto vyuZivajd
v mnohych inych tvrdeniach tykajicich sa stromov a ich vlastnosti.

Lema 4.2.5 Ak je graf G stvisly, ma v vrcholov a (v— 1) hrén, tak je acyklicky.

Do&kaz: budeme robit sporom. Predpokladajme, Ze v grafe G existuje nejaky cyklus C, s vrcholmi

{vi,...,vn}. Tych vrcholov grafu G, ktoré neleZia na cykle
2 Cy, je (v—n) a mnozinu tychto vrcholov si ozname
IhQ us A={wuz,...,uy_p}. Pre kazdy vrchol u; € A zostrojme

najkratSiu cestu vedicu z u; do niektorého vrcholu cyklu C,
a oznaCme si h; hranu tejto cesty, ktord inciduje s vrcholom
u;. Je zrejmé, Ze pre i # j plati h; # h;. TakZe pocet hrdn
grafu G musi byt aspoti h = n+ (v—n) = v (poCet hran cyklu
C, a v8etkych hrédn £;), o je spor s predpokladom, Ze hran je
(v—1). Takze predpoklad existencie cyklu C, bol nespravny
a graf G je acyklicky. Q.E.D.

Lema 4.2.6 Ak je graf G acyklicky, md v vrcholov a (v— 1) hrdn, tak je suvisly.

Dokaz: budeme robif sporom. Predpokladajme, Ze graf G nie je suvisly a pozostiava z n > 2
komponentov Gy, ..., Gy, ktorych pocty vrcholov st vy, . .., v,. Graf G je acyklicky, takze kazdy
komponent je strom a v leme 4.2.4 sme dokazali, Ze pre kazdé i : h; = v; — 1. Preto pre pocet
vrcholov grafu G musi platif

'M=
M=

I
—_

v=) v; (hi+1)= (Zh>+n:v—l+n>v—l+1:v

Il
oL,

1 i

Tym sme dostali spor s predpokladom, Ze hréan je (v — 1). Takze graf G musi byf stvisly. Q.E.D.



76 Kapitola 4. Reprezentdacia grafov, stromy, sledy

Teraz si uz sformulujeme vetu o stromoch.

Veta 4.2.7 — Veta o stromoch. Pre obycajny graf G su nasledujuce Styri tvrdenia ekvivalentné
A) Graf G je strom (v zmysle definicie 4.2.1).

B) Graf G je obycajny a l'ubovolné jeho dva vrcholy st spojené prave jednou cestou.
C) Graf G je stvisly, md v vrcholova h = (v—1) hran.
D) Graf G je acyklicky, ma v vrcholov a h = (v—1) hran.

Dokaz: mame dokazaf ekvivalenciu Styroch tvrdeni. Budeme to dokazovaf ako Styri implikacie
A) = B) = C) = D) = A). Tym dokdZeme, Ze Tubovolné dve z tvrdeni A), B), C), D) su
navzdjom ekvivalentné.
> A) = B): Ak graf G je strom, tak je obycajny a Fubovolné dva jeho vrcholy si
spojené prave jednou cestou. Tato implikacia je zhodnd s lemou 4.2.1. Q.E.D.

> B) = C): Ak je graf G obycajny a F'ubovolné jeho dva vrcholy si spojené prave
jednou cestou, tak je sivisly, ma v vrcholova h = (v — 1) hran. Podla lemy 4.2.2 je
graf G za danych podmienok suvisly a acyklicky, t.j. strom. A v leme 4.2.4 je dokazané,
Ze strom na v vrcholoch md 7 = (v—1) hrdn. Q.E.D.

> C) = D): Ak graf G je sivisly, ma v vrcholova h = (v —1) hran, tak je acyklicky
a ma v vrcholova h = (v—1) hran. V tomto pripade staci dokdzat, Ze za danych
podmienok je graf G acyklicky. To je tvrdenie lemy 4.2.5. Q.E.D.

> D) = A): Ak graf G je acyklicky, ma v vrcholova h = (v —1) hran, tak je strom.
V tomto pripade nam staci dokazaf, ze za danych podmienok je graf G suvisly, ¢o je
dokazané v leme 4.2.6. Q.E.D.

Veta 4.2.7 nam nielen hovori o tom, Ze uvedené Styri tvrdenia, mozné definicie pojmu strom,
sd navzdjom ekvivalentné, ale aj ndm poskytuje tvrdenia o vlastnostiach stromov. Vyplyva z nej, Ze
ak graf G je strom, tak pocet jeho vrcholov je o 1 viA¢si nez pocet jeho hran, alebo inak povedané,
pocet jeho hrdn je o 1 mensi neZ pocet jeho vrcholov.

Okrem toho, ako uz bolo v dokaze vety 4.2.7 (a v leme 4.2.3) spomenuté, ak graf G je strom,
tak kazd4 jeho hrana je most. Toto tvrdenie je priamym dosledkom definicie 4.2.1 a lemy 3.4.4.
Uvedieme si este jednu vetu o vlastnostiach stromov.

Veta 4.2.8 — O vrcholoch stromov. Kazdy strom s aspoii dvoma vrcholmi mé asponi dva
vrcholy stupnia 1.

Dokaz: nech graf G je strom, ktory md v vrcholov, oznaéme si ich {uj,us,...,u,}, a h hran.
Potom podra vety 3.2.1 a vety 4.2.7 plati

Y st(u)=2r=2(v—1)=2v-2
i=1

Pre vSetky i musi platif st (#;) > 1, pretoZe stupeii Ziadneho vrcholu, v strome s aspoil dvoma
vrcholmi, nemoze byt 0. Avsak, ak by asponl (v — 1) vrcholov malo stupeii 2 alebo viac, tak by
sme dostali spor, pretoze uvedend suma by bola najmenej 2(v — 1) + 1 = 2v — 1. TakZe strom
s aspoii dvoma vrcholmi musi mat aspon dva vrcholy stuptia 1. Q.E.D.

Kde su stromy, tam je aj les a tam su aj listy. TakZe tdto Cast pre tplnost zakon¢ime d’al§imi dvoma
definiciami.
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|| Definicia 4.2.2 — Les. Graf G, ktorého vSetky komponenty st stromy, sa nazyva les.

Napriklad graf z obrazku 4.4 (str. 73) nie je strom, ale je to les. Tento graf pozostava z dvoch
komponentov, ktoré sd oba stromy.

| Definicia 4.2.3 — List. List je vrchol stromu, ktorého stupei je 1.

= Priklad 4.5
a e

Graf na obrazku vlavo je strom so 4 listami. Su to vrcholy a, b, e, f, ktoré
maju stupeni 1.

Korenové stromy

Koreriové stromy sd v podstate normdlne stromy. Rozdiel spociva len v tom, Ze pri korefiovych
stromoch si vyberieme jeden z vrcholov a ten prehldsime za koreri. Vo vSetkych aplikaciach,
v ktorych pomocou stromov repezentujeme nejaké hierarchicky usporiadané data, sa pouZivaji
prave koreriové stromy.

Definicia 4.3.1 — Korenovy strom, koren. Korefiovy strom je strom s pevne vybranym
vrcholom u, ktory sa nazyva korei.

u

0. uroven Pri kresleni korefiovych stromov sa obvykle umiest-
{iroveii fuje korefi bud nahor, alebo nadol, je to vecou do-
hody. My budeme koretiové stromy kreslif takmer

. Uroven vzdy s korefiom hore. Na obrazku vlavo mame pri-

. Grovei klad koretiového stromu s troma troviiami vrcholov.

Koren stromu sa vzdy povazuje za 0. droven.
Obr. 4.7: Korenovy strom s vySkou 3

Definicia 4.3.2 — Uroveii vrcholu, vyska korefiového stromu. Ak 7 je korefiovy strom, u
jeho koren a v jeho Tubovolny vrchol, tak droveti vrcholu v je jeho vzdialenost od korenia u.
Vyska koretiového stromu je maximalna drovei, ktord dosahujui jeho vrcholy.

Na obrazku 4.7 mame priklad korefiového stromu, ktory ma 3 tirovne vrcholov a vysku 3.

a Priklad 4.6 Pomocou koretiovych stromov mdZeme napriklad reprezentovat algebraické vyrazy.
Strom na obrazku niZSie reprezentuje vyraz

cx(a—b)+(c+d)+(a—D)
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n Priklad 4.7 Alebo mézeme koretiové stromy aplikovaf na vetny rozbor vety ,,Maly chlapec ita
knihu. “ tak, ako to mame zobrazené na obrazku nizsie.

Veta

prisudkova
cast

podmetova
cast

privlastok { predmet

Maly chlapec ¢ita knihu.
Teraz si definujeme terminoldgiu pouZivant v stivislosti s korefiovymi stromami.

4.3.1 Terminolégia korenovych stromov

Najskor si uvedieme obsiahlu definiciu a potom si nové pojmy ilustrujeme na priklade.

Definicia 4.3.3 — Terminolégia korenovych stromov. Nech T je korefiovy strom s koreiom
vo a vrcholmi x, y, z a v§eobecne v;. Dalej nech (vo,vi,...,v,—1,V,) je cesta z vrcholu v
do vrcholu v,,. Potom

a) vrchol v,_; sa nazyva otec (alebo rodic’) vrcholu vy,

b) vrcholy vy, vy,...,v,—1 sa nazyvaju predkovia vrcholu vy,

c¢) vrchol v, sa nazyva syn (alebo diefa) vrcholu v,_,

d) ak vrchol x je predkom vrcholu y, tak vrchol y sa nazyva potomok vrcholu x,
e) ak vrcholy x a y st deti vrcholu z, tak sa vrcholy x a y nazyvaju sirodenci,

f) vrchol, ktory nem4 synov, sa nazyva koncovy vrchol.

g) vrchol, ktory nie je koncovy, sa nazyva vnaiitorny vrchol,

h) podstrom s koretiom x stromu 7 je podgraf stromu 7" s mnoZinou vrcholov

V = {x}U{y; yje potomok x }
a s mnoZzinou hran

E = {e; e je hrana cesty z vrcholu x do Tubovolného vrcholu z mnoziny V }

Ako vidime, terminoldgia koreriovych stromov je prevzatd z genealdgie. To nie je ndhoda, ale
je to dosledok toho, Ze rodokmene sa uz po starocia, omnoho skdr nez vznikla tedria grafov a
pojmy ako strom a koreriovy strom, reprezentujui a kreslia pomocou korefiovych stromov.

Poslednou kategdriou stromov, s ktorou sa na predmete Diskrétna matematika stretneme, si
bindrne stromy. PredovSetkym v informatike sa s bindrnymi a vSeobecne s n-arnymi stromami
stretdvame velmi casto. Su to frekventovane vyuZivané ddtové Struktiry pouZivané napriklad
na ukladanie a triedenie dat v databdzach, siborovych systémoch atd. Na predmete Diskrétna
matematika sa budeme zaoberaf len s bindrnymi stromami.
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m Priklad 4.8 Na obréazku 4.8 je zobrazend mald ¢ast rodokmeria starogréckych bohov.

(Urdnus)
Qiroditd  CKronos) Qeeind  Hyperion)
& CZews)  Qoseidond  (dde  Céra

oD Gad Ao Do

Obr. 4.8: Cast rodokmetia starogréckych bohov

(a) Otec Apoldna je Zeus. Rodi¢ Erosa je Afrodita.

(b) Predkovia Hermesa su Zeus, Kronos a Uranus.

(c) Deti Urdnusa si Afrodita, Kronos, Ocednus a Hyperion.

(d) Potomkovia Kronosa sti Zeus, Poseidon, Hades, Héra, Apolén, Aténa, Hermes a Dionyzos.

(e) Afrodita, Kronos, Ocednus a Hyperion st sirodenci.

(f) Koncové vrcholy st Ocednus, Hyperion, Eros, Poseidon, Hades, Héra, Apolén, Aténa, Her-
mes a Dionyzos.

(g) Vnitorné vrcholy si Urdnus, Afrodita, Kronos a Zeus.

(h) Podstrom s korefilom Kronos je zobrazeny na obrazku 4.9.

Obr. 4.9: Podstrom s koreniom Kronos
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Bindrne stromy

Bindrne stromy' st velmi doleZita datovd Struktira pouZivand v informatike. Je to v informatike
najCastejSie vyuzivany typ stromov, pouZivany na

 prehladdvanie a triedenie dat,

* reprezentdciu dét (ddlezitym prikladom je napr. Huffmanov kéd).
Z hladiska tedrie grafov ide o usporiadané koreniové stromy. Bindrne stromy sa Casto v literatire bert
ako orientované grafy. KedZe vSak ide o koretiové stromy, ktoré majui prirodzenu orienticiu, nie je
nutné este naviac orientovaf hrany grafu. My preto budeme bindrne stromy braf ako neorientované
grafy a v texte budeme binarne stromy oznacovat pismenami B,B1,B5 ...

Bindrne stromy sa daji definovaf viacerymi sposobmi. NajcastejSou je induktivna definicia
(v informatickej terminolégii rekurzivna definicia), ktort si uvedieme ako prvi. Okrem toho sa
daji bindrne stromy definovat aj explicitne, o je sice ndzornejsie, av§ak faZkopadnejsie. Obe tieto
definicie sd ekvivalentné.

Definicia 4.4.1 — Binarny strom - indukfivne. Bindrny strom je bud’ prdzdny strom, t.j.
nema Ziadnu hranu ani vrchol, alebo je to korefiovy strom s korefiom a usporiadanou dvojicou
podstromov (B}, B> ), kde B} aj B, su bindrne stromy. Podstromu B} hovorime lavy podstrom a
podstromu B, hovorime pravy podstrom.

Uvedend definicia nam hovori, Ze prazdny graf, Cize graf bez hran a vrcholov, sa povazuje
za bindrny strom. Prdzdny graf sim osebe ale, v praktickych aplikdciach, nie je prili§ uZitocny,
takZe sa radSej pozrieme na tie bindrne stromy, ktoré st neprazdne. St to také koretiové stromy,
v ktorych kazdy vrchol mad prave dva podstromy, tvoriace usporiadant dvojicu (Bj,B;), kde B
aj B, su bindrne stromy. AZ teraz vstupuje do hry aj prazdny graf, pretoZe jeden, alebo aj oba,
z tychto podstromov, mdZu byt aj prazdne grafy. TakZe bindrny strom by sme mohli definovat aj
ako Specidlny koreriovy strom. Bude to korefiovy strom, v ktorom kazdy vrchol ma 0, 1, alebo 2
synov a synov kazdého vrcholu rozliSujeme na lavého a pravého. Z toho potom vyplyva explicitnad
definicia bindrnych stromov.

Definicia 4.4.2 — Bindrny strom - explicitne. Bindrny strom je korefiovy strom, v ktorom
kazdy vrchol ma bud 0 synov, alebo jedného syna, alebo ma 2 synov. Synovia vrcholu tvoria
usporiadanu dvojicu a oznacuju sa ako /avy syn a pravy syn vrcholu. Aj v pripade, Ze vrchol ma
len jedného syna, rozliSujeme, ¢i ide o l'avého, alebo pravého syna.

= Priklad 4.9

Graf na obrazku vlavo je bindrny strom. Jeho koreii je vrchol a, ktory mé l'avého
syna b a pravého syna c. Vrchol b nemd lavého syna, jeho lavy podstrom je
prazdny graf, a ma pravého syna d. Vrchol ¢ ma l'avého syna e a nemd pravého
syna, jeho pravy podstrom je prazdny graf. Podstrom s korefiom b je lavy
podstrom vrcholu a a podstrom s korefiom c je pravy podstrom vrcholu a.

Existuje viacero typov bindrnych stromov. Su to napriklad dpiny, kompletny, dokonaly (perfect
binary tree), vyvdZeny ... My si zatial definujeme len tplny a vyvédZzeny bindrny strom.

INesmieme si mylif bindrne stromy a tzv. B-stromy. B-strom (B—tree = self-balancing tree) je takisto stromova datova
Struktdra, pouzivand v informatike na efektivne ukladanie a triedenie velkého mnoZstva dat. B-stromy si zovSeobecnenim
bindrnych stromov a pri B-stromoch moZe maft kazdy vrchol viac nez 2 synov.
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Definicia 4.4.3 — Uplny bindrny strom. Bindrny strom, v ktorom kazdy vrchol ma 0 alebo 2
synov, sa nazyva Uplny bindrny strom.

p) Strom z prikladu 4.9 nie je tGplny, pretoZe vrcholy b a ¢ maju len po jednom synovi. Vrchol
b ma len pravého a vrchol ¢ m4 len Tavého syna.

= Priklad 4.10

Graf na obrazku vpravo je tplny bindrny strom. Kazdy jeho vrchol mé bud
dvoch synov, alebo nemd Ziadneho syna.

f g9 h 1

Definicia 4.4.4 — Vyvazeny bindrny strom. Bindrny strom, v ktorom sa vySka Favého a
pravého podstromu kazdého vrcholu 1iSi najviac o 1, sa nazyva vyvdZeny bindrny strom.

p) Ani jeden zo stromov z prikladov 4.9 a 4.10 nie je vyvaZeny. V strome z prikladu 4.9 ma
vrchol ¢ podstromy s vyskou 2 a 0, a preto nemdze byt vyvazeny. V strome z prikladu 4.10
ma vrchol a podstromy s vySkou 1 a 3, a preto nie je vyvazeny.

n Priklad 4.11

Graf na obrdzku vlavo je vyvdZeny bindrny strom. Pod-
stromy kazdého jeho vrcholu sa liSia svojou vySkou naj-
viac o 1. Tento strom vSak nie je dplny, pretoZe vrchol b
ma len jedného syna.

Graf na obrazku vpravo je vyvazeny, tplny binarny strom.
KaZdy jeho vrchol md bud 0, alebo 2 synov a podstromy
kazdého jeho vrcholu sa svojou vyskou liSia najviac o 1.

Uplné a vyvaZzené bindrne stromy st dolezité pri efektivnom ukladani a kédovani dét. Napriklad
Huffmanov kéd (podkapitola 10.3, str. 204), s ktorym sa budeme zaoberaf neskor, je vlastne dplny
binarny strom. Délezitym vysledkom o dplnych bindrnych stromoch je nasledujtica veta.

Veta 4.4.1 — O poéte koncovych vrcholov Uplnych bindrnych stromov. Nech B je dplny
bindrny strom, ktory ma n vnttornych vrcholov. Potom B ma (n+ 1) koncovych vrcholov a pocet
vSetkych jeho vrcholov je (2n+1).

Do6kaz: v koretlovom strome je kazdy vrchol, okrem korenia, syn nejakého vnitorného vrcholu.
Uplny bindrny strom B m4 n vniitornych vrcholov. Vnitorné vrcholy si také, ktoré majd synov,
a ked’Ze strom je Uplny, musia maf 2 synov. Takze v strome B musi byt 2n synov. Vsetkych
vrcholov stromu B musi byf (2n+ 1), €o je pocet vSetkych synov a koreila stromu. Pocet
koncovych vrcholov potom dostaneme, ked od celkového poctu vrcholov odpocitame vnitorné
vrcholy. Koncovych vrcholov je teda (2n+1) —n= (n+1). Q.E.D.

Nasledujica veta ddva do suvislosti pocet koncovych vrcholov bindrneho stromu a jeho vysku
(hibku). Tvrdenie vety je intuitivne zrejmé a Fahko sa d4 nahliadnuf aj priamym vypo&tom poctu
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koncovych vrcholov stromu. My vSak tito vetu budeme dokazovat pomocou matematickej indukcie.
Je to, v tomto pripade, matematicky ,,CistejSi* sposob. AZ za dokazom vety ukazeme, ako by sa
dalo tvrdenie vety nahliadnuf aj inym sp&sobom.

Veta 4.4.2 — O suvislosti vysky a poc¢tu koncovych vrcholov bindrnych stromov. Nech
bindrny strom B mé vysku £ a pocet jeho koncovych vrcholov je z. Potom plati nerovnost

log,t <h.

Dd&kaz: uvedena nerovnost sa ekvivalentne da zapisaf ako
r <2k,
Pomocou matematickej indukcie budeme dokazovat takto upravenud nerovnost.

1. Pre h = 0 je bindrny strom bud prazdny, alebo pozostdva z jedného izolovaného vrcholu.
Tak7er < laplati r <1=20=2"

2. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre Tubovolny bindrny strom s vy$kou najviac (h—1).
Potom ukdZeme, Ze tvrdenie musi platif aj pre f'ubovolny bindrny strom s vyskou h.
Nech je vrchol a koretilom bindrneho stromu B. Potom tento ma 2 podstromy B; a Bj.
Oznacme si vySky a pocet koncovych vrcholov podstromov By a B, ako Ay, t; a hy, 1.

Vysky podstromov B; a B, sd nanajvys (h— 1). Koncové vrcholy bindrneho stromu B su
zjednotenim koncovych vrcholov podstromov B; a B,. Plati teda

h<(h-1), hb<(h—1) a t+n=t.
Podrla uvedenych nerovnosti pre podstromy B; a B, plati indukény predpoklad, CiZe plati
11 <2M a1, <2M . Odtial dostdvame
t=1+1p <2M 2k <201 4 o=l — oh
Q.E.D.

V bindrnom strome moZe mat kazdy vrchol najviac 2 synov. Ak mdme bindrny strom vysky
h, tak je zrejmé, Ze pocet jeho koncovych vrcholov, listov, bude najvacsi prave vtedy, ked’ vSetky
vrcholy na 0. az (h — 1). drovni budd maf prave 2 synov. Takymto bindrnym stromom sa hovori
dokonalé (perfect binary tree). Formdlnu definiciu sme sice neuviedli a ani ju uvddzat nebudeme,
ale uvedeny neformalny popis jej zodpovedd. Napriklad rodokmeti nejakej konkrétnej osoby?,
ktory zobrazuje vSetkych predkov aZ po h. predchddzajicu genericiu, je dokonaly bindrny strom.
Kazdy normélny jedinec m4 2 rodicov, 4 starych rodi¢ov, 8 prarodi¢ov? atd’. Ak sa viak pozrieme
na rodokmei Don Carlosa (1545-1568)%, pozri obrdzok 4.10 (str. 83), tak vidime, Ze mal 2 rodicov,
4 starych rodicov, ktorych tvorili dva stirodenecké pary, len 4 prarodic¢ov a 6 praprarodi¢ov namiesto
obvyklych 16. V pripade incestu rodokmeii nie je strom, pretoZe obsahuje cykly.

Ako uz bolo spomenuté pred vetou 4.4.2, tvrdenie vety je intuitivne zrejmé a d4 sa nahliadnuf aj
priamym vypo&tom poétu listov stromu. Bindrny strom vysky 4 = 0, mdZe maf maximalne 1 = 2°
list. Binarny strom vysky # = 1 bude mat maximdlny pocet koncovych vrcholov prave vtedy, ked
bude dokonaly. CiZe ak jeho koreii bude mat 2 synov. V kazdom dalom kroku bude po&et kon-
covych vrcholov maximdlny prave vtedy, ak prislusny bindrny strom bude dokonaly. Dokonaly
binarny strom vysky /& bude mat presne dvojndsobne viac koncovych vrcholov, nez dokonaly
bindrny strom vy3ky (i — 1). Odtial je potom zrejmé tvrdenie vety, CiZe platnost nerovnosti ¢ < 2.
Rovnost sa nadobtida len pre dokonalé bindrne stromy.

Vzfah vysky bindrneho stromu a poctu jeho koncovych vrcholov si ilustrujeme na nasledujicom
priklade.

2Vynimky tvoria pripady incestu, pozri priklad Don Carlos.
3Podra zékona by toto malo platif aZ po 4. generaciu predkov.
“4Habsburg preslaveny a zidealizovany zndmou Verdiho operou Don Carlos.
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Ferdinand II. Izabela I.
Aragoénsky Kast flska
Manuel I. Méria Filip L. Johana
Portugalsky Kastilska Kast ilsky Kast ilska

Izabela Jan IIL Katarina
Portugalska Karol V. Portugalsky Kastilska
Filip IL. Maria
\ / -

Don Carlos

Obr. 4.10: Rodokmeii Don Carlosa — koreii ,,stromu* je v tomto pripade umiestneny dole.

= Priklad 4.12

Graf na obrazku vlavo je dokonaly bindrny
strom s vySkou & = 2. M4t = 4 koncové vrchoy
a vidime, Ze v tomto pripade nastdva rovnost
log,t =log,4=2=h.

Graf na obrazku vpravo je vyvdZeny binarny
strom, ktory nie je dokonaly. Jeho vyskajeh =3
a pocet jeho koncovych vrcholov je t = 6. Plati
preto ostra nerovnost log,t =log,6 <3 =h.

Eulerovské tfahy

V Casti 3.1 sme uz spomenuli, Ze pociatky tedrie grafov sa datuji do zacCiatku 18. storocia a su spo-
jené so Zanrom, ktorému dnes hovorime ,,zdbavnd®, alebo ,,rekrea¢nd‘ matematika. Prvy problém
vtedy eSte neexistujicej tedrie grafov bol problém Konigsbergskych mostov. Tento problém vzni-
kol ako zdbavny hlavolam, ale ako sa neskor ukdzalo, stretneme sa s nim v mnohych praktickych
aplikdcidch tedrie grafov. Pozrieme sa preto na tento problém bliZsie.

Koénigsbergské mosty

Cez mesto Konigsberg (dnesny Kaliningrad) tecie rieka Pregel. Uprostred nej st ostrovy a mesto
s ostrovmi, ako aj ostrovy navzdjom, boli pospajané 7 mostami. Vtedajsia® situdcia je zobrazend
na obrdzku 4.11.

SVdaka mapim na internete sa l'ahko mdZeme presvedGit, Ze v stcasnosti sa dva mosty, spdjajiice Tavy ostrov
s mestom, presunuli na pravy ostrov. Tento detail je vSak pre rieSenie danej Glohy nepodstatny. Z hladiska tedrie grafov
je to identicka situdcia.
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Obr. 4.11: Konigsbergské mosty na zaciatku 18. storocia

Vzhladom na to, Ze na zaciatku 18. storocia eSte neboli kind, radio, televizia ani internet, zabavali
sa mesfania tym, Ze sa vo vol'nom Case prechadzali po meste, alebo navstevovali koncerty. A niekto
z nich vymyslel tlohu, prejst sa po meste tak, Ze prechadzku za¢neme v nejakom bode A, prejdeme
po kazdom z mostov prave raz a prechddzku ukonéime opéf v bode A. Bod A si mozeme, v rdmci
mesta, zvolit lubovolne. Mnohf sa pokusali tito dlohu vyrieSit, ¢i uz prakticky, alebo teoreticky, ale
neuspeli. O dlohe sa dozvedel aj $vajciarky matematik Leonhard Euler, ktory v tom case pdsobil
na akadémii v Petrohrade. Euler si v§imol, Ze tvar mesta, ostrovov a dizka mostov nemajud Ziaden
vplyv na rieSenie ulohy. Takze dlohu m6Zeme pretransformovat na jednoduchy matematicky prob-
1ém. Casti mesta a ostrovy si ozna¢ime ako body A, B,C, D a &iarami spojime body zodpovedajtice
Castiam mesta, ktoré su spojené mostami. Asi tak, ako vidime na obrazku 4.12.

Obr. 4.12: Konigsbergské mosty po Eulerovej tprave

Cervené body a modré &iary z predo§lého obrazku mdZeme chapat ako graf so 4 vrcholmi a so 7
hranami. Graf pritom chipeme v zmysle definicie 3.2.1. Predo$ly obrdzok si m6Zeme prekreslit
do krajsej podoby.

Obr. 4.13: Konigsbergské mosty ako graf
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P6vodnad tdloha o prechddzke po Konigsbergu sa potom transformuje na tlohu ndjst taky uzavrety
fah (definicia 3.3.3) v grafe na obrdzku 4.13, ktory obsahuje vSetky hrany (a tym aj vrcholy). Sami
sa Tahko moZeme, na grafoch z obrdzkov 4.14 a 4.15, presvedcit, Ze nie kazdy sivisly graf ma
uzavrety fah obsahujtci vsetky jeho hrany.

Obr. 4.14: Nemé uzavrety fah Obr. 4.15: M4 uzavrety fah

Euler dokazal, Ze dloha o Konigsbergskych mostoch je nerieSitelnd. A ako spravny matematik
sa neuspokojil s tym, Ze by vyriesil len jeden konkrétny hlavolam pre mesto Konigsberg. On tento
problém zovSeobecnil a vyriesil ho pre Tubovolny graf. Euler naSiel a dokdzal podmienky hovoriace
o tom, pre ktoré grafy existuje otvoreny alebo uzavrety fah obsahujici vSetky hrany. Na jeho pocest
sa preto fahy, obsahujice vsetky hrany daného grafu, nazyvaji eulerovské tahy.

Otvorené a uzavreté eulerovské tahy

Pri definovani eulerovskych fahov nemd zmysel zaoberaf sa nestivislymi grafmi. Ak by bol graf
nesuvisly (m4 viac neZ 1 komponent), tak v iom celkom urcite Ziaden tah, obsahujici vSetky hrany,
nebude existovat. TakZe sa budeme zaoberaf len stvislymi grafmi.

Definicia 4.6.1 — Otvoreny a uzavrety eulerovsky fah. Nech G je sivisly graf. Potom
v grafe G

> otvoreny eulerovsky fah je taky tah, ktorého pociato¢ny a koncovy vrchol si dva rézne
vrcholy a ktory obsahuje vSetky hrany grafu G.

> uzavrety eulerovsky tah je taky uzavrety fah, ktory obsahuje vSetky hrany grafu G.

= Priklad 4.13

Graf na obrdzku vpravo ma uzavrety eulerovsky fah
(8,1,2,3,4,5,6,7,8,2,4,6,8).

Na priklade 4.13 si v§imnime, Ze v danom grafe je stupeii kazdého jeho vrcholu parny. Euler dokézal,
Ze to je nutnd aj postacujica podmienka existencie uzavretého eulerovského fahu v sivislom grafe.
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Veta 4.6.1 — Veta o uzavretom eulerovskom tfahu. V grafe G existuje uzavrety eulerovsky

tah préve vtedy, ked je graf G suvisly a stupeni kazdého jeho vrcholu je parny.
Dokaz: Veta je sformulovand ako ekvivalencia a dokazovat ju budeme ako dve implikacie.

= AKkv grafe G existuje uzavrety eulerovsky tah, tak je graf G savisly a stupen kazdého

jeho vrcholu je parny.

Uzavrety eulerovsky tah musi obsahovat vSetky vrcholy grafu. To podla vety 3.3.1 zna-
mend, Ze medzi fubovolnymi dvoma vrcholmi existuje cesta, a preto je graf G suvisly.
Okrem toho uzavrety eulerovsky fah prechddza kazdou hranou grafu préave raz, takze ak
ideme po tomto fahu, tak do kazdého vrcholu musime vojst jednou a vyjst inou, eSte

nepouzitou, hranou. To ale znamen4, Ze stupeii kazdého vrcholu musi byt parny.

AK je graf G suvisly a stupen kazdého jeho vrcholu je parny, tak v grafe G existuje

uzavrety eulerovsky fah.

Dokaz budeme robif matematicou indukciou vzhladom na pocet hrdn grafu G. Nech G je

suvisly graf, ktorého vSetky vrcholy st parneho stupiia a pocet jeho hran je e.

1. Overenie tvrdenia pre e = 0 a e = 1: suvisly graf bez hran (e = 0) je len jeden vrchol

a ten ma trividlny uzavrety eulerovsky fah.
Jediny suvisly graf s jednou hranou a vSetkymi vrcholmi parneho U@

stuptia, je slucka. Cize taky graf, aky je na obrdzku vpravo.
Tento graf ma uzavrety eulerovsky fah (v,h;,v), ¢ize tvrdenie pren plati.

. Indukény krok: predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky grafy, ktoré majd na-

najvy§ e = (n— 1) hrdn a na zdklade toho dokdZeme, Ze potom musi platif aj pre
grafy, ktoré maji e = n hran.

Majme suvisly graf G s e = n hranami, ktorého vSetky vrcholy st parneho stupiia.
Vyberme si fubovolnd hranu grafu G a ozna¢me ju h;. Sporom lahko dokazeme,
Ze hrana h; nemdzZe byt most. Ak by hrana s; bola most, tak po jej vynechani
by sa graf G rozpadol na dva komponenty, pri¢om v kazdom z nich by bol prave
jeden vrchol neparneho stupiia. To je spor s vetou 3.2.1 (pozri cvicenie 3.6). Ak
hrana h; nie je most, tak podla lemy 3.4.4 musi patrif do nejakého cyklu, oznaéme
si ho C. Ak z grafu G vynechame vsetky hrany cyklu C, tak sa nam G rozpadne
na komponenty {Gj,...,Gy}, priom modzZe nastaf aj pripad k = 1. VSetky tieto
komponenty su suvislé grafy so vSetkymi vrcholmi parneho stupiia a menej nez n
hranami. TakZe podla indukéného predpokladu v kazdom z nich existuje uzavrety
eulerovsky fah. Uzavrety eulerovsky fah v grafe G potom vytvorime nasledovnym
sposobom. Zacneme vo vrchole komponentu G; leZiacom na cykle C. Vytvorime
v lom uzavrety eulerovsky fah, po hranich cyklu C sa presunieme do nasledujticeho
komponentu. V fiom tieZ vytvorime uzavrety eulerovsky fah, po hranach cyklu C sa
presunieme d’alej a takto pokracujeme az do komponentu Gy. Z neho sa, po vytvoreni
jeho uzavretého eulerovského fahu, vratime po hrandch cyklu C do vychodzieho
vrcholu.

Q.E.D.

P

Matematickd indukcia, ktord sme pouZili v dokaze vety 4.6.1, je iny typ matematickej
indukcie, nez s akym sme sa zatial stretdvali. Doteraz sme vzdy predpokladali, Ze tvrdenie
plati pre &slo (n— 1) a na zdklade toho sme dokdzali, Ze musi platif aj pre &islo n. Teraz
predpokladdme, Ze tvrdenie plati pre vSetky ¢isla menSie neZ n a na zéklade toho dokdZeme
platnost tvrdenia aj pre ¢islo n.
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Z vety 4.6.1 vyplyva, Ze tiloha o Konigsbergskych mostoch nema rieSenie. Graf z obrazku 4.13
nielenze nema vsetky vrcholy parneho stupna, ale on ma vSetky vrcholy neparneho stupnia. To isté
plati aj o grafe z obrazku 4.14.

= Priklad 4.14

Y6 Graf na obrazku vlavo je stivisly a ma vsetky vrcholy parneho stupna.
Jeho stupne vrcholov su

st (V]) =st (V3) =st (V6) =2

st (Vz) =st (V4) =st (V5) =4
Takze podla vety 4.6.1 ma tento graf uzavrety eulerovsky fah. Je to
napriklad fah

V1 Vo V3 (V1,V2,V3,V5,V6,V4,V5,V2,V4, V1) .

Uy Us

Na zdklade vety 4.6.1 a vdaka tomu, Ze grafy, ktoré maju uzavrety eulerovsky fah, maji vyznamné
postavenie v mnohych praktickych aplikaciach, ma zmysel definovat pojem eulerovsky graf.

Definicia 4.6.2 — Eulerovsky graf. Suvisly graf G, ktorého vSetky vrcholy sd parneho stupiia,
sa nazyva eulerovsky graf.

Eulerovské grafy su prave tie grafy, ktoré maji uzavrety eulerovsky fah. Tieto grafy vieme
nakreslif jednym fahom tak, Ze za¢neme aj skon¢ime v tom istom vrchole. V r6znych aplikdciach
vSak ma zmysel sa zaoberaf aj takymi grafmi, ktoré sice nemajd uzavrety eulerovsky fah, ale maji
otvoreny eulerovsky fah. Tieto grafy vieme nakreslif jednym fahom tak, Ze kreslenie za¢iname a
kon¢ime v dvoch réznych vrcholoch.

Veta 4.6.2 — Veta o otvorenom eulerovskom tfahu. V grafe G existuje otvoreny eulerovsky
fah prave vtedy, ked je graf G suvisly a ma prave dva vrcholy neparneho stupna.

Dokaz: Veta je sformulovand ako ekvivalencia a dokazovaf ju budeme ako dve implikacie.

< Ak je graf G sivisly a ma prave dva vrcholy neparneho stupia, tak v nom existuje
otvoreny eulerovsky fah.
Nech u a v su tie dva vrcholy grafu G, ktoré si neparneho stupiia. Spojme tieto dva
vrcholy novou hranou 4 a dostaneme eulerovsky graf G'. Podla vety 4.6.1 v grafe G/
existuje uzavrety eulerovsky fah a v niom musi existovaf bud sled (u,h,v), alebo sled
(v,h,u). Vynechanim hrany i dostaneme otvoreny eulerovsky fah v grafe G, ktory sa
zacina v jednom z vrcholov u, v a kon¢i sa v druhom z nich.

= Ak v grafe G existuje otvoreny eulerovsky tah, tak potom je graf G sivisly a ma
prave dva vrcholy neparneho stupna.
Ak v grafe G existuje otvoreny eulerovsky fah, tak tento sa zacina vo vrchole u, koncéi
vo vrchole v a u # v. To znamend, Ze vrcholy u a v su neparneho stupiia, pretoze tah
z jedného z nich na zaciatku len vychddza a do druhého z nich na konci len vchadza.
VSetky ostatné vrcholy grafu G musia byt parneho stupiia, pretoze tah do kazdého z nich
musi vojst jednou a vyjst inou, eSte nepouzitou, hranou. Naviac graf G musi byt sivisly,
pretoZe otvoreny eulerovsky fah obsahuje vSetky jeho vrcholy, a preto medzi l'uvovolnymi
dvoma vrcholmi existuje podla vety 3.3.1 cesta.
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= Priklad 4.15

Graf na obrazku vpravo, podla definicie 4.6.2, nie je eulerovsky a veta Vs

4.6.1 ndm hovori, Ze v iom neexistuje uzavrety eulerovsky fah. Stupne

jeho vrcholov st st(vs) =2, st(vy) =st(v2) =3, st(vz) =st(vq) =4.

Tento graf md prave dva vrcholy {v;,v,} neparneho stupiia a vsetky U3 Vy
ostatné vrcholy parneho stupna. Podla vety 4.6.2 ma teda graf G otvoreny
eulerovsky fah. Napriklad (vi,vo,v3,v1,Vv4,Vs,v3,v4,v2). Vidime, Ze tento
tah zacina vo vrchole vy a kon¢i vo vrchole v,, teda prave v jedinych dvoch

vrcholoch, ktorych stupeii je nepérny. U1 V2

m Priklad 4.16 Domino kameii m4 tvar obdiznika, ktory je zloZeny z dvoch §tvorcov. V kazdom
zo $tvorcov je nakreslenych n 6k, kde n € {0,1,2,3,4,5,6}. Priklady dvoch domino kametiov sd
na nasledujicom obrazku.

O O] O OOO#OOOO

O O] O O |O O O OoO|J]O O

Kompletnd sada domino kametiov obsahuje kamene so vSetkymi moZnymi neusporiadanymi dvo-
jicami {m,n} 0k, pricom m,n € {0,1,2,3,4,5,6} a kazdd neusporiadand dvojica {m,n} 0k sa
v sade vyskytuje prave raz.

Uloha na okraj: kolko domino kametiov obsahuje kompletna sada?

Je moZné vSetky domind usporiadat do kruhu tak, aby sa susediace domino kamene navzijom
dotykali Stvorcami obsahujicimi rovnaky pocet 6k?
Riesenie:

Této zdanlivo komplikovand dloha m4 vd’aka grafom a
vete 4.6.1 jednoduché rieSenie. Domino kamefiom pri-
radime neorientovany graf G tak, Ze vrcholy budi zod-
povedat po¢tu ok a hrany samotnym kametiom. Cize
graf bude mat 7 vrcholov z mnoziny {0,1,2,3,4,5,6}
a vrcholy incidujice s hranou grafu, zodpovedaji poctu
0k na domino kameni. Graf G, predstavujici kompletni
sadu domino kamenov, vidime na obrazku vpravo.
Usporiadaf domino kamene do kruhu tak, aby sa su-
sediace domino kamene navzdjom dotykali Stvorcami
obsahujicimi rovnaky pocet 6k, zodpovedd ndjdeniu
uzavretého eulerovského fahu v grafe G. Graf G je su-
visly a vSetky jeho vrcholy st parneho stupiia, takze
v flom, podla vety 4.6.1 existuje uzavrety eulerovsky
tah. Odpoved na tlohu v zadanf je preto ,,4no*. "

n Priklad 4.17 Bude sa daf vyriesSif dloha z prikladu 4.16 aj v pripade, Ze pocet 6k na kameioch
by sa vyberal len z mnoziny {1,2,3,4,5,6}?

RieSenie: Nie. Odpoved opit vyplyva z vety 4.6.1. Ak si rovnakym spdsobom ako v predoslom
priklade nakreslime neorientovany graf zodpovedajici kompletnej sade domino kameiov, tak kazdy
vrchol tohto grafu bude mat stupeti 7, ¢ize neparny. A podla vety 4.6.1 takyto graf neobsahuje
uzavrety eulerovsky fah. "
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Pred uvedenim cviceni ku tejto kapitole si eSte definujeme tri nové pojmy, ktoré sa v tychto
cviceniach pouZivaju.

Definicia 4.6.3 — Pdrovanie. Nech G = (V,E) je graf. Potom mnoZina E’ C E sa nazyva
parovanie, ak Ziadne dve hrany z mnoZiny E’ nemaji spolo¢ny vrchol a Ziadna hrana z E’ nie
je slu¢ka. Povedané inak, podmnoZina hrén E’ C E grafu G je parovanie, ak mé kazdy vrchol
grafu G’ = (V,E') stupeii 0 alebo 1.

Definicia 4.6.4 — Maximdlne pdrovanie. Maximadlne parovanie grafu G je také parovanie,
ktoré ma najvac¢si mozny pocet hran.

Definicia 4.6.5 — Perfekiné pdrovanie. Nech G = (V,E) je graf. Potom mnoZina E’ C E sa
nazyva perfektné (dokonalé) parovanie, ak je to parovanie a pokryva vSetky vrcholy z mnoZiny
V, t.j. kazdy vrchol z V inciduje s prave jednou hranou z E’.

n Priklad 4.18 Vezmime si napriklad grafy G| a G, zobrazené niZsie. Potom

ha /AN 3 o
A G
1

he hy

h5 h5

v grafe Gy:
(a) E' = {he} je podra definicie 4.6.3 parovanie.
(b) E’ = {h4,he} nie je parovanie, pretoZe hrany hy a he incidujd so spolo&nym vrcholom.
(c) E'={hy,hs}, alebo E” = {h3,hs}, alebo E"” = {hy,hs} ... si maximdlne parovania.
(d) neexistuje perfektné parovanie, pretoZe graf G; ma 5 vrcholov. Jeho maximélne parovanie
modze mat najviac 2 hrany a 4 vrcholy.

v grafe G;:
(a) E' = {h} je parovanie.
(b) E' ={hy,h,} nie je parovanie, pretoze hrany h; a h; inciduji so spoloénym vrcholom.
() E' ={hy,h3,hs} aE" = {hy,hs,he} sd jediné dve maximdlne parovania.
(d) obe uvedené maximalne parovanie su sicasne aj perfektné parovania, pretoze pokryvaju celd
vrcholovd mnoZinu grafu G,.
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4.7 Cvicenia

Cvicenie 4.1 Nakreslite grafy dané maticou susednosti a priamo z matice zistite, ktoré z tychto
grafov sd obycajné

a b ¢ d e a b ¢ d e a b ¢ d e

a 00 010 a 001 10 a 01 1 0 1

»| 001 0 1 »p| O 0 1 1 1 b 1 0 0 1 1

(@) ¢ 01 0 1 1 () ¢ 1 1 0 01 (e) ¢ 1 00 1 1

d 1 01 0O d 1 1 0 0 1 al 01 1 0 1

e 01 100 e 01 1 10 e 1 11 10

a b ¢ d e a b ¢ d e a b ¢ d e

a 2 0 010 a 01 00O a 00 0 1 1

»| 001 0 1 b 1 0 00O »| 00 0 1 1

® |01 211 @@ |l 000 11 ® <] 000 11

d 1 01 00 dl 0 0 1 0 1 d 1 11 00

e 01 100 e 00 1 1 2 e 1 11 00

[ |
Cvicenie 4.2 Ku danym grafom napiSte maticu susednosti.

(2) (b) ()
(d ©) ()

Gy G G
(g) (h)

G7 G8

Cvicenie 4.3 Nakreslite graf dany maticou incidencie
hi hy hy hy hs he

a 1 0 0 0 0 1
»[ 0O 1 1 0 1 O
€ 1 0 01 0 O
il 01 0 1 0 O
e\N0O O 1 0 1 1

I Cvicenie 4.4 Napiste matice incidencie grafov G| az G7 z cviCenia 4.2. n



4.7 CviCenia

Cvicenie 4.5 Napiste matice susednosti a incidencie grafov
(@) K4 (b) Ks (©) Cs (d) K33 (e) K4

Cvicenie 4.6 Vypocitajte druhé mocniny matic susednosti grafov
(@) Ky (b) Ks (©) K33 (d) K>3 (e Cs

Cvicenie 4.7 Co vieme povedaf o grafe G, ak jeho matica susednosti A ma tvar

(0|4 (Ao
@) A_<A2 0) ®) A‘(@ A2>

kde @ oznacuje v priklade (a) Stvorcovi nulovid maticua A, A, oznacuji v priklade (b) lubovolné

(pripustné) Stvorcové matice?
Cvicenie 4.8 Co vieme povedaf o grafe G, ak jeho matica incidencie A m4 tvar

(0|4 (A0
() A—<A2 0) (b) A—(q) Az)

kde @ oznacuje nulovi maticu a Ay, A, sd Tubovolné (pripustné) matice?

Cvicenie 4.9 Co vieme povedat o grafe, ktorého matica incidencie ma nulovy riadok? Nakres-

Cvicenie 4.10 Majme graf G = (V,E) s n vrcholmi a nech v; € V. Dokézte, Ze stupeti vrcholu

v; sa rovnd suctu Cisel v i. riadku matice susednosti grafu G, t.j.
n
st(v;) = Zaip
Jj=1

kde a;; je Cislo v i. riadku a j. stipci matice susednosti grafu G.

Cvicenie 4.11 Ktoré z nasledujicich grafov si stromy? Zdévodnite, preco dany graf je, alebo

nie je, strom.

| lite taky graf.

AR XX
SN 35 -
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z X7

I Cvicenie 4.12 Pre ktoré ¢islan € N je graf K, stromom? u

z X7

I Cvicenie 4.13 Pre ktoré ¢isla m,n € N je graf K, , stromom? =

Cvicenie 4.14 Dokazte, ze jediny strom na n vrcholoch, ktory sa d4 nakreslitf jednym fahom,
jecesta P,_j. m

Cvicenie 4.15 Najdite strom, ktory ma parny pocet vrcholov, ale nema perfektné parovanie
(pozri definicia 4.6.5). n

I Cvicenie 4.16 Dokézte, ze graf s n vrcholmi a menej neZ (n — 1) hranami nie je sivisly. =

CVIcenle 4.17 Dokézte, ze graf G je strom prave vtedy ked plati, Ze G je suvisly graf a
vynechanlm Tubovolnej jeho hrany vznikne nestivisly graf. L

Cvicenie 4.18 Dokazte, ze graf G je strom prave vtedy ked plati, Ze G je acyklicky graf a pri-
danim Tubovolnej hrany, pri nezmenenej mnoZine vrcholov, vznikne cyklicky graf (obsahujuici
cyklus). u

Cvicenie 4.19 Nakreslite graf G, ktory je sivisly, ma jedind cestu medzi lubovolnymi dvoma
vrcholmi, ale nie je strom. Ak sa to nedd, tak dokdZte, Ze sa to ned4. u

(a) Nech ¢ je jeho koreii. Nijdite troven vSetkych vrcholov
a vysku stromu.

(b) Nech f je jeho koren. Ngjdite uroven vSetkych vrcholov
a vysku stromu.

(c) Nech e je jeho koren. Najdite droveini vsSetkych vrcholov
a vysku stromu.

Cvicenie 4.21

Na obrazku vpravo je dany strom.
(a) Nech e je jeho koren. Néjdite droven vSetkych vrcho-
lov a vySku stromu.
(b) Nech g je jeho koreii. Najdite troven vSetkych vrcho-
lov a vySku stromu.
(c) Nech n je jeho korei. N4jdite droven vsetkych vrcho-
lov a vySku stromu.

Cvicenie 4.22 Dokazte, Ze vSetky kostry daného grafu maji rovnaky pocet hran. n

Cvicenie 4.20
d g Na obrazku vlavo je dany strom.
J
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Cvicenie 4.23

Na obrazku vlavo je dany koreriovy strom. Najdite

a
(a) rodic¢ov vrcholu c, (h) rodic¢ov vrcholu A,
(b) predkov vrcholu c, (1) predkov vrcholu j,
(c) deti vrcholu d, (j) deti vrcholu e,
(d) potomkov vrcholu c, (k) potomkov vrcholu e,
(e) sturodencov vrcholu f, (1) sdrodencov vrcholu A,
(f) koncové vrcholy, (m) vnitorné vrcholy,
(g) podstrom s koretiom j, (n) podstrom s korefiom e.

Cvicenie 4.24 Co sa dd povedat o

(a) dvoch vrcholoch korefiového stromu, ktoré maji rovnakého otca (rodic¢a)?
(b) dvoch vrcholoch koreniového stromu, ktoré maju tych istych predkov?

(c) vrchole koretiového stromu, ktory nemd Ziadnych predkov?

(d) dvoch vrcholoch korefiového stromu, ktoré maji spoloéného potomka?

Cvicenie 4.25 Nakreslite obyCajny graf s danymi vlastnostami, alebo zddvodnite, preco taky
graf neexistuje.

(a) Graf ma 6 hran a 8 vrcholov.

(b) Graf je acyklicky, ma 4 hrany a 6 vrcholov.

(c) Graf je strom a ma vSetky vrcholy stupiia 2.

(d) Graf je strom a ma 6 vrcholov so stuptiami 1,1,1,1,3,3.

(e) Graf je korefiovy strom, md 4 vnutorné vrcholy a 6 koncovych vrcholov.

(a) rozhodnite, ¢i dany graf ma uzavrety eulerovsky fah. Ak dno, ndjdite ho.

(b) rozhodnite, ¢i dany graf mé otvoreny eulerovsky tah. Ak 4no, ndjdite ho.

R L
N

| Cvicenie 4.26 Pri kazdom z uvedenych grafov
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Cvicenie 4.27 Pri kazdom z uvedenych grafov
(a) rozhodnite, ¢i dany graf ma uzavrety eulerovsky fah. Ak dno, ndjdite ho.
(b) rozhodnite, ¢i dany graf mé otvoreny eulerovsky fah. Ak 4no, ndjdite ho.
(c) n§jdite polomer a priemer daného grafu.

7 A 4
g G2 e d 'e f

XY

a
®

C
d
d € € f
|
I Cvicenie 4.28 Zistite pre ktoré ¢isla n € N ma graf K, uzavrety eulerovsky fah. u
I Cvicenie 4.29 Zistite pre ktoré ¢isla m,n € N md graf K, , uzavrety eulerovsky fah. =

Cvicenie 4.30 Dany je graf na obrdzku vpravo.

(a) Rozhodnite ¢i dany graf mé uzavrety eulerovsky tah.
Ak 4no, ngjdite ho.

(b) Rozhodnite ¢i dany graf ma otvoreny eulerovsky fah.
Ak 4no, ngjdite ho.

(c) N4jdite polomer a priemer daného grafu.

Cvicenie 4.31 Négjdite vSetky grafy, ktoré maji vSetky vrcholy neparneho stupiia a dajui sa
nakreslif jednym fahom. u

Cvicenie 4.32 V Pythone alebo v C naprogramujte test, ktory zisti, ¢i dany graf ma uzavrety
alebo otvoreny eulerovsky tah.. u



T

5. Hamiltonovské cykly, izomorfizmus grafov. ..

Hamiltonovské cykly

Problém existencie hamiltonovskych cyklov! je tieZ problémom teérie grafov, ktory vznikol este
v jej prvopociatkoch ako hlavolam. V polovici 19. storo€ia irsky matematik Sir William Rowan
Hamilton vymyslel nasledovny hlavolam. Mame dodekaéder?, kazdy jeho vrchol predstavuje mesto
a kazdé jeho hrana je cestou spdjajicou dve mestd. Ulohou je zataf v niektorom meste, prejst
po cestach cez kazdé mesto prave raz a vratit sa do vychodzieho mesta. Tento problém je znamy
aj pod oznacenim ,, Problém obchodného cestujiiceho* a uz samotny ndzov naznacuje, Ze m4 aj
praktické aplikédcie. Na prvy pohlad sa mdze zdaf, Ze Hamiltonov problém je podobny problému
ndjdenia uzavretého eulerovského fahu v grafe. Su to vSak svojou podstatou aj naro¢nostou dva
velmi odliSné problémy, k ¢omu sa blizsie vyjadrime d’alej. Pozrime sa teraz na Hamiltonov
hlavolam.

Dodekaéder mdzeme reprezentovat grafom, aky vidime na ob-
razku vlavo. Uloha z Hamiltonovho hlavolamu sa potom trans-
formuje na dlohu ndjdenia takého cyklu v grafe dodekaédra, ktory
obsahuje kazdy vrchol grafu prave raz. Takyto Specidlny typ cyklu
sa nazyva hamiltonovsky a vyskytuje v mnohych praktickych ap-
likaciach teérie grafov. Uvedieme si jeho formalnu definiciu.

Definicia 5.1.1 — Hamiltonovsky cyklus. Hamiltonovsky cyklus v grafe G je taky cyklus,
ktory obsahuje vSetky vrcholy grafu G.

"Hamiltonovské cykly sa v slovenskej a Eeskej terminoldgii Gasto nazyvaja aj hamiltonovské kruznice.
Zpravidelny dvandststen.
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Ako sa mdZeme presvedcif na obrdzku vpravo, graf dodekaedra,
z Hamiltonovho hlavolamu, ma hamiltonovsky cyklus.

Aj kompletny bipartitny graf K3 3, na obrdzku vlavo, ma hamiltonovsky
cyklus. Je to napriklad cyklus (a,e,c, f,b,d).

Problém néjdenia hamiltonovského cyklu v grafe vyzerd podobne ako problém nijdenia uzav-
retého eulerovského fahu v grafe. Su vSak dva velmi odliSné problémy. Napriklad ani v grafe
dodekaedra, ani v bipartitnom grafe K33 uzavrety eulerovsky fah neexistuje, pretoZe oba tieto
grafy maji vsetky vrcholy neparneho stupnia. A pritom v oboch tychto grafoch hamiltonovsky
cyklus existuje. UZ len samotny problém zistenia, ¢i dany graf obsahuje hamiltonovsky cyklus,
sa velmi 1i$i od problému, ¢i dany graf obsahuje uzavrety eulerovsky fah. V pripade uzavretého
eulerovského fahu mame vetu 4.6.1, ktord ndm ddva jednoducho overitelnd podmienku, ¢i v danom
grafe takyto tah existuje, alebo nie. V pripade hamiltonovského cyklu Ziadna takito jednoducha
podmienka neexistuje. Je to totiZ jeden zo znamych NP-uplnych (¢iZe ,,vel'mi fazkych*) problémov.
To znamend, Ze pre dany vSeobecny graf, pokial je dostato¢ne velky, nevieme efektivne zistif,
¢i tento graf hamiltonovsky cyklus obsahuje, alebo nie. Ked'Ze hladanie hamiltonovskych cyklov,
alebo aspoii zisfovanie ich existencie, je pre mnohé praktické aplikdcie kI'icové, je tato problema-
tika intenzivne skimand. Existuji niektoré typy a triedy grafov, pre ktoré vieme potvrdif, alebo
vylicit existenciu hamiltovovského cyklu. UkdZeme si to na jednoduchom priklade.

= Priklad 5.1
(%]

DokaZeme, Ze graf na obrazku vpravo nemd hamiltonovsky cyklus. U1 V9

U3

Predpokladajme, Ze dany graf hamiltonovsky cyklus obsahuje. Graf na obrdzku m4 5 vrcholov,
a preto by jeho hamiltonovsky cyklus musel mat 5 hran, inak povedané, prave jedna jeho hrana
do hamiltonovského cyklu nepatri. Vynechajme teda z grafu hranu, ktord nie je v hamiltonovskom
cykle. Podla definicie 3.4.2 je cyklus pravidelny graf stupiia 2. Preto kazdy vrchol cyklu musi mat
stupeni 2. Ak ale z daného grafu vynechame krortikol'vek (jednu) hranu, tak vZdy ndm vznikne
vrchol, ktory je stupiia 1. Preto dany graf nemo6Ze mat hamiltonovsky cyklus. "

Na nasledujicom priklade si ukdZeme, Ze podobny argument nie vZdy funguje.
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m Priklad 5.2 Treba zistit, ¢i v grafe na obrazku vlavo existuje hamiltonovsky cyklus.

a b  Akby sme pouzili argument z predo§lé€ho prikladu, tak kazdy vrchol cyklu md stu-
peni 2, takZe ak v grafe existuje hamiltonovsky cyklus, musime vynechat po jedne;j
hrane pri vrcholoch a, b, d, e a dve hrany pri vrchole c¢. Spolu teda 6 hran. Dany graf
m4 8 hrdn a ak 6 vynechdme, tak ndm zostanu 2 a to je na hamiltonovsky cyklus
malo. Uvedena tivaha je v§ak nespravna, pretoze kazda hrana inciduje s dvoma

d e  vrcholmi a na zniZenie stupfiov uvedenych vrcholov nemusime vynechat 6 hran.

a b

Na obrazku vpravo sa mdzeme presvedcit, Ze dany graf ma hamiltonovsky cyklus.
Na zniZenie stupiiov vietkych vrcholov na 2, stacilo vynechat z grafu 3 hrany {a, b},

{c,d} a{c,e}.

n Priklad 5.3 UkéZeme, Ze graf na obrdzku vlavo nema hamiltonovsky cyklus.

a &

Vrcholy a a ¢ sd stupiia 2. Preto ak by dany graf mal hamil-
tonovsky cyklus, tak hrany {a,b}, {a,g}, {b,c} a {c,j} by
doti museli patrif. Nédsledne by hrany {b,d} a {b, f} nesmeli
patrit do hamiltonovského cyklu, pretoZe vrchol b uZ inciduje
s hranami {a,b} a {b,c}.

g h i ]

Ak ale vynechdme hrany {b,d} a {b, f}, tak vrcholy d a f budid maf stupefi 2, a preto hrany
{g,d}, {d,e}, {e,f} a {f,j} musia patrif do hamiltonovského cyklu. Nésledne by hrany {g,h},
{e,h}, {e,i} a{f,j} nesmeli patrif do hamiltonovského cyklu. Tym ndm zostali dva vrcholy / a i,
do ktorych sa uZ nemdme ako dostat. TakZe dany graf hamiltonovsky cyklus neobsahuje. "

Dalsim velmi zndmym hlavolamovym problémom, na ktory sa dé aplikovat problém hamiltonov-
ského cyklu v grafe, je ,,problém skdkania jazdca po Sachovnici®.

02y X
Skok jazdca na Sachovnici ma tvar pismena L. Znamena to, Ze
® ® . . . C o .
jazdec J ide pri fahu zo svojej pozicie najskor 2 poli¢ka priamo
J a potom 1 poli¢ko doprava, alebo dol'ava vzhladom na pdvodny
priamy smer. Na obrdzku vlavo vidime kriZikmi vyznacené po-
02y 02¢ I s oo ) .
licka, na ktoré moze skocif jazdec umiestneny v strede.
02y 029

Zadanie problému ,, prechddzky jazdca po Sachovnici* je nasledovné

Majme Sachovnicu rozmerov n X n. Zistite, pre ktoré hodnoty n € N moZe jazdec vyjst
zniektorého policka Sachovnice, prejst celou Sachovnicou tak, Ze kazdé policko navstivi
prdve raz a skonci na policku, z ktorého vysiel. Jedine na pociatocnom = koncovom
policku svojej ,, prechddzky “ bude stdf jazdec dvakrdt.

Problém prechddzky jazdca po Sachovnici si mdZeme modelovat grafom. Vrcholy grafu budd
policka Sachovnice a dva vrcholy budi spojené hranou prave vtedy, ak mdze jazdec skocit jednym
fahom z poli¢ka zodpovedajicemu jednému vrcholu na poli¢ko zodpovedajice druhému vrcholu.
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Pre takyto graf sa zauZival ndzov Knight graph’ a pre $achovnicu rozmeru n x n sa Knight graf
oznacuje KG,,.

%

4

<

7

4

-

&

e
SRR

~

Pre n = 4 vidime graf KG4 na obrazku vlavo. UkdZeme si,
ako zistime, ¢i existuje hamiltonovsky cyklus grafu KGj.

PredovSetkym n musi byt parne Cislo. Graf KG, je totiz
bipartitny. Sachovnicu moZzeme rozdelif na biele a &ierne
policka a jazdec pri kaZzdom fahu meni farbu policka. To
znamend, Ze v grafe KG, kaZda hrana spdja dve policka
roznej farby. Ak by existoval v grafe hamiltonovsky cyklus,
zacinal by napriklad na bielom poli¢ku, potom by striedal
¢ierne a biele policka a skoncil by na pévodnom bielom
policku. Pocet hrdn hamiltonovského cyklu v bipartitnom

Pre n = 2 je Sachovnica prili§ mald na to, aby sa po nej
mohol jazdec pohybovat. Pozrime sa preto na najbliZsiu
vacSiu Sachovnicu pre n = 4. Vrcholy, zodpovedajice roho-
vym polickam Sachovnice, maju stupeii 2, a preto su hrany,
s nimi incidujice, v hamiltonovskom cykle ,,povinné*. Si-
tudciu vidime na obrazku vpravo. Dostali sme cylus a ak by
sme priddvali d’alSie hrany, tak bud’ zvySime stupne uZ na-
kreslenych vrcholov, alebo vzniknuty graf nebude suvisly.
Preto hamiltonovsky cyklus v grafe KG4 nemdZe existovat.
D4 sa ukazat, Zze graf KG,, ma hamiltonovsky cyklus pre
kaZzdé péarne Cislo n > 6, av§ak dokaz je netrividlny.

Izomorfizmus grafov

grafe musi byt parny, a preto n musi byt parne ¢islo.

V
\

i
YR

Pojem izomorfizmu grafov si najskor ilustrujeme na jednoduchom priklade.

n Priklad 5.4 Predpokladajme, Ze dvaja I'udia dostand za Glohu nakreslif graf, ktory mé 5 vrcholov
spojenych piatimi hranami do cyklu Cs. Tito dvaja Iudia nezavisle od seba nakreslia dva grafy,

ktoré vidime na obrazkoch 5.1 a 5.2.
a

Is 1

e b

L4 )

d T3 C

Obr. 5.1: Verzia 1. ¢loveka

A

E ys /\yl B

Ya

Ys
D C

Obr. 5.2: Verzia 2. ¢loveka

Y2

Vidime, Ze podmienky zadania dlohy obaja l'udia splnili, a teda tieto dva grafy sd ,,rovnaké®, aj
ked na prvy pohlad vyzeraji rozne. Su to dve rdzne realizicie toho istého grafu. Takéto grafy sa

nazyvajui izomorfné.

3V Sachovej terminilégii knight = jazdec.
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Definicia 5.2.1 — Izomorfné grafy. Majme graf G = (V,E) a graf G’ = (V' E’). Potom grafy
G a G’ nazyvame izomorfné, ak existuje vzdjomne jednozna¢né zobrazenie (bijekcia) ¢ : V — V'
ich vrcholovych mnoZzin, ktoré zachovava susednost vrcholov a ndsobnost hrdn. Znamen4 to, Ze
ak u,v € V a medzi tymito vrcholmi je v grafe G n hran, tak potom medzi vrcholmi @ () a ¢(v)
v grafe G’ je tieZ prave n hran. Takéto bijektivne zobrazenie ¢ sa nazyva izomorfizmus grafov
GadG'.

p) V definicii 5.2.1 sme pouZili pojem ,,bijekcia®, ,,bijektivne zobrazenie*, resp. jeho slovensky
ekvivalent ,,vzdjomne jednoznacné zobrazenie“. Na predmete Diskrétna matematika tento
pojem bude formalne definovany az v podkapitole 7.3, pozri definiciu 7.3.4 (str. 145). Je v§ak
velmi pravdepodobné, Ze ste sa s nim uZ stretli na predmete Matematika 1. Pojem bijekcia,
resp. bijektivne, alebo vzdjomne jednoznacné, zobrazenie medzi dvoma mnoZinami, méZeme
neformdalne definovat nasledovnym spdsobom.

KazZdému prvku z jednej mnoZiny prindleZi prdve jeden prvok z druhej mnoZiny
a roznym prvkom jednej mnoZiny zodpovedajii rozne prvky druhej mnoZiny,
pricom obe uvedené vlastnosti musia platif obojsmerne.

Vratime sa teraz ku prikladu 5.4 a ukdZeme, Ze grafy z obrdzkov 5.1 a 5.2 si izomorfné. Graf
z obrazku 5.1 ma mnozinu vrcholov V = {a,b,c,d, e} a graf z obrazku 5.2 ma mnoZinu vrcholov
V' ={A,B,C,D,E} . Bijekciu ¢ : V — V' si definujeme predpisom

pa)=A, ob)=C, o¢(c)=E, ¢(d)=B, ¢(e)=D

Z uvedeného predpisu je zrejmé, Ze @ je bijekcia medzi mnoZinami vrcholov V a V’. Treba eSte
overit, ¢i tito bijekcia zachovava susednost vrcholov a ndsobnost hrdn. Oba grafy s obycajné a
ndsobné hrany nemajd. Staci preto overif, Ze dva vrcholy grafu G su susedné prave vtedy, ak sd
susedné ich obrazy v grafe G'. VypiSeme si vietky dvojice susednych vrcholov (hrany) grafu G a
grafu G’ a overime, Ze zobrazenie ¢ je bijekcia medzi nimi.

hrany grafu G hrany grafu G/
x; ={a,b} «— {AC}=y
xp ={b,c} +—— {C,E}=yn
x3={c,d} — {E,B} =y3
X4:{d,€} — {B,D}:y4
xs = {e,a} — {D,A} =ys

Z uvedeného je zrejmé, Ze bijekcia ¢ susednost vrcholov zachovédva. Takze @ je izomorfizmus
grafov G a G’ a o tychto dvoch grafoch mdZeme povedat, Ze su izomorfné.
Matice susednosti uvedenych dvoch grafov pri lexikografickom usporiadani ich vrcholov st:

a b ¢ d e A B C D E

a {0 1 0 0 1 A/0 01 10

b 1 01 0O Bl 0 0 0 1 1

G cl] O1 01 O G: ¢ 1 0 0 01
dl 0 01 0 1 D 1 1.0 00

e 1 0010 ENO 1 1 0 O

V nasledujuicej vete si ukdZzeme, ako sa daji izomorfné grafy charakterizovat pomocou svojich
matic susednosti.
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Veta 5.2.1 — O maticiach susednosti izomorfnych grafov. Grafy G a G’ st izomorfné prave
vtedy, ked’ sa ich matice susednosti pri vhodnom usporiadani vrcholov rovnaju.

Dokaz: tvrdenie vety md tvar ekvivalencie, takZe dokazovat ho budeme ako dve implikécie.
Mnozinu vrcholov grafu G oznaéme V = {;}!_, a mnoZinu vrcholov grafu G’ si oznaéme
Vi={vit.
= AK si grafy G a G’ izomorfné, tak ich matice susednosti, pri vhodnom usporiadani
vrcholov, sa rovnaju.
Grafy G a G’ st izomorfné préave vtedy, ak existuje bijekcia ¢ : V — V', ktord zachovdva
susednost vrcholov a ndsobnost hran. Nech ma matica susednosti grafu G vrcholy usporia-

dané lexikograficky, t.j. (vi,va,...,v,). Usporiadajme potom vrcholy matice susednosti
grafu G’ takto

(@), @(u2),.... 0(un)) .
Ak je v i-tom riadku a j-tom stipci matice susednosti grafu G &islo n, tak to znamend, Ze
vrcholy u; a u; st v grafe G spojené n hranami. Potom ale vrcholy ¢(u;) a ¢(u;) v grafe
G’ st tieZ spojené n hranami, a preto aj v matici susednosti grafu G’ bude pri zvolenom
usporiadani vrcholov v i-tom riadku a j-tom stipci &islo n.

< AK st matice susednosti grafov G a G’, pri nejakom usporiadani vrcholov, rovnaké,
tak grafy G a G’ s izomorfné.
Ak sd matice susednosti grafov G a G’ rovnaké, tak mdZeme ich vrcholy ,,premenovat* tak,
7Ze budi usporiadané lexikograficky. TakzZe bez straty vSeobecnosti mézeme predpokladat,

7e graf G ma vrcholy usporiadané (uj,us,...,u,) a graf G’ ma vrcholy usporiadané
(v1,v2,...,v,). Definujme si teraz bijekciu ¢ : V — V' predpisom
(p(ul) =Vi, (P(MQ) =V2, ..., ‘P(Mn) =Vn

Matice susednosti sd, pri zvolenom usporiadani vrcholov, rovnaké, takze ak medzi vr-
cholmi u; a u; je v grafe G n hrén, tak aj medzi vrcholmi v; a v; je v grafe G’ n hran.
Bijekcia ¢ je preto izomorfizmus grafov G a G’ a tieto grafy su izomorfné.

Q.E.D.

Vréfme sa ku grafom z obrazkov 5.1 a 5.2 z prikladu 5.4. UZ vieme, Ze grafy G a G’ sd izomorfné
a izomorfizmus ¢ zobrazuje ich vrcholy v poradi ¢ : (a,b,c,d,e) — (A,C,E,B,D). Potom podla
vety 5.2.1, ak v maticiach susednosti usporiadame vrcholy grafu G v poradi (a,b,c,d,e) a vrcholy
grafu G’ v poradi (A,C,E, B, D), tak dostaneme matice

a b ¢ d e A C E B D

a f0 1 0 0 1 A /01 0 01

b 1 01 00 c 1 01 00

G cl] O1 01 0 G: E| 01010
al 001 01 sl 001 01

e 1 0010 p\1 0010

ktoré, ako vidime, su rovnaké.

Zaujimavou ulohou je zistit, ¢i si dva dané grafy izomorfné. Toto je fazky problém a vo vSe-
obecnosti nie je zndmy Ziaden polynomiélny algoritmus na jeho rieSenie. Na druhej strane zatial
ani neexistuje dokaz toho, Ze by sa jednalo o NP tplny problém a pre viaceré kategdrie grafov
existuju polynomidlne algoritmy na rieSenie tohto problému. Napriklad pre stromy je overovanie
izomorfizmu velmi jednoduché a rychle. Ako si ukdZeme neskor v Casti 11.2 (str. 217), existuje
linedrny algoritmus, ktory ndm zisti, ¢i dané dva stromy su, alebo nie sd, izomorfné. My si tu teraz
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ukédZeme sposob, ako sa pre dané dva grafy G| a G, da zistif, Ze izomorfné nie su. Tento sposob je
zaloZeny na tom, Ze ndjdeme nejaku vlastnost grafu G, ktord graf G, nema, ale mal by ju mat, ak
by bol izomorfny s grafom G. Takéto vlastnost sa nazyva invariant.

Definicia 5.2.2 — Invariant. Vlastnost P sa nazyva invariant, ak pre Tubovolné dva izomorfné
grafy G| a G plati tvrdenie: graf G| md vlastnost P prdve vtedy, ked graf G, md vlastnost P.

Z definicie 5.2.1 vyplyva, Ze ak grafy G a G’ st izomorfné, musia maf rovnaky pocet vrcholov
a rovnaky pocet hrdn, pretoZe medzi ich mnoZinami vrcholov existuje bijekcia, ktord zachovdva
susednost vrcholov a ndsobnost hran. To znamend, Ze vlastnosti ,,maf n vrcholov* alebo ,,mat p
hran‘ sd, v zmysle definicie 5.2.2, invarianty.

n Priklad 5.5 Zoberme si grafy G a G z nasledovnych obrizkov

G1 GZ

Tieto dva grafy nemo6Zu byt izomorfné, pretoZe graf G; md 5 vrcholov a graf G, méa 6 vrcholov. =

m Priklad 5.6 Ako dalsi priklad si vezmime nasledujice dva grafy G3 a Gy

Tieto dva grafy maju sice rovnaky pocet vrcholov (5), ale nem6Zu byt izomorfné, pretoZze graf Gz
ma 7 hran a graf G4 ma 6 hran. n

Dokédzeme vetu, Ze aj vlastnost ,,mat rovnaky pocet vrcholov rovnakych stupriov* je invariant.
Predtym si vSak dokdZeme pomocné tvrdenie.

Lema 5.2.2 — O invariantnosti stupiia vrcholu. Nech G = (V,E) a G' = (V' E’) su izo-
morfné grafy a @ je izomorfizmus medzi nimi. Potom pre kazdé u € V plati st (u) = st(¢(u)),
Cize stupeii vrcholu u je rovnaky ako stupenl jeho obrazu v izomorfnom grafe G'.

Dbkaz: podra cvicenia 4.10, ak mdme graf G = (V,E) s n vrcholmi a jeho Tubovolny vrchol
v; € V, tak stupeii vrcholu v; sa rovnd suctu Cisel v i. riadku matice susednosti grafu G. Podla
vety 5.2.1 st matice izomorfnych grafov, pri vhodnom usporiadani ich vrcholov, rovnaké. Preto
ak mdme dva izomorfné grafy, tak plati st(u) = st(¢@(u)),kde u €V a @(u) € V'. Q.E.D.

Na zaklade lemy 5.2.2 mdzeme vyslovif tvrdenie o invariantnosti stupniov vSetkych vrcholov.

Veta 5.2.3 — O invariantnosti stupnov vrcholov. Nech G a G’ st dva izomorfné grafy. Potom
tieto dva grafy maji rovnaky pocet vrcholov rovnakych stupiiov.

D&kaz: tvrdenie vety je dosledkom lemy 5.2.2. ZapiSme si vrcholy grafu G v poradi (uy, ..., u,)
a vrcholy grafu G’ ako ich obrazy v izomorfizme, t.j. v poradi (@ (u1),...,¢(u,)). Podla lemy
5.2.2 plati st (;) = st(@(u;)), a preto majd G a G’ rovnaky pocet vrcholov rovnakych stuptiov.
Q.E.D.
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m Priklad 5.7 Zoberme si grafy Gs a Gg z nasledovnych obréazkov

C

Gs

<t

e
[ k
Tieto dva grafy majd rovnaky pocet vrcholov (6) aj hran (10). Nem6zu vSak byt izomorfné, pretoze
graf Gs ma stupne vrcholov (2,3,3,4,4,4) a graf G¢ md stupne vrcholov (2,2,4,4,4,4). "

m Priklad 5.8 Pozrime sa na grafy G;7 a Gg z nasledovnych obrazkov

G 7 GS
Tieto dva grafy maji rovnaky pocet vrcholov (5) aj hrdn (7). NemdZu ale byt izomorfné, pretoze

graf G7 ma vrchol stupnia 4 a graf Gg vrchol stupiia 4 nema. "

Dokéazeme, Ze rovnako ako su stupne vrcholov invariantom, je aj vlastnost ,,maf ako podgraf cyklus
dlZky n* invariant.

Veta 5.2.4 — O invariantnosti cyklu C,,. Nech grafy G a G’ st izomorfné. Potom graf G
obsahuje ako podgraf cyklus C, prave vtedy, ked’ graf G’ obsahuje ako podgraf cyklus C,,.

Dokaz: podla definicie 5.2.1 ak su grafy G = (V,E) a G’ = (V/,E') izomorfné a ¢ : V — V’
je ich izomorfizmus, tak zobrazenie ¢ zachovéva susednost vrcholov a ndsobnost hran. Inak
povedané pre vietky v;,v; € V plati {v;,v;} €E < {@(v;),@(v;)} €E’.

Nech vrcholy (v1,v2,...,v,) tvoria cyklus C, v grafe G. Znamena to, Ze graf G obsahuje
hrany {v;,vi11} pre kazdé i € {1,2,...,(n— 1)} a hranu {v;,v,}. AvSak grafy G a G’ si
izomorfné, a preto graf G obsahuje uvedené hrany prave vtedy, ked graf G’ obsahuje hrany
{o(v1),0(va)} a {@(vi),@(vis1)} pre kazdé i € {1,2,...,(n—1)}. To znamend, Ze vrcholy
(@(v1),0(¥2),...,9(v,)) tvoria cyklus C, v grafe G'. Q.E.D.

n Priklad 5.9 Grafy Gg a Gy z nasledovnych obrdzkov

mayji rovnaky pocet vrcholov (8) aj hran (16). Podla vety 5.2.4 v§ak nemo6zu byt izomorfné, pretoze
graf Gpo obsahuje cyklus C3 (trojuholnik) ale graf Gy Ziaden C3 neobsahuje. "
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Pomocou izomorfizmu sa definuje samokomplementdrny graf. Pojem komplementdrny graf
bol definovany uz v kapitole 3 (definicia 3.2.8, str. 53). Samokomplementarne grafy si grafy
komplementarne samé so sebou a si zaujimavé z hladiska mnohych aplikicii. My tu uvedieme ich
formalnu definiciu a stretneme sa s nimi v cvi¢eniach na konci tejto kapitoly.

Definicia 5.2.3 — Samokomplementarny graf. Graf G sa nazyva samokomplementérny, ak
je izomorfny s grafom G.

m Priklad 5.10 Cesta na 4 vrcholoch (Py) a cyklus na 5 vrcholoch (Cs) sd jednoduché priklady
samokomplementarnych grafov. Vidime ich na nasledujuicich dvoch obrazkoch. Ciernou farbou je
zobrazeny graf G a ¢ervenou farbou jeho komplement G.

P42E

Iny priklad samokomplementdrneho grafu je na dalSom obrazku.

St mmmm==

Izomorfizmus stromov

Na zaver podkapitoly o izomorfizme grafov si este uvedieme jednu triedu grafov, pre ktoré vieme
lahko overit, ¢i st, alebo nie si dané dva grafy izomorfné. Touto triedou grafov, ako uZ bolo
spomenuté skor, su stromy. Teraz si uvedieme len niekolko prikladov a definicii a aZ v Casti 11.2
(str. 217) sa budeme venovat rychlym algoritmom na overovanie izomorfizmu stromov.

m Priklad 5.11 Si stromy 77 a 7> z nasledujiceho obrazku izomorfné?

a b2t
| ) Ukazeme, Ze stromy 77 a T, na obrazku vlavo sd izomorfné. Staci si vziat
‘\\ Tl € /! nasledovni bijekciu ich vrcholov
flay=1, f(b)=3, f(c)=2, f(d)=4, f(e)=5.
1 3 \2\\\ Tato bijekcia zachovava susednost vrcholov, o ¢om sa lahko m6Zeme
( T2 :} presvedcit z obrazku. Preto su stromy 77 a 7> izomorfné.
w4 5 ./
S~ -7 ]

To, Ze dva dané stromy nie su izomorfné, ukdZeme rovnako ako pri grafoch vSeobecne. Znamena
to, Ze ndjdeme nejaky invariant, ktory jeden z danych stromov ma a druhy nema.
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m Priklad 5.12 Su stromy 7; a 75 z nasledujticeho obrazku izomorfné?

a b oc d e )
AN /
Ukdzeme, 7e stromy 7; a T» na obrdzku vpravo nie si izomorfné. T
Staci si uvedomit, Ze strom 7> m4 vrchol stupiia 3 a strom 7] Ziaden // e
vrchol stupiia 3 nema. "1 3 5 4~
\

V dalSom priklade si ukdZeme, kol'ko existuje neizomorfnych stromov na 5 vrcholoch.

= Priklad 5.13 Korko existuje neizomorfnych stromov na 5 vrcholoch?

RieSenie: z vety 4.2.7 (strana 76) vieme, Ze strom na 5 vrcholoch m4 4 hrany. To znamen4, Ze
Ziaden vrchol nemdZe maf stupeti viac neZ 4. Okrem toho z definicie stromu vieme, Ze strom je
suvisly graf. TakZe kazdy vrchol musi mat stupefi aspoii 1. No a napokon, podla vety 4.2.8 (strana
76), vieme, Ze kazdy strom s asponl dvoma vrcholmi, mé aspoti 2 vrcholy stupiia 1. TakZe preberme
si moZnosti:

1. Strom na 5 vrcholoch m4 vrchol stupiia 4. V tom pripade m6Ze mat len 1 taky vrchol, pretoze
vrchol stupiia 4, inciduje so 4 hranami a spolu s druhymi koncovymi vrcholmi tychto 4
hran, mame spolu uz 5 vrcholov. TakZe takyto strom musi byf izomorfny so stromom 7
zobrazenym na obrazku 5.3.

2. Strom na 5 vrcholoch, m4 vrchol stupiia 3. Potom mdZe mat len jeden takyto vrchol. Ak by
mal aspoii dva vrcholy stupna 3, tak sticet stupiiov jeho vrcholov by bol asponi 9 a takyto graf
by mal viac neZ 4 hrany, ¢iZe by to nebol strom, a mdme spor. TakZe strom na 5 vrcholoch
modze mat len jeden vrchol stupiia 3, asponi dva vrcholy stupnia 1 (veta 4.2.8) a aby mal
prave 4 hrany, musi maf eSte jeden vrchol stupiia 2. Preto takyto strom musi byt izomorfny
so stromom 75 na obrazku 5.3.

3. Ak strom na 5 vrcholoch nema vrcholy stupiia 4, alebo 3, tak musi mat len vrcholy stupiia 1 a
2. Podla vety 4.2.8 musi maf aspoii dva vrcholy stupiia 1. Sucet stuptiov jeho vrcholov musi
byt 8, aby mal graf 4 hrany, takZe takyto strom na 5 vrcholoch musi mat tri vrcholy stupiia 2
a dva vrcholy stupiia 1. Takyto strom musi byt izomorfny so stromom 73 na obrdzku 5.3.

Spolu teda existuji 3 neizomorfné stromy na piatich vrcholoch.

Obr. 5.3: VSetky neizomorfné stromy na 5 vrcholoch
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Izomorfizmus korenovych stromov

Koreniovy strom sa od obycajného stromu lisi len tym, Ze ma jeden pevne vybrany vrchol, ktory sa
nazyva koreii. TakZe formélna definicia izomorfizmu korefiovych stromov bude nasledovna.

Definicia 5.2.4 — Izomorfizmus korefiovych stromov. Dva koreiiové stromy 7 = (V,E)
skoretiomu; € VaT, = (V' E") skoretiom v, € V' sdizomorfné, ak existuje bijekcia ¢ : V — V’,
ktord zachovava susednost vrcholov a naviac plati @ (u1) = vy.

Izomorfizmus koreniovych stromov je definovany rovnako ako izomorfizmus stromov (grafov)
rozsireny o podmienku, Ze bijekcia medzi vrcholovymi mnoZinami dvoch korefiovych stromov
musi zachovavaf aj kore. Ak porovndme definicie 5.2.1 a 5.2.4, tak vidime, Ze ndm vypadla
podmienka zachovania ndsobnosti hran. Stromy totiZ ndsobné hrany mat nemoZzu.

Takze ak st dva korefiové stromy izomorfné, tak sa koreii jedného stromu zobrazi na koreni
druhého stromu a okrem toho musi byt zachovand susednost vrcholov.

= Priklad 5.14 Su koretiové stromy 7; a 75 z nasledujiceho obrazku izomorfné?

UkdZeme, Ze koreniové stromy 77 a 1, na ob-
U1 W rdzku vlavo sd izomorfné. KedZe ide o koreniové
stromy, izomorfizmus musi zachovat koreii. Takze
f(vi) = wj. Ostatné vrcholy potom mdZeme zo-
brazit takto

T2 We Wy fv2) =ws, f(v3) =ws, fva) =w
f(v5)2W67 f(V6):W7; f(V7):W5.

Této bijekcia zachovava korene stromov aj susednost vrcholov, o ¢om sa l'ahko m6Zeme presvedcit
z obrdzku. Preto sd stromy 77 a 7> izomorfné. Okrem toho, uvedeny izomorfizmus nie je jediny
mozny. Ak by sme prehodili f/(vs) =w7a f’(ve) = we, pri zachovani zobrazeni zvy$nych vrcholov,
tak tieZ dostaneme izomorfizmus stromov 77 a T5. n

(%) (%] (L) W3 \W4

1;

Vs Vg (% Wy

n Priklad 5.15 St koretiové stromy 7; a 75> z nasledujiceho obrazku izomorfné?

Korenové stromy 77 a T, na obrazku vpravo, nie st izomorfné, vy wy
pretoZe korenl stromu 77 ma stupeit 3 a korel stromu 7, ma
stupeii len 2. KedZe stupeil, v izomorfizme si zodpovedajtcich
vrcholov, je invariant, nemdZu byt tieto koreniové stromy izo- V3 V4 Wo

morfné. Ak by sme vsSak grafy 77 a 7> brali len ako stromy, ¢iZe vs T T Wy Ws
nie ako koreniové stromy, tak by boli izomorfné. 1 2 .

U2 wWs

n Priklad 5.16 KoTko existuje neizomorfnych korefiovych stromov na 4 vrcholoch?

RieSenie: z vety 4.2.7 (strana 76) vieme, Ze strom na 4 vrcholoch m4 3 hrany. To znamen4, Ze
Ziaden vrchol nemdZe maf stupeni viac nez 3. Okrem toho strom je suvisly graf a kazdy vrchol musi
mat stupeni aspoil 1. Naviac ide o korefiovy strom, takZe jeden vrchol je zafixovany a oznaceny ako
koreii stromu. TakZe preberme si moZnosti:

1. Koreil stromu m4 stupeni 3. Potom inciduje s 3 hranami a koren, spolu s druhymi koncovymi
vrcholmi incidujdcich hrdn, ndm ddva dokopy 4 vrcholy. TakZe takyto strom musi byt
izomorfny so stromom 77, na obrazku 5.4.

2. Koreni stromu mé stupenl 2. Potom inciduje s dvoma hranami a susedi s dvoma vrcholmi,
oznaéme si ich b a c. Chyba ndm este 1 vrchol a tento méZeme spojif hranou bud’ s vrcholom
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b, alebo s vrcholom c, ale nie s oboma, pretoZe by vznikol cyklus. TakZe vysledny strom
musi byt izomorfny so stromom 73, na obrazku 5.4.

3. Koreni stromu mé stupeni 1. Potom inciduje len s jednou hranou a susedi len s jednym
vrcholom. Chybaji ndm eSte dalSie 2 vrcholy, aby vysledny strom mal 4 vrcholy. Ozna¢me
si koreii stromu « a jeho syna b. Potom mame dve moZnosti: bud ma vrchol » dvoch synov,
alebo m4 len jedného syna. TakZe vysledny strom musi byt izomorfny bud so stromom 73,
alebo so stromom 74 na obrazku 5.4.

Spolu teda existuji 4 neizomorfné koreniové stromy na 4 vrcholoch.

Obr. 5.4: Vsetky neizomorfné koreriové stromy na 4 vrcholoch

Izomorfizmus bindrnych stromov

Binérne stromy sa od korefiovych stromov liSia po¢tom a poradim (favy/pravy) synov vrcholu.
Formélna definicia izomorfizmu bindrnych stromov bude nasledovna.

Definicia 5.2.5 — Izomorfizmus bindarnych stromov. Dva bindrne stromy 77 = (V,E) s ko-
refiomu; €V aT, = (V' E') s koretiom v; € V' sii izomorfné, ak existuje bijekcia @ : V — V'
zachovavajica susednost vrcholov, koreii (plati ¢(u;) = v;) a poradie synov vrcholov. T.j. ak
uj je ravy (pravy) syn vrcholu u;, tak ¢ (u;) je Tavy (pravy) syn vrcholu ¢ (u;).

Izomorfizmus binarnych stromov je teda definovany rovnako ako izomorfizmus korefiovych
stromov, roz8ireny o podmienku, Ze izomorfizmus medzi vrcholovymi mnoZinami bindrnych stro-
mov musi zachovavat aj poradie synov vrcholov. TakZe l'avy (pravy) syn vrcholu jedného stromu sa
musi zobrazif na lavého (pravého) syna vrcholu druhého stromu. Samozrejme musi byt zachovana
aj susednost vrcholov a koreni stromov.

n Priklad 5.17 Si bindrne stromy 7} a 75 z nasledujiceho obrizku izomorfné?
v wq UkdZeme, Ze bindrne stromy 77 a 7> na obrazku vlavo st izomorfné.
Vo W Kedze ide o bindrne, a teda aj korefiové, stromy, izomorfizmus musi
{ l ! ’ l zachovaf koren. TakZe f(vi) = w;. Ostatné vrcholy potom mdZeme
1 2 zobrazif takto
Us Vg W3 Wy fv2) =wa, f(v3)=ws, f(va) =ws.

Tato bijekcia zachovava korene stromov aj susednost vrcholov a poradie synov, o ¢om sa ahko
mdZeme presvedcit z obrazku. Preto sd stromy 77 a 75 izomorfné. "
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n Priklad 5.18 Su bindrne stromy 7} a 75 z nasledujiceho obréazku izomorfné?

Binarne stromy 77 a 7> na obrazku vpravo nie sd izomorfné, pretoZe U1 w1
koreii stromu 77 md len pravého syna a koreii stromu 7, mé len lavého Vs Wy

syna. TakZe nemdze existovaf Ziadna bijekcia, ktord by zachovala Tl T2
poradie synov korefia. Pritom ako grafy, aj ako koretiové nie bindrne

stromy, su 71 a T, izomorfné. V3 V4 W3 W4

V nasledujicom priklade si ukdZeme, kol'ko existuje neizomorfnych bindrnych stromov na troch
vrcholoch.

= Priklad 5.19 Korko existuje neizomorfnych bindrnych stromov na 3 vrcholoch?

RieSenie: z vety 4.2.7 (strana 76) vieme, Ze strom na 3 vrcholoch ma 2 hrany. To znamena, Ze
Ziaden vrchol nemo6zZe mat stupen viac nez 2. Okrem toho strom je stvisly graf a kazdy vrchol musi
mat stupei aspoil 1. Naviac ide o koretlovy strom, takZe jeden vrchol je zafixovany a oznaceny ako
koreii stromu. TakZe preberme si moZnosti:

1. Koreil stromu ma stupeii 2. Potom inciduje s 2 hranami a koreii, spolu s druhymi koncovymi
vrcholmi incidujicich hran, ndm déva dokopy 3 vrcholy. Takze takyto strom musi byt
izomorfny so stromom 77, na obrdzku 5.5.

2. Koreni stromu m4 stupeii 1. Potom tento vrchol m4 len 1 syna a tento musi mat tieZ jedného
syna, pretoZe potrebujeme spolu 3 vrcholy. Ked'Ze vSak ide o bindrny strom, musime v oboch
drovniach rozliSovat, ¢i sa jednd o lavého, alebo o pravého syna. Mdme preto dokopy 4
moznosti.

(a) Koreii mé Tavého syna a ten mé lavého syna. Potom je vysledny strom izomorfny
so stromom 75, na obrazku 5.5.

(b) Korent m4 l'avého syna a ten md pravého syna. Potom je vysledny strom izomorfny
so stromom 73, na obrazku 5.5.

(c) Koreii m4 pravého syna a ten md pravého syna. Potom je vysledny strom izomorfny
so stromom 7}, na obrazku 5.5.

(d) Korent ma pravého syna a ten ma lavého syna. Potom je vysledny strom izomorfny
so stromom 75, na obrazku 5.5.

Spolu teda existuje 5 neizomorfnych binarnych stromov na 3 vrcholoch. Su to stromy, ktoré vidime
na nasledujicom obrazku.
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Obr. 5.5: VSetky neizomorfné bindrne stromy na 3 vrcholoch
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Rovinnost grafov

Predstavme si situdciu, Ze mame tri domy Dy, D, D3, tri studne Sy, S», S3 Dl D2 D3
a kazdy dom chceme spojit s kazdou studiiou cestou tak, aby sa tieto cesty
nekriZili. D4 sa to? Situdciu vidime na obrdzku vpravo a ide o graf K3 3.
KaZzdy si moZe skusit tento graf nakreslit tak, aby sa jeho hrany nekriZili
(ani ,,mimodroviiovo* ), ale urcite sa mu to nepodari. Dokaz, preco je to

tak, uvedieme neskor. S 1 S 2 S 3

Definicia 5.3.1 — Rovinny graf. Graf G sa nazyva rovinny, ak sa dd v rovine nakreslif tak,
aby sa jeho hrany nepretinali. Takémuto nakresleniu hovorime rovinné nakreslenie grafu G.

p) V definicii 5.3.1 sa pouZiva bliZsie neSpecifikovany pojem ,,rovina“. V tedrii grafov budeme
tymto pojmom oznacovat dvojrozmerny priestor (plochu) R x R zodpovedajici beznému
dvojrozmernému Euklidovskému priestoru E2. Takejto ploche v topologickej tedrii grafov
zodpovedd povrch gule. Topologicka tedria grafov v sicasnosti intenzivne skima problémy
suvisiace s vnaranim (kreslenim) grafov aj do ploch vyssich rodov (torus. . . ). Tieto napohlad
,.hlavolamové* dlohy maju totiz vel'mi doleZité aplikdcie vo viacerych oblastiach vedy a
techniky. V mikroelektronike napr. pri ndvrhu procesorov.

Graf K3 3 z Gvodu tejto Casti teda nie je rovinny a rovnako nie je rovinny ani graf Ks
K 5% na obrazku vlavo. TieZ méZeme skusif nakreslif tento graf tak, aby sa jeho hrany
nepretinali a nepodari sa ndm to. Rovnako ako pri grafe K3 3 uvedieme formalny
dokaz nerovinnosti grafu Ks neskor. Ale napriklad graf K4 rovinny je, ako vidime
na nasledujicom obrazku.
Ky

Ako vidime, niektoré grafy rovinné su a niektoré nie. VSimnime si, Ze ak nakreslime do ro-
viny rovinny graf, tak tento ndm rovinu rozdeli na niekol'ko oblasti ohrani¢enych hranami grafu.
Napriklad graf K4, nakresleny na predo§lom obrdzku vpravo, rozdeluje rovinu na 4 oblasti: dva
vnttorné trojuholniky, oblast medzi Stvorcom a oblikovou hranou a napokon cely zvySok roviny.
Teraz uvedieme formdlnu definiciu niekolkych pojmov pouZivanych v topologickej tedrii grafov.

Definicia 5.3.2 — Oblasf, hranica oblasti, susedné oblasti. Nech G je sivisly, rovinny graf
nakresleny v rovine tak, Ze jeho hrany sa nepretinaji. Potom

> kazdd hranu grafu G pozdiZne rozreZeme na polovicu a rovina, v ktorej bol graf G
nakresleny, sa tym moze (ale nemus{) rozpadnuf na niekolko Casti. Maximalne stvislé
casti roviny, ktoré takto dostaneme, sa nazyvaju oblasti grafu G,

> hranica oblasti je cyklus idiici rozrezanymi hranami grafu G po obvode prislusnej oblasti,

> dve oblasti grafu, ktorych hranice maju spolo¢nud hranu, nazyvame susedné oblasti.

p ) V definicii 5.3.2 sme opif pouZili bliZSie neSpecifikovany pojem ,,stvisld ¢ast roviny*. For-
mdlnu matematickd definiciu nebudeme uvadzat, ale tento pojem si neformalne moézZeme
opisaf naslednovne. Ak je nejakd oblast stivislou ¢astou roviny, tak z l'ubovolného jej bodu
vieme ceruzkou nakreslit ¢iaru do Tubovolného iného jej bodu tak, Ze pri kresleni nezdvih-
neme ceruzku z papiera a nakreslend Ciara nepretne hranicu tejto oblasti.
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» Priklad 5.20 a b
Pozrime sa napriklad na graf, ktory mame na obrdzku vpravo. Je to ro-

vinny graf so Styrmi oblastami ozna¢enymi 1,2,3,4. Oblast 1 je ohra- | &v
ni¢end cyklom (b,c,d, f), oblast 2 je ohraniCend cyklom (a,e,d, f),

oblast 3 je ohrani¢end cyklom (a,b, f) a nakoniec oblast 4 je ohrani- d c
¢end cyklom (a,b,c,d,e). 4

V predoslom priklade su cykly tvoriace hranice oblasti zaroven cyklami v danom grafe. Tato
situdcia sa ndm javi ako prirodzend a je intuitivne zrejm4. Pozrime sa vSak na nasledujici priklad.

= Priklad 5.21

hi Graf na obrdzku vlavo je rovinny graf s dvoma oblastami. Toto je
eSte intuitivne zrejmé. Ale o st hranice tychto oblasti? Umyselne sme

2 > hs v danom grafe neoznacili vrcholy, ale hrany. Podla Sleﬁnicie 5.3.2 do-
2 staneme oblasti grafu tak, Ze kazdud jeho hranu pozdlZzne ,,rozreZeme*.

To znamend, Ze hrana A; sa ndm rozpadne na dve po-
lovice, ktoré si pracovne oznacime h;, a h;,. Vysledok
vidime na obrdzku vpravo. TakZe oblasf 1 je ohranicend
cyklom (hi4,hoq,h34,haq,hap) a oblast 2 je ohrani¢end
cyklom (hyp, hop, h3p). V skuto€nosti nemame hrany 4,
a h;p, ale len hrany 4;. Preto su podla definicie 5.3.2 v da-
nom grafe hrany Ay, h;, hs spolo¢né obom oblastiam a
hrana hy4 patri len do oblasti 1.

h3p

KaZdé rovinné nakreslenie ubovol'ného rovinného grafu ma minimalne jednu oblast. V definicii
5.3.2 a v priklade 5.20 sme pouzili pojem rovina. Vo vSeobecnosti sa vS§ak v tedrii grafov grafy
kreslia nielen do roviny, ale aj do rdznych inych pléch (napr. na povrch torusu). Okrem toho sa
namiesto namiesto kreslenia hovori o vndrani grafov.

p) V nasledujicom texte, vSade kde budeme pisat o ,,pocte oblasti rovinného grafu G*, alebo
wrovinny graf G md o oblasti*, tym budeme rozumiet ,,pocet oblasti lubovolného rovinného
nakreslenia grafu G*. Vo vete 5.3.2 ukazeme, Ze vSetky rovinné nakreslenia daného grafu
maju ten isty pocet oblasti.

Lema 5.3.1 Ak je graf G strom, tak je rovinny a ma len 1 oblast.

Dokaz: to, Ze kazdy strom je rovinny graf, sa lahko dokdZze matematickou indukciou vzhladom
na pocet jeho vrcholov (pozri cvicenie 5.23). Fakt, Ze kazdy strom vieme nakreslif tak, Ze
vznikne len jedna oblast, trividlne vyplyva z definicie stromu — strom je acyklicky graf.

VSimnime si, Ze graf z prikladu 5.20 mé v = 6 vrcholov, & = 8 hrdn a 0 = 4 oblasti a plati preni
vzorec v —h+ o0 = 2. To nie je ndhoda, ale doleZity vzfah platiaci pre vSetky rovinné grafy. Objavil
a dokézal ho Leonhard Euler. Pre kazdy suvisly rovinny graf plati nasledujtica veta.
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Veta 5.3.2 — Eulerova veta o rovinnych grafoch. Ak G je sivisly, rovinny graf s v vrcholmi,
h hranami a o oblasfami, tak plati vzfah

v—h+o=2.
Do&kaz: budeme robif indukciou vzhladom na pocet hran .

1. Overenie pre h = O: stvisly graf bez hran pozostdva len z jedného vrcholu a ma len
jednu oblast. Cizev=1,h=0ao=1aplativ—h+0o=1-0+1=2.

2. Indukény krok: predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky suvislé rovinné grafy, ktoré
maju najviac (n — 1) hran. Potom ukdZeme, Ze musi platif aj pre grafy s n hranami.
Majme stvisly, rovinny graf G, ktory ma v vrcholov, 2 = n hran a o oblasti. M6Zu nastat
dva pripady

(a) Graf G je strom. Potom podla lemy 5.3.1 ma len jednu oblast a podla lemy 4.2.4
mih=(v—1)hrdnaplati v—h+o=v—(v—1)+1=v—v+1+1=2.

(b) Graf G nie je strom. Potom obsahuje cyklus a nech 4; je hrana tohto cyklu. Tato
hrana leZi na hranici dvoch oblasti, ktoré sa po jej odstraneni spoja do jednej. TakZe
odstranenim hrany /; z grafu G dostaneme graf G’, ktorého pocet vrcholov, hrdn
a oblasti bude v =v, ¥ = (h—1) = (n—1) a o’ = (0o — 1). Podla indukéného
predpokladu pre graf G’ plati tvrdenie vety, takZe

V—W+0=2=v—(h—1)+(0—1)=v—h+1+0—-1 =v—h+o=2

Q.E.D.

Veta 5.3.2 ma mnoho dosledkov. Uvedieme si niektoré z nich.

Désledok 5.3.3 — 1. Désledok vety 5.3.2. Nech G je suvisly, rovinny graf s v vrcholmi, &
hranami a o oblastami, v ktorom st vSetky oblasti ohrani¢ené cyklami C, povodného grafu G.
Potom plati

Dokaz: ak su vSetky oblasti ohrani¢ené cyklami C,, p6vodného grafu G, tak hrana leZi na hra-
niciach dvoch oblasti, t.j. musi byt obsiahnutd v dvoch cykloch dizky n. Preto plati

2h
oon=2h — o= —.
n

Dosadenim o do vztahu v — i + 0 = 2 dostaneme horeuvedené tvrdenie. Q.E.D.

Désledok 5.3.4 — 2. Dosledok vety 5.3.2. Nech G je obycajny, suvisly, rovinny graf s asponi
v > 3 vrcholmi a 4 hranami, ktory ma maximalny moZny pocet hrdn. Potom kazda jeho oblast
je ohranicend cyklom C;3 a plati

h=3v—-6

Dokaz: ak by niektord oblast nebola ohrani¢end cyklom Cs, mohli by sme pridat d’al§iu hranu
bez toho, aby sme porusili rovinnost grafu. Overenie tohto tvrdenia prenechdvame na Citatela.
To by bol ale spor s predpokladom, Ze G m4 maximélny moZny pocet hrdn. Takze v grafe G je
kazda oblast ohranicena cyklom C3 a dosadenim n = 3, do vzfahu z dosledku 5.3.3, dostaneme
vysSieuvedené tvrdenie. Q.E.D.
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Dosledok 5.3.5 — 3. Dosledok vety 5.3.2. Nech G je suvisly, rovinny graf s v vrcholmi a £
hranami, ktory ma vSetky oblasti ohrani¢ené cyklami C4 pdvodného grafu G. Potom plati

h=2v—4

Dokaz: Toto je len Specidlny pripad dosledku 5.3.3 pre n = 4 a niet ¢o dokazovaf. Q.E.D.

Pomocou uvedenych dosledkov uz vieme dokézat, Ze grafy K5 a K33, spominané za definiciou
5.3.1, nie su rovinné.

Désledok 5.3.6 — O nerovinnosti grafov K5 a K3 3. Grafy Ks a K3 3 nie su rovinné.
Doékaz:

K — Graf K5 je obycajny a kompletny takZe ma maximalny mozny pocet hran. Pocet jeho
hran je h = (3) = 10. Ak by bol rovinny, tak by, podra dosledku 5.3.4, musel mat
3v—6=3.5—6 =9 < 10 hran, ¢im dostavame spor. Takze graf K5 nie je rovinny.
Q.E.D.

K3 3 — Graf K3 3 neobsahuje cykly Cs ani Ziadne iné cykly nepdrne;j dizky. Preto, ak je rovinny,
nemoZe mat viac nezZ 2v —4 = 2.6 — 4 = 8 hréan (pozri dosledok 5.3.5 a cvicenie 5.24).
Graf K33 md vSak 7 =9 > 8 hrdn, ¢im dostdvame spor. Preto graf K33 nie je rovinny.
Q.E.D.

Dal§im peknym a dolezitym dosledkom Eulerovej vety 5.3.2, je nasledujiica veta.

Veta 5.3.7 — O stupnoch vrcholov rovinného grafu. Kazdy obycajny, sivisly, rovinny graf
G s aspon v > 2 vrcholmi md aspoti dva vrcholy stupfia nanajvys 5.

.....

podla vety 3.2.1, plati

h:;-gst(ui) >—-(v—1).6=3(v—1)=3v-3.

N —

Dostali sme nerovnost 4 > 3v — 3, ktora je v spore s dosledkom 5.3.4. Predpoklad bol preto
nespravny a graf G musi mat aspoii dva vrcholy stupiia nanajvys 5. Q.E.D.

V dosledku 5.3.6 sme ukdzali, Ze grafy K5 a K3 3 nie st rovinné. Pol'sky matematik Kazimierz
Kuratowski v roku 1930 dokézal, Ze pomocou tychto dvoch grafov sa daju charakterizovat vSetky
rovinné grafy. Skor nez sformulujeme Kuratowského vetu, potrebujeme definovat pojmy subdivizia
hrany a homeomorfné grafy.

Definicia 5.3.3 — Subdivizia hrany. Opericia nahradenia Iubovolnej hrany grafu G cestou
Tubovolnej dizky sa nazyva subdivizia hrany.

» Priklad 5.22

I Na obrazku vlavo mdme dané dva grafy G a
G 1 ! G 2 G». Graf G, sme z grafu G; dostali subdivi-

ho ziou vyznacenych hrén Ay a h.
| |
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Definicia 5.3.4 — Homeomorfné grafy. Grafy G, a G, si homeomorfné, ak existuje graf G,
z ktorého vieme dostat graf G, aj graf G,, kone¢nou postupnostou subdivizii hran.

a Priklad 5.23 Podra definicie 5.3.4 sd grafy Gy a G, z prikladu 5.22 homeomorfné, pretoze graf
G, dostaneme z grafu G| subdiviziou dvoch jeho hran. "

n Priklad 5.24 Grafy G, G, a G3, na nasledujicom obrézku, si navzdjom homeomorfné

5 E G

Ale ziadne dva z grafov G4, G5 a Gg, na dalSom obrazku, nie si homeomorfné.

Gy G G

Veta 5.3.8 — Kuratowského veta. Graf G je rovinny prave vtedy, ked neobsahuje podgraf
homeomorfny s grafom K alebo K3 3.

Dokaz Kuratowského vety presahuje rdmec nédplne predmetu Diskrétna matematika, a preto ho
nebudeme uvadzat.

Katalég Specidlnych grafov

V tejto Casti uvedieme niekolko Specidlnych grafov, priCom slovo ,,specidlny“ v tomto pripade
znamend len to, Ze tieto grafy maju v literatire svoje zauZivané mend a ¢asto aj zauZivané oznacenia.
Niektoré Specidlne grafy, ako st kompletny graf, kompletny bipartitny graf, cyklus a cesta, uz boli
spomenuté skor, dalSie budd nové.

Kompletny graf (K,,)

Kompletny graf bol definovany na strane 52. Pripominame, Ze kompletny graf na n vrcholoch sa
oznacuje K, a je to obycajny graf s n vrcholmi, ktory obsahuje hranu medzi l'ubovol'nymi dvoma
rdznymi vrcholmi.

Kompletny bipartitny graf (K,,.,)

Kompletny bipartitny graf bol definovany na strane 54. Oznacujeme ho K, , a je to obyCajny
bipartitny graf s dvoma particiami m a n vrcholov, pricom kazdy vrchol jednej particie susedi
s kazdym vrcholom druhej particie.

Cesta (P,)

Cesta bola definovand na strane 55, avS§ak bez uvedenia oznacenia. Cesta je sled, v ktorom sa Ziaden
vrchol neopakuje. Oznacenie P, budeme pouZivat pre cestu dlZky n, ¢iZe pre cestu s n hranami a
n+ 1 vrcholmi.

Cyklus (Cy,)
Cyklus bol definovany na strane 57. Cyklus C,, je stvisly pravidelny graf stupnia 2 na n vrcholoch.
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Hviezda (S,)

Hviezda* S, je dplny bipartitny graf K- 1,n- OznaCenie S, nie je tplne jednotné.
NajcastejSie S, oznacuje graf na n+ 1 vrcholoch, t. . jeden centrdlny vrchol a
n vrcholov s nim spojenych tak, ako je to vidief na obrazku vpravo. Niektori
autori vSak do ¢isla n zahffiaju aj centrdlny vrchol, takZe S, u nich oznacuje
graf na n vrcholoch. A napokon v kapitole 3 na strane 62 pouZivame oznacenie
S, pre kostru grafu (odvodené od slova skeleton). TakZe pri oznaceni S, si je
potrebné z kontextu overit, o aky graf sa jedna.

Koleso (W,,)

Koleso® (Wheel) W, je graf, ktory mé jeden centrdlny vrchol a ten je spojeny so vietkymi
vrcholmi cyklu C,,_ . Priklad kolesa W,, vidime na obrazku vlavo. Na rozdiel
od hviezdy sa pri oznacovani kolesa centralny vrchol zapocitava do n. TakZe
koleso W, je vzdy graf na n vrcholoch. Koleso je typ grafu, ktory ma
viaceré vlastnosti zaujimavé z hladiska aplikécii. Tieto vlastnosti sivisia
napr. s rovinnosfou, ale aj s farbenim grafov, ktorym sa my na predmete
Diskrétna matematika nezaoberame.

Hdsenica

Husenica® je graf, ktory je zaujimavy z hladiska aplikécii. Hisenica je strom, z ktorého po od-
strdneni vSetkych listov zostane len cesta. Na obrdzkoch niZSie je tito cesta vyznaend svetlejSou
modrou farbou. Niekedy sa za hiisenicu povazuje len taky strom, z ktorého po odstraneni vSetkych
listov zostane cesta a naviac vSetky vrcholy tejto cesty, ktoré nie su jej listy, maji stupeni 0 alebo
2. Priklady htisenic su na obrazkoch 5.6 a 5.7. Hudsenicu, v ktorej z kazdého vrcholu svetlo modre;j
cesty vychddzajui najviac 3 listy, budeme pracovne nazyvat ,,oby¢ajna hisenica“. Vo v§eobecnosti
mdZe hisenica vyzeraf aj tak, ako to vidno na obrdzku 5.7.

Obr. 5.6: ,,Obycajnd* hisenica Obr. 5.7: Huisenica

“https://en.wikipedia.org/wiki/Star_(graph_theory)
Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Wheel_graph
Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Caterpillar_tree
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5.5 Cyvicenia

Cvicenie 5.1

Na4jdite hamiltonovsky cyklus v grafe na obrazku vlavo.

Cvicenie 5.2 Zistite, ¢i dané grafy maji hamiltonovsky cyklus

/N G2
A e N
N

Gy Gy

Cvicenie 5.3 Zistite ¢i dané dvojice grafov su izomorfné a ak s, néjdite ich izomorfizmus.

(a) (b)
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Cvicenie 5.4 Zistite, ¢i dané dvojice grafov st izomorfné a ak su, ndjdite ich izomorfizmus.
(a) (b) ,

a b h v a b h 7
>< g J " g J
/N /N

d c [ k d c [ k

(©) (d)
a b g h a b h




116 Kapitola 5. Hamiltonovské cykly, izomorfizmus grafov. ..

Cvicenie 5.5 Rozhodnite a zdovodnite, ¢i dana vlastnost grafu je invariant

(a) mat Cy, (e) maf n cyklov Cy,

(b) mat n vrcholov stupiia £, (f) mat k komponentov,

(c) byt stvisly, (g) mat uzavrety eulerovsky tah,
(d) byt nestivisly, (h) byt bipartitny,

(i) maf hranu {u,v}, priom st(u) =iast(v) = j.
I Cvicenie 5.6 N4jdite nejaku vlastnosf grafu, ktord je invariant a dokézte, Ze je invariantom. =

Cvi€enie 5.7 N4jdite
(a) vSetky neizomorfné obycajné grafy na 3 vrcholoch a zistite, kolko z nich je sdvislych,
(b) vSetky neizomorfné obycajné grafy na 4 vrcholoch a zistite, kol'ko z nich je sivislych,
(c) vsetky neizomorfné obycajné grafy na 5 vrcholoch a zistite, kolko z nich je stvislych,

(d) vSetky neizomorfné obycajné grafy, ktoré maji 6 vrcholov a 4 hrany.

I Cvicenie 5.8 N4jdite samokomplementarny graf s aspofi dvoma vrcholmi rdznych stuptiov. =

Cvicenie 5.9 Dokazte, 7e ak existuje samokomplementdrny graf na n vrcholoch, tak n ddva
po deleni 4 zvySok 0 alebo 1. u

Cvicenie 5.10 Dokézte, Ze existuje maximdlne 4" navzdjom neizomorfnych stromov na n
vrcholoch. —

Cvicenie 5.11 Nakreslite graf s danymi vlastnostami alebo zdovodnite, pre¢o neexistuje
(a) dplny bindrny strom so 4 vnttornymi a 5 koncovymi vrcholmi,
(b) uplny bindrny strom s vyskou 3 a 9 koncovymi vrcholmi,

(c) uplny binarny strom s vySkou 4 a 9 koncovymi vrcholmi.

(a) stromy s 3 vrcholmi, (e) koreniové stromy s 5 vrcholmi,
(b) stromy so 4 vrcholmi, (f) bindrne stromy s 2 vrcholmi,
(c) stromy so 6 vrcholmi, (g) binarne stromy s 4 vrcholmi,
(d) koretiové stromy s 3 vrcholmi, (h) binarne stromy so 5 vrcholmi.

Cvicenie 5.13 Nech T = (V,E) je strom. Dokézte, Ze pre Tubovolné jeho dva vrcholy u,v € V,
ktoré nie su listy, existuje list [ € V taky, Ze najkratSia cesta z vrcholu u do listu /, vedie cez
vrchol v. u

Cvicenie 5.14 Nech T je strom. Dokéazte, Ze kazdy jeho vrchol nadobtida svoju excentricitu
v niektorom liste stromu 7. =

‘ Cvicenie 5.12 Najdite vSetky neizomorfné



5.5 Cvicenia 117

Cvicenie 5.15 Najdite vSetky navzdjom neizomorfné pravidelné obycCajné grafy stupiia 3
na 6smich vrcholoch. Kolko z nich je nesuivislych? L

Cvicenie 5.16 Dokézte, ze ak G je obycCajny rovinny graf s v vrcholmi, 4 hranami, o oblastami

a k komponentami, tak plati
v—h+o=1+k

I Cvicenie 5.17 Kolko rdéznych navzdjom neizomorfnych kostier ma graf Ks? n

Cvicenie 5.18 O kazdom z danych péarov stromov rozhodnite, ¢i su tieto stromy izomorfné.
Ak su, ndjdite izomorfizmus, ak nie s, ndjdite invariant, ktory jeden strom spliia a druhy nie.

(a) (b)
U1 wy w2 W1 g,
U2 \vs s (1 Uy
w3 Wy < W3 W4
U4 N U3 Vs Ws
Ve Ws We () Vg We
© @ .
v 1
U3 w1 v ;
(% W 2
w3 2 w3 V4 v
V1 Vg <—> 5/ Vg
o wg W4 I
5
V6 Ws Ws
w2 W We

Wy
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Cvicenie 5.19 O kazdom z danych parov korefiovych stromov rozhodnite, ¢i su tieto koretiové
stromy izomorfné. Ak su, ndjdite izomorfizmus, ak nie sd, ndjdite invariant, ktory jeden strom
spliia a druhy nie.
(a) (b)
V1 w1 U1 wy
V9 U4 w2 Wy () 2 W9
Vs U3 > w3 We U3 (o Wy

Ve  Ws w3

U5 Wy
U7 Uy w7 Wy

(c) Grafy z cvicenia 5.18 (c), brané ako koreriové stromy s korefimi v3 a wy.

su, ndjdite izomorfizmus, ak nie sd, ndjdite invariant ktory jeden strom spliia a druhy nie.

e

(c) Grafy z cvicenia 5.19 (b), brané ako bindrne stromy.

Cvicenie 5.21 Nech Q, je graf, ktorého mnoZine vrcholov zodpovedaji vSetky n-rozmerné
bindrne vektory. Dva jeho vrcholy su spojené hranou prave vtedy, ked sa im zodpovedajice
vektory liSia prave v 1 bite.

(a) Kolko vrcholov a kolko hrdan ma graf Q, pre dané n € N?

(b) Aké st stupne vrcholov v grafe Q,,?

(c) Nakreslite graf O, pre n € {1,2,3,4}.

(d) Napiste matice susednosti a incidencie grafu Q, pre n € {1,2,3}.

(e) M4 Q,, hamiltonovsky cyklus pre kazdé n € N?

(f) Aky priemer ma graf O, pre dané n € N?

Cvicenie 5.22 Dokazte, zZe graf na obrazku niZsie nie je rovinny.

‘ Cvicenie 5.20 O kazdom z danych péarov bindrnych stromov rozhodnite, ¢i st izomorfné. Ak
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I Cvicenie 5.23 Dokazte, 7Ze kazdy strom je rovinny graf. n

Cvicenie 5.24 Dokézte, Ze ak stvisly, obycCajny, rovinny graf G s v vrcholmi neobsahuje oblast
ohranicenti neparnym cyklom, tak m4 maximalne s = 2v —4 hrén. u

Cvicenie 5.25 DokdaZzte, Ze suvisly, rovinny, graf G s v vrcholmi, ktory neobsahuje oblast
ohranicent cyklom mensim neZ C4, ma maximdlne & = 2v —4 hran. n

ohranicené cyklami Cs pre

(@) v=3 ©) v=>5 ) v="7
(b) v=4 d) v=6 ) v=3

Cvicenie 5.27 Nakreslite obycajny, sdvisly, rovinny graf s v = 7 vrcholmi, ktorého vsetky

| Cvicenie 5.26 Nakreslite obyc¢ajny, stvisly, rovinny graf s v vrcholmi, ktory ma vSetky oblasti
I oblasti st ohrani¢ené cyklami C4. Kol'ko m4 tento graf hran? u

Cvicenie 5.28 Pre kazdy z uvedenych grafov rozhodnite, ¢i je rovinny. Ak je rovinny, nakreslite
ho tak, aby sa jeho hrany nepretinali. Ak rovinny nie je, tak to dokazte.

G@ Gﬁ G@
oW
G@ @GS G G1o

Cvicenie 5.29 Nakreslite obycajny, stvisly, rovinny graf s v =35 vrcholmi, ktory ma 7 = 6
hran. Kol'ko m4 tento graf oblasti a akymi cyklami su tieto oblasti ohranicené? u

Cvicenie 5.30 Dokazte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo v > 4 existuje rovinny graf s v vrcholmi,
ktory mé vsetky oblasti ohrani¢ené cyklami Cj. u
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[6. Binarne reldcie, ich viastnosti a reprezentacia

Rel4cia popisuje/vyjadruje vzfah medzi mnoZinami. Vo vSeobecnosti to modZe byt n mnoZin.
V takom pripade hovorime o n-arnej relacii. Nas ale budd zaujimat prevazne vzfahy medzi dvoma
mnoZinami a vtedy hovorime o bindrnej relédcii. Bindrne aj n-arne relécie sliZia na vyjadrovanie
vztahov medzi objektami redlneho Zivota, pri ich popisovani jazykom matematiky.

Bindrne reldcie

Ako uZ bolo spomenuté v tivode, bindrne reldcie vyjadrujd vztah medzi dvoma mnoZinami. Ilus-
trujeme si to na jednoduchom priklade.

m Priklad 6.1 V jazykovej Skole Adam Studuje angli¢tinu a nem¢inu, Bedta francizstinu a $paniel-
¢inu, Cyril francizstinu a Daniela $panieléinu. Mame teda mnoZinu Studentov A ={Adam, Beita,
Cyril, Daniela} a mnozinu jazykov B ={angli¢tina, francizstina, nemcina, $paniel¢ina}. To, aky
jazyk kto Studuje, sme popisali slovne, d4 sa to vyjadrif aj tabulkou alebo obrazkom

Student jazyk o
Adam  angli¢tina anglictina
Adam  nemcina francuzstina
Beita francizstina "

’ “ C e nemecina
Beita S$paniel¢ina o
Cyril francizstina Spaniel¢ina
Daniela  Spaniel¢ina

a dé sa to vyjadrif aj pomocou usporiadanych dvojic

R ={(A,a),(An),(B,f),(B,S),(C[),(DS)}.

Je zrejmé, ze R C A x B. MnozZina fR sa nazyva bindrna reldcia a vyjadruje vztah medzi prvkami
mnoziny A a prvkami mnoZiny B, ¢iZe to ktory prvok jednej mnozZiny, je vo vzfahu s prvkom druhej

mnoZziny.
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Vztah medzi prvkami dvoch mnoZin méZeme formalizovat pomocou pojmu bindrnej reldcie.

Definicia 6.1.1 — Bindrna reldcia. Lubovolnd podmnoZina kartézskeho sicinu X x Y sa
nazyva bindrna reldcia 2R z mnoZiny X do mnoziny Y. Ak je (x,y) € %R, tak hovorime, Ze x je
v relécii s y a zapisujeme to xSRy.

Ak plati X =Y, tak hovorime, Ze ‘R je bindrna reldcia na mnoZine X.

Ako sme si uz ukézali v priklade 6.1, bindrne reldcie sa daju popisat
1. vymenovanim mnozZiny R,
tabulkou,
Sipkovym diagramom (priklad 6.1),
orientovanym grafom (pozri priklad 6.2),
pomocou nejakej vlastnosti zadanej napr. predpisom (priklad 6.2),
6. maticou (pozri podkapitolu 6.4, str. 128).

A

Pri popisovani bindrnej reldcie R z mnoZiny X do mnoZiny Y kreslime mnoZinu X vlavo, mnoZinu
Y vpravo a z prvku x € X pojde Sipka do prvku y € Y prave vtedy, ak xRy. Pre bindrnu relaciu
R na mnozine X (pre X =Y ) zostrojime orientovany graf s mnoZinou vrcholov X.

m Priklad 6.2 Ukdzeme si priklad reldcie PR na mnozine A = {1,2,3,4} definovani predpisom
R={(a,b); a,bec A Na<b}.

- ‘ — Plati R C A x A, tito relaciu vieme popisaf aj vymenovanim jej prvkov

‘ R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4), (4,4)}
‘ apomocou orientovaného grafu tito reldciu moéZeme zakreslit napriklad
) tak, ako to vidime na obrazku vlavo. .

Ak mame relaciu R na mnoZine X, tak vrcholy grafu reldcie R budid prvky mnoZiny X. Ak pre
x,y € X, je (x,y) € R, tak v orientovanom grafe pdjde orientovand hrana z vrcholu x do vrcholu y.
Ak (x,x) € R, tak v grafe bude slu¢ka na vrchole x.

n Priklad 6.3 Reldciu PR na mnoZine X = {a,b,c,d} mdzeme zadaf aj pomocou orientovaného

grafu. Nech je grafom reldcie
c@ by o
©)

Potom R = {(a,a), (b,c),(c,b),(d,d)}. .

Vlastnosti relacii

Na predmete Diskrétna matematika sa budeme zaoberaf prevazne binarnymi relaciami na mno-
Zine, CiZe bindrnymi reldciami, pre ktoré X = Y. V oboch kapitolach o relaciach, pokial v konkrét-
nom pripade nebude uvedené inak, budeme pojmom reldcia oznacovat bindrnu reldciu na mnoZine.
Teraz si definujeme a na prikladoch ilustrujeme niektoré vlastnosti reldcif.

Definicia 6.2.1 — Reflexivna relacia. Majme reldciu R na mnoZzine X. Potom reldcia R je
reflexivna, ak pre kazdé x € X: (x,x) € R.
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Reldcia z prikladu 6.2 je reflexivna, lebo pre vSetky x € X: x < x. Preto m4 jej orientovany
graf slucku pri kazdom svojom vrchole. To je zaroven vlastnost grafu kazdej reflexivnej relacie.
Reldcia z prikladu 6.3 nie je reflexivna, lebo (b,b) € R a ani (c,c) ¢ R. Vidno to aj z jej grafu.
Pri vrchole b, ani pri vrchole c¢ tito reldcia nema slucku.

Definicia 6.2.2 — Symetricka relacia. Majme reldciu 93 na mnoZine X. Potom reldcia R
je symetrickd, ak plati (Vx € X) (Vy € X): (x,y) € R= (y,x) € R.

Rel4cia z prikladu 6.3 je symetrickd, pretoZe plati

(a,a) eR = (a,a) €R (byc)eR = (c,b)eR

(d,d)eR = (d,d)eR (e,b)eR = (byc)eR
Ak v orientovanom grafe symetrickej reldcie existuje hrana z vrcholu x do vrcholu y, tak musi
existovaf aj spitnd hrana z vrcholu y do vrcholu x. Graf reldcie z prikladu 6.3 ma tito vlastnost
a graf reldcie z prikladu 6.2 ju nemad. Relécia z prikladu 6.2 nie je symetricka, pretoze pre x # y
neplati implikdcia (x <y) = (y <x).
Na to, ako zistit, ¢i dand reldcia nie je symetrickd si znegujeme jej definiciu. Negéciou tvrdenia

(M eX)(VyeX): (x,y) eR= (y,x) €ER

je tvrdenie
(TFeX)(IeX): (xy) eRA (x)€R

Na orientovanom grafe reldcie sa to prejavi tak, Ze existuje hrana z vrcholu x do vrcholu y, ale
neexistuje spatna hrana z vrcholu y do vrcholu x.

Definicia 6.2.3 — Antisymetricka relacia. Majme reldciu YR na mnozine X. Potom reldcia
R je antisymetrickd, ak plati (Vx € X)(VyeX): ((x,y) €R A (y,x) €R) = (x=Yy).

Reldcia z prikladu 6.2 je antisymetrickd, pretoze plati (x <y A y <x) = (x =y). Naopak,
reldcia z prikladu 6.3 antisymetrickd nie je, pretoze (b,c) € R a (c,b) € R, ale b # c.

Z vety o obmenenej implikécii, spomenutej v podkapitole o nepriamom dbkaze (podkapitola
2.2), vieme, Ze vyroky p = qa —q = —p st tautologicky ekvivalentné. Spravme teraz obmenenu
implikaciu ku implikdcii z definicie 6.2.3. P6vodnd implikdcia je

(VxeX)(VyeX): ((xr,y) €R A (yx) ER) = (x=y).
Ku nej obrétend, tautologicky ekvivalentnd, implikécia bude

(vxeX)(WeX): (x#y) = ((x,y) €R V (1) €R).

Z posledne uvedenej implikicie vyplyva, Ze v orientovanom grafe antisymetrickej reldcie medzi
kazdymi dvoma rdéznymi vrcholmi existuje najviac jedna hrana. Graf reldcie z prikladu 6.2 tito
podmienku spifia, graf reldcie z prikladu 6.3 ju nespliiia.

Ak reldcia nemd Cleny (x,y) pre x # y, tak je automaticky antisymetrickd.

n Priklad 6.4 Napriklad relécia R = {(a,a), (b,b),(c,c)}, ktorej graf je na nasledovnom obréazku,
je antisymetricka. Takisto je z predoslych definicif a grafu tejto reldcie zrejmé, Ze je aj symetricka.

Z tohto prikladu vidime, Ze vlastnost ,, byt antisymetrickd“,

@k) @D C(_D:) neznamend ,,nebyf symetrickd“. Reldcia mdze byt sicasne

symetricka aj antisymetricka. .
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To, kedy dani reldcia nie je antisymetrickd, zistujeme tak, Ze znegujeme podmienku v definicii
6.2.3. Pévodna podmienka je

(Vx e X) (VyeX): ((x,y) ER A (y,x)ei)‘i) = (x=y)

a jej negicia bude mat podobu
(IreX)(FeX): ((ry)eRA (yx) €R) A (x#£Y).

Na orientovanom grafe nie antisymetrickej reldcie nastdva situécia, Ze dva rozne vrcholy sd oboj-
smerne spojené hranami. Taky graf je napriklad graf relacie z prikladu 6.3. Medzi vrcholmi b a ¢
existuji hrany v oboch smeroch a pritom b # ¢, st to dva r6zne objekty z mnoziny X.

Definicia 6.2.4 — Tranzitivna reldcia. Majme reldciu R na mnozine X. Potom reldcia R je
tranzitivna, ak plati (Vx € X) (Vy € X) (Vz€ X): ((x,y) €R A (3,2) €R) = ((x,2) € R).

m Priklad 6.5 Nech fR je reldcia na mnozine X = {1,2,3} definovand predpisom

R={(xy): x,yeX Ax<y}.

Orientovany graf tejto reldcie je na obrazku vpravo. Reldcia R je tranzitivna,
pretoZe plati

(x<yAy<z)=(x<z).

Vo vSeobecnosti musime na overenie tranzitivnosti danej reldcie prehladat vSetky dvojice
usporiadanych dvojic, pre ktoré plati (x,y) € R, (y,z) € R azistif ¢iaj (x,z) € R. V pripadoch ak
x =1y, alebo y =z, je podmienka ((x,y) € R A (y,2) € R) = ((x,z) € R) automaticky splnend
a netreba ju overovat. Overovat staci pripady, ked’ x # y # z.

Vlastnost ,,byf tranzitivna“ na orientovanom grafe reldcie znamend, Ze ak existuju hrana
z vrcholu x do vrcholu y a existuje hrana z vrcholu y do vrcholu z, tak musi existovat aj hrana
z vrcholu x do vrcholu z. Celkovo, ak je dand reldcia tranzitivna, moZu nastaf dva pripady.

. 2y, y#z,x#=z

Cervend hrana z vrcholu x do vrcholu z je vynitend tranzitivnostou danej
relécie a existenciou hrdin zxdoyazydo z.

2. z=z,x#vy

Existenia hrdn z x do y a z y do z = x vynucuje 3j
existenciu slucky na vrchole x. Na obrdzku vlavo je to . .
zvyraznené Cervenou farbou. Ale rovnako této situdcia

_o vynucuje aj existenciu slucky na vrchole y, o je vidief @_o
na obrdzku vpravo.
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Ako zistime, Ze dand reldcia nie je tranzitivna? Znegujeme podmienku z definicie 6.2.4. P6vodna
podmienka je

(VxeX)(VyeX)(VzeX): ((x,y) €R A (12) €ER) = ((x,2) €R)
a jej negicia bude
(IreX)(FeX)(FzeX): ((ry) €R A (1,2) €R) A ((x,2) €R).

Relacia z prikladu 6.3 nie je tranzitivna, pretoze (b,c) € R, (c,b) € R, ale (b,b), ani (c,c)
nepatria do relacie R.

n Priklad 6.6 Zoberme si relaciu R = {(a,b), (b,c)} na mnozine X = {a,b,c}.

Na obrazku vlavo je orientovany graf reldcie 9. Této relécia nie je tranzitivna,
pretoZe v grafe je hrana z vrcholu a do vrcholu b, je tam aj hrana z vrcholu b
do vrcholu ¢, avSak chyba tam pre tranzitivnost ,,povinnd* hrana z vrcholu a
do vrcholu c. Na obrdzku je tito chybajica hrana zndzornen4 Ciarkovane.

Operdcie s relaciami

Pre 'ubovolnd relaciu YR z mnoziny X do mnoziny Y vieme zostrojif aj ,,opacni* reldciu z mnoZiny
Y do mnoZiny X. Takéto ,,opa¢nd* reldcia sa matematicky korektne nazyva inverznd relcia a dos-
taneme ju tak, Ze v relacii R prehodime poradie vsetkych jej usporiadanych dvojic.

P ) Inverzné reldcie st zovSeobecnenim inverznych funkcii.

Definicia 6.3.1 — Inverznd reldcia. Majme reldciu R z mnoziny X do mnoZiny Y. Inverzna
reldcia k reldcii 9%, oznaCujeme ju J}~!, je reldcia z mnoZiny Y do mnoZiny X definovani
predpisom R~ = {(y,x); (x,y) € R}.

m Priklad 6.7 Majme mnoziny X = {2,3,4}, Y = {3,4,5,6,7} arelaciu /& z mnoziny X do mno-
Ziny Y, dand predpisom R = {(x,y); x|y A (x,y) € X x Y}. TakZe prvky reldcie R st

R ={(2,4),(2,6),(3,3),(3,6),(4,4) }
a potom inverzna reldcia 93~! bude

R'=1{(4,2),(6,2),(3,3),(6,3),(4,4)} .

Slovne by sme inverzni reldciu 93~ mohli popisaf tak, Ze (x,y) € R~! prave vtedy, ked ,, éislo x
Jje delitelné cislom y*“. "

Ak médme reldciu R z mnoziny X do mnoziny Y a relaciu R, z mnoZiny Y do mnoZiny Z, tak
tieto dve reldcie moZeme ,,zloZit*. Robime to tak, Ze reldciu R, aplikujeme na vysledok relacie
Ri.

P ) Skladanie relacif je zovSeobecnenim skladania funkcii.
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Definicia 6.3.2 — Skladanie reldcii. Majme reldciu 93 z mnoziny X do mnoZiny Y a reldciu
R, z mnoziny Y do mnoZiny Z. ZloZenim reldcii R; a fR; je relacia Ry o R z mnoziny X
do mnoZiny 7Z, definovand predpisom

9%209%1:{(x,z); (HyEY: (x,y) €R; A (y,z)emz)}.

u Priklad 6.8 Nech X = {1,2,3}, Y = {a,b,c} a Z = {x,y}. Dalej nech %, je reldcia z mnoziny
X do mnoZiny Y dand predpisom

R = {(1,a),(1,b),(2,b),(3,b),(3,0)}

a MR, je reldcia z mnoZiny Y do mnoZiny Z dana predpisom

Ry = {(a,x),(a,y), (b,y), (Cax)} .

Potom zloZena relacia R, o R bude

RyoRy = {(l’x)’ (1,5),(2,5), (3,%), (37)7)} )

Uvedené skladanie relacii 931 a R, si méZeme pekne ilustrovaf na nasledujicom obrazku.

Ry
/

X

O FO 6

=

Maticova reprezentdcia bindarnych reldacii

V Casti 6.1 sme si ukdzali, Ze bindrne relécie sa daji reprezentovat viacerymi spdsobmi. UZ sme
si na prikladoch ukézali reprezentdciu reldcii vymenovanim ich prvkov, tabulkou alebo Sipkovym
diagramom (priklad 6.1, str. 123), orientovanym grafom aj popisanim vlastnosti nejakej relécie.
ESte si ukdZeme reprezentaciu bindrnych reldcii maticami.

Matice st vhodny prostriedok na reprezentaciu bindrnych reldcii medzi dvoma konecnymi
mnozinami. Ak mdme reldciu YR z mnoziny X do mnoziny Y, tak riadky matice budi zodpovedat
prvkom mnoZiny X a stipce matice budi zodpovedat prvkom mnoZiny Y, oboje v nejakom poradi.
Cisla v matici budi len 0 alebo 1. V pripade, Ze nejaky prvok mnoZiny x € X je v reldcii s prvkom
y € Y, bude v matici na pozicii xy ¢islo 1. Na vSetkych ostatnych poziciach budu cisla 0.

» Priklad 6.9 Majme reliciu R = {(1,b),(1,d),(2,¢),(3,b),(3,c)} z mnoziny X = {1,2,3}
do mnozZiny Y = {a,b,c,d}. Pri lexikografickom usporiadani prvkov mnozin X a Y bude (6.1)
maticou reldcie ‘.

a b ¢ d d b a c
1 /01 01 2 /0 0 0 1
210010 6.1) 3101 01 (6.2)
3\0 1 1 0 1\1 100
Ak by sme ale prvky mnoziny X usporiadali v poradi (2,3,1) a prvky mnoziny Y v poradi

(d,b,a,c), tak maticou tej istej reldcie R bude (6.2). "
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UkédZeme si eSte iny priklad. Tentoraz si zoberieme reldciu na mnoZine.

m Priklad 6.10 Reldcia R je dand na mnozine X = {a, b, c,d}, vymenovanim svojich prvkov

R= {(a7a>7 (b7b>7 (bvc)7 (C,b), (C,C), (dvd)} :
Pri lexikografickom usporiadani prvkov mnoziny X bude matica relacie R

a b ¢ d
a 1 00O
> 0 1 1 0
c]l 01 1 0
d \0 0 0 1

P ) Matica reldcie na mnoZine je vZdy Stvorcova.

V Casti 6.2 sme si definovali vlastnosti reldcii: reflexivnost, symetrickost, antisymetrickost,
tranzitivnost. Ukazali sme ako zistime, ¢i dand relacia tieto vlastnosti mé, alebo nema, na zaklade
mnoZinového zapisu alebo orientovaného grafu reldcie. Casto vsak, napr. pri reldciach na velkych
mnoZinach alebo spracovavani na pocitaci, je na overovanie vlastnosti relacii vyhodnejSia prave
ich maticova reprezenticia. Teraz si ukdZeme ako z maticového zdpisu danej reldcie zistime jej
vlastnosti. Rovnako ako v ¢asti 6.2 sa tu budeme zaoberaf len reldciami na mnoZine a v ich maticovej
reprezentacii budd riadky aj stipce matice relacie vzdy v rovnakom usporiadani.

Reflexivnhost

Ak mame maticovu reprezentaciu reflexivnej relécie, tak vSetky cisla na hlavnej diagondle matice
musia byt 1. Zoberme si napr. matice reldcie z prikladu 6.2, strana 124. Bude to matica

1 2 3 4

1 1 1 1 1

. ‘. 2101 11
Matica relacie z prikladu 6.2: 5 00 1 1 (6.3)

4 \0 0 0 1

Této matica m4 vSetky ¢isla na hlavnej diagondle 1 a z toho hned’ vidime, Ze zodpovedajica reldcia
je reflexivna. Pozrime sa teraz na maticu reldcie z prikladu 6.3, strana 124.

a b ¢ d

a 1 0 0O

. . o[ 0010
Matica reldcie z prikladu 6.3: .lo1 00 (6.4)

da\0 0 0 1

Tato matica ma v 2. a 3. riadku na hlavnej diagondle ¢isla 0, a preto zodpovedajuca reldcie nie je
reflexivna.

Symetrickost

To, ¢i dand rel4cia je, alebo nie je, symetrickd, zistime z jej matice rovnako l'ahko ako jej reflexiv-
nost. Matica symetrickej reldcie musi byt symetricka podla hlavnej diagondly. Ak si maticu reldcie
R oznatime R a jej prvky ry;, tak pre symetricki reldciu musf plati¢ R = R, alebo inak povedané
Vi,j: rij =Trji.

Rel4cia z prikladu 6.3 je symetrickd, pozri maticu (6.4) a relédcia z prikladu 6.2 symetrickd nie je,
pozri maticu (6.3).
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Antisymetrickost

Podra definicie je dana reldcia na mnoZine X antisymetricka, ak plati
(VxeX)(VyeX): ((x,y) ER A (yx) €R) = (x=Yy).

Alebo mdzeme povedat, Ze dand reldcia na mnoZine X antisymetricka nie je, ak plati

(TeX)(FyeX): ((x,y) €R A (yx) €R) A (x#£Y).

Priamo z definicie je zrejmé, Ze antisymetrickost vieme z matice danej reldcie overif rovnako ahko
ako predoslé vlastnosti. Budeme pritom overovat, ¢i dana relacie nie je antisymetrickd, pretoze
tento test je jednoduchsi (rychlejsi), nez overovanie ¢i, antisymetrickd je. Ak si maticu reldcie R
ozna¢ime R a jej prvky r;;, tak reldcia R nie je antisymetrickd, ak

i, jo (#J) A (ij=rji=1).
Reléacia z prikladu 6.3 nie je antisymetrickd, pozri maticu (6.4). V tejto matici rp3 = r3p = 1

a 2 # 3. Reldcia z prikladu 6.2 antisymetricka je, pozri maticu (6.3). ESte si mdZeme pozrief aj
maticu reldcie z prikladu 6.4 (str. 125). Je to matica

a b ¢
a 1 00

Matica relacie z prikladu 6.4:  » 010 (6.5)
c\0 0 1

Této relécia je aj symetrickd, aj antisymetrickd.

Tranzitivnost

S overovanim tranzitivnosti danej reldcie pomocou jej maticovej reprezentécie je to trochu kom-
plikovanejSie neZ s ostatnymi troma vlastnostami. Preto si najskor situdciu ilustrujeme na priklade
reldcie medzi dvoma mnoZinami. AZ potom sformulujeme vetu hovoriacu o tom, ako zistime
tranzitivnost reldcie z jej maticovdho zdpisu. Bude to veta 6.4.3.

m Priklad 6.11 Nech R, ={(1,q),(2,b),(3,a),(3,b)} je reldciaz mnoziny X = {1,2,3} do mno-
ziny Y = {a,b} a nech R, = {(a,x),(a,y),(b,y),(b,2)} je relicia z mnoziny Y do mnoZiny
Z = {x,y,z}. Pri lexikografickom usporiadani prvkov mnozin X, Y a Z budd maf reldcie R; a R,
matice R; a R,.

a b
Xy z
1 1 0
a {1 10
Ri=2| 0 1 a Rz_b<011>
3 1 1
a sucin tychto dvoch matic bude
Xy z
1 1 10
Rl.Rzz 2 0 1 1
31 2 1

UkdZeme si ¢o predstavuje sucin R;.R;. Dokdzeme, Ze ak by sme ¢islo 2 v poslednom riadku
nahradili ¢islom 1, tak takto upravend matica R;.R, by bola maticou zloZenej reldcie R, ofR;.
Toto dokdZeme ako lemu, aj ked ide len o pomocné tvrdenie ku tomuto konkrétnemu prikladu.
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Lema 6.4.1 — O suc¢ine R;.RR, zprikladu 6.11. Nechi € {1,2,3} a k € {x,y,z}. Potom prvok
v i. riadku a k. stipci matice R;.R, (budeme ho oznalovat ri) je nenulovy prave vtedy, ked
(i,k) € RyoMRy.

Dokaz: v tvrdeni sa jedna o ekvivalenciu, takZe dokazovaf ho budeme ako dve implikacie.

= Prvok ry matice R;.R, sa poéita ako skaldrny sd¢in i. riadku matice R; a k. stipca
matice R,. Oznaéme si

i. riadok matice Ry : (s,#) a k. stipec matice R, : (ﬁ) , kde s,t,u,v € {0,1}.

Potom

k
a b
u
Tik = i (s t).Z(V>:s.u+t.v.

Nech ry, # 0, ¢ize s.u+t.u # 0. Potom bud’ s.u # 0, alebo z.v # 0. Nech s.u £ 0 (pripad
t.v # 0 sa ukdZe podobne). Potom s # 0 a u # 0. To ale znamend, Ze (i,a) € R; a
(a,k) € Ry, apreto (i,k) € RyoNRy.

<= Nech (i,k) € Ry oR,. Potom (i,a) € R; a (a,k) € Ry, alebo (i,b) € Ry a (b,k) € Ry.
V prvom pripade s.u = 1, vdruhom pripade z.v = 1.Ztoho vyplyva, Ze ry =s.u+t.v#0.
TakZe dokézali sme, Ze ak (i,k) € Ry oM, tak ry # 0.

Q.E.D.

V predoslom tvrdeni sme dokdzali, Ze (i,k) € R, oM, prave vtedy, ked matica R;.R, md v i.
riadku a k. stlpci nenulové ¢islo. Preto matica R;.R; je ,,takmer* matica reldcie R, oR;. Staci
ak vSetky nenulové ¢isla matice R;.R, nahradime jednotkami a dostaneme tym maticu relacie

R, oR;. Matica relacie Ry o R bude teda

[}

—_— O = =
—_— = =
— O N

Vysledok dokdzany v priklade 6.11 sa d4 zovSeobecnit.

Veta 6.4.2 — O matici zloZzenej reldcie. Nech X, Y a Z sii kone¢né mnoziny. Dalej nech
R, je relacia z mnoZziny X do mnoziny Y a R, je reldcia z mnoZziny Y do mnozZiny Z. Zvolme
si pevné usporiadanie mnozin X, Y a Z a nech R; je matica reldcie R; a R, je matica reldcie
R, v tomto usporiadani. Potom matica relacie R, o R, vzhladom na zvolené usporiadenie, sa
ziska tak, Ze v matici R;.R, vSetky nenulové ¢isla nahradime jednotkami.

Do&kaz: tejto vety sa robi analogicky ako dokaz lemy 6.4.1.

Pomocou vety 6.4.2 uz vieme rozhodnif o tranzitivnosti danej reldcie na zdklade jej maticovej
reprezenticie. Podmienku urcenia tranzitivnosti danej reldcie na zdklade jej maticovej reprezentacie
dokazeme ako vetu 6.4.3.



132 Kapitola 6. Bindrne reldcie, ich vlastnosti a reprezentacia

Veta 6.4.3 — Tranzitivnost reldcie na mnozine. Reldcia 3 na mnoZine X je dand maticou
R, priCom prvky mnoZiny X sd pevne usporiadané. Reldcia R je tranzitivna prave vtedy, ked
plati tvrdenie: ,,ak (ij). prvok matice R? je nenulovy, tak aj (ij). prvok matice R je nenulovy.

Dokaz: je zaloZeny na vete 6.4.2. Tvrdenie budeme opit dokazovat ako dve implikacie.

= Nech reldcia %R je tranzitivna a nech (ij). prvok matice R? je nenulovy. To, podla vety
6.4.2, znamend, Ze (i, j) € R oR. Musi preto existovat k € X: (i,k) € R A (k,j) € R.
Z tranzitivnosti reldcie R potom dostdvame, Ze (i, j) € R, CiZze (ij). prvok matice R je
nenulovy.

< Nech plati tvrdenie: ,,ak (ij). prvok matice R? je nenulovy, tak aj (ij). prvok matice
R je nenulovy.“ Nech x,y,z € X a pri danom usporiadani mnoziny X, x je i., y je k. a z
je j. prvok mnoziny X. Dalej nech (x,y) € R a (y,z) € R. Potom (x,z) € Ko R, Cize
(ij). prvok matice R? je nenulovy. To podra platného tvrdenia znamend, e aj (ij). prvok
matice R je nenulovy, ¢o dalej znamend, Ze (x,z) € R. TakZe ak plati uvedené tvrdenie,
tak reldcia R je tranzitivna.

Q.E.D.

VyuZzitie vety 6.4.3 si ilustrujeme na nasledujticich dvoch prikladoch.

n Priklad 6.12 Majmereldciu R = {(a,a), (b,b), (b,c),(c,b),(c,c),(d,d)}, (priklad 6.10) na mno-
zine X = {a,b,c,d}. Matica tejto reldcie je

a b ¢ d a b ¢ d

« /10 0 0 « /10 0 0
sl 0110 s 5] 0220
R="1o110 a R= 19220
d\0 0 0 1 d\0 0 01

Z uvedenych matic vidime, 7e ak (ij). prvok matice R? je nenulovy, tak aj (ij). prvok matice R
je nenulovy. To podla vety 6.4.3 znamen4, Ze reldcia ‘R je tranzitivna. "

m Priklad 6.13 Majme relaciu R = {(a,a),(a,c), (b,b),(c,b),(c,c),(d,d)}, definovani na mno-
zine X = {a,b,c,d}. Matica tejto reldcie je

a b ¢ d a b ¢ d

« /101 0 « /1 120
sl o0o 100 , sl 0100
R="1o110 a R= 19210
s\ 0 0 0 1 N0 0 01

Z uvedenych matic vidime, 7e neplati tvrdenie ,,ak (ij). prvok matice R? je nenulovy, tak aj (ij).
prvok matice R je nenulovy*“, pretoze {R2}12 =1, ale {R},, = 0. To podra vety 6.4.3 znamen4,
Ze reldcia R nie je tranzitivna. "
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6.5 Cyvicenia

Cvicenie 6.1 Nakreslite orientovany graf relacie
(@ ®R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)}, na mnozine X = {1,2,3},
() R={(1,1),(2,3),(3,4),(4,1)}, namnozine X = {1,2,3,4},
(©) X={1,2,3,4} a R={(x,y); (x,y) €X® A x* >4}

Cvicenie 6.2 Zapiste relaciu dand orientovanym grafom ako mnoZinu usporiadanych dvojic

a) b)
O™
4
2 O

I Cvicenie 6.3 Pre kazdu relaciu z cviceni 6.1 a 6.2 ndjdite inverznd relaciu. u

Cvicenie 6.4 Predpisom R = {(x,y); 3| (x—y) A (x,y) € X*} je dand reldcia R na mno-
Zine X =1{1,2,3,4,5}.

(a) Zapiste relaciu YR ako mnozinu usporiadanych dvojic.

(b) Nakreslite orientovany graf reldcie 9.

(c) Zostrojte relaciu R,

Cvicenie 6.5 Predpisom R = {(x,y); x+y <6 A (x,y) € X?} je dand reldcia R na mno-
zine X=1{1,2,3,4,5}.

(a) Zapiste relaciu SR ako mnoZinu usporiadanych dvojic.

(b) Nakreslite orientovany graf relacie fR.

(c) Zostrojte relaciu R,

zine X =1{1,2,3,4,5}.
(a) Zapiste relaciu SR ako mnoZinu uspo- (b) Nakreslite orientovany graf reldcie ‘R.
riadanych dvojic. (c) Zostrojte reldciu R

Cvicenie 6.7 Na mnozine X = {1,2,3,4} sd dané dve reldcie

R ={(1,1),(1,2),(3,4),(4,2)} a R={(1,1),(2,1),(2,2),(3,1),(4,4)}.
Néjdite rel4cie

| Cvicenie 6.6 Predpisom R = {(x,y); x=y—1A (x,y) € Xz} je dand relacia R na mno-
|
| (a) 9{1 o ﬁ)‘il (b) 9‘{1 o 9{2 (C) mz o 9‘{1 (d) 9‘{2 o 9{2
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Cvicenie 6.8 Namnozine X = {1,2,3,4} ndjdite priklad reldcie, ktor4 je

(a) reflexivna a symetrickd, ale nie tranzitivna,

(b) reflexivna, nie symetrickd, nie tranzitivna,

(c) reflexivna a antisymetrickd, ale nie tranzitivna,

(d) nie reflexivna, symetrickd, nie antisymetrick4, tranzitivna,

(e) nie reflexivna, nie symetrickd, tranzitivna,

Cvicenie 6.9 Nech R a G su dve relacie na mnozine X. O kazdom z nasledujicich vyrokov
rozhodnite, ¢i je pravdivy. Ak je pravdivy, dokézte ho, ak nie je pravdivy, ndjdite kontrapriklad.

(a) Ak R je tranzitivna, tak S3~! je tranzitivna.
(b) Ak %R je reflexivna, tak 93~ je reflexivna.
(c) Ak sd fR, G reflexivne, tak je SRUG reflexivna.
(d) Aksu R, G reflexivne, tak je RN G reflexivna.
(e) Aksu ‘R, G reflexivne, tak je R0 S reflexivna.
(f) Ak R je symetrickd, tak 23! je symetrick4.
(g) Aksu R, G symetrické, tak je RUGS symetricka.
(h) Ak sa R, G symetrické, tak je RN S symetricka.
(1) Ak su R, G symetrické, tak je SRo & symetricka.
() Ak R je antisymetrick4, tak 937! je antisymetricka.
(k) Ak st R, G antisymetrické, tak je PRUGS antisymetricka.
(D) Ak st R, © antisymetrické, tak je 2N G antisymetricka.
(m) Ak st R, & antisymetrické, tak je SRo S antisymetricka.

Cvicenie 6.10 N4jdite maticu reldcie 8 z mnoZiny X do mnoZziny Y pri usporiadani mnoZin
X a Y tak, ako je to uvedené v zadani.

(@ R={(1,6),(2,a),(2, )(3[3, ,6)}, X={1,2,3} a Y={a,B,7,6,¢}
(b) R= {(1,5),(2,(1),( ’ )7( ’ 7 7 }’ X_{33271} a Y—{e,y,ﬁ,a,S}
(c) R= {(x,a),(x,c),(y,a),(y,b),(z,d)}, X= {x’yaz} ayY= {a,b,c,d}

Cvicenie 6.11 N4jdite maticu reldcie R na mnoZine X vzhladom na usporiadanie mnoZiny
X uvedené v zadani.

(@ R=1{(1,2),(2,3),(3,4),(4,5)}, X={1,2,3,4,5}
(b) ®=1{(1,2),(2,3),(3,4),(4,5)}, X={5,3,1,2,4}
(c) R= {(x,y); (x<y) A (x,yeX) }, X=1{1,2,3,4}
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Cvicenie 6.12 Zapiste relaciu R dani maticou, ako mnoZinu usporiadanych dvojic

(b) (©)

)
S = =
—_— O N
—_—— W

S Q
- O O = =
=

—_ O O O =
—_— = O =
—_ O O O n
N -
Y
—_— O &
N———
= =
S = O = =
OO OO =
O = O =
—_ o O O n

U
™

Cvicenie 6.13 Je dana reldcia R z mnoZiny X do mnoZiny Y. Ako moZno z jej matice urcif
reldciu /1?2 -

usporiadani. Okrem toho st dané relacie
={(Lx),(Ly),2.x),3x} a SR={(xb),(a),b),0c)}

(a) maticu relacie R pri danych usporiadaniach,
(b) maticu relacie *R; pri danych usporiadaniach,
(c) maticu zloZenej reldcie i, oR; pri danych usporiadaniach,

(d) relciu PR, o R ako mnoZinu usporiadanych dvojic.

Cvicenie 6.15 Na mnozine X = {1,2,3} st dané relicie R; a PR, maticami

2
1
a RQZZ
3

—_—0 = =
—_ = O W
_—0 O ==
O = =N
—_— 0 O w

1
R1=2
3

S = O

(a) Ngjdite maticu relacie 2R UR; pri rovnakom usporiadani mnoZiny X.

(b) N4jdite maticu reldcie J3; MR, pri rovnakom usporiadani mnoZiny X.

| Cvicenie 6.14 Dané si mnoziny X = {1,2,3}, Y = {x,y} a Z = {a,b,c} v uvedenom

Cvicenie 6.16 O kaZdej relécii z cviceni 6.4, 6.5 a 6.6 (strana 133) rozhodnite, ¢i je reflexivna,
symetrickd, antisymetrickd, tranzitivna. n

Cvicenie 6.17 Maticou

1 2 3 4 5
1 /1 0 1 01
21 01 0 0 1
31 001 00
4110010
s\1 1 0 0 1
je dand reldcia 98 na mnozine X = {1,2,3,4,5}. Zistite o tejto reldcii, ¢i je reflexivna, symet-

rickd, antisymetrickd, tranzitivna. n
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Cvicenie 6.18 Nasledujuce reldcie su vSetky na mnozine prirodzenych ¢isel N. O kazdej z nich
rozhodnite, ¢i je reflexivna, symetrickd, antisymetricka, tranzitivna.

(a) R= {(x,y); x=y* A (x,y) ENZ} (e) R= {(x,y); x—=y=2A (x,y) GNZ}
) R={(xy): 3| (x—y) A (xy)eN*} (B R={(xy); x>y A (x,y) e N*}
© R={(xy); 3| (x+29) A (x,y) €N’} (2) R={(xy); x>y A (x,y) €N’}
(d) R={(xy); x=y[=2 A (x,y) e N?*}

symetrickd, antisymetrickd, tranzitivna.
(a) X={a,b,c,d} a R={(a,a),(a,b),(b,b),(b,c),(b,d),(c,d),(d,d)}
(b) X={0,1,2} a R={(x,y); x<y A (x,y) €X*}
(¢) X={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} a R={(x,y); 3| (y—x) A (x,y) € X?}
d X=NaR={(xy); x<1+y A (x,y) eX?}
) X=Z aR= {(x,y); x<1l=y A (x,y) GXZ}
) X=ZaR={(x,y); x|y A (x,y) €X*}
(g X=RaR= {(x,y); xyeQ A (x,) EXZ}

1
Cvicenie 6.19 O kazdej z nasledujicich relacif na danej mnoZine X overte, Ci je reflexivna,
() X=RxR a (a,0)R(c,d) < ((a—i—b <o) A (b<d) A ((ab),(c,d) € X))

Cvicenie 6.20 Nech X # 0. Definujeme reldciu $R na potenénej mnozine &?(X) predpisom
(A,B) € R & (A CB). Je této reldcia reflexivna, symetrickd, antisymetrickd, tranzitivna? =

Cvicenie 6.21 O kazdej relécii z cviceni 6.11 (strana 134), 6.12¢) a 6.15 (strana 135) zistite
z jej maticovej reprezenticie, ¢i je prisluSnd reldcia reflexivna, symetrickd, antisymetricka,
tranzitivna. =

Cvicenie 6.22 Nech X je mnozina vSetkych 4-bitovych refazcov. Kazdy bit ma hodnotu 0
alebo 1. Definujeme reldciu R na mnozine X takto: r| R r, prave vtedy, ked nejaky podretazec
dizky 2 refazca ry je rovnaky ako podrefazec dizky 2 refazca r. Napriklad 0111971010, oba
refazce obsahuji podrefazec 01, ale refazce 1110 a 0001 nie sd v relécii, neobsahuji spolo¢ny
podrefazec dizky 2. Je reldcia SR reflexivna, symetrickd, antisymetrickd, tranzitivna? u

Cvicenie 6.23 N4jdite maticu inverznej relacie ku kazdej relacii z cviceni 6.10, 6.11 (str. 134),
6.12 a 6.17 (str. 135). m
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[7. Ciastoéné usporiadanie, ekvivalencie, funkcie

Ciasto&né usporiadanie
Lahko sa d4 nahliadnuf, Ze reldcia R zadand na mnoZine celych ¢isel predpisom

R = {(x,y); (x,y) c7Z* A xSy} )

je reflexivna, antisymetrickd a tranzitivna. Tuto reldciu zvykneme oznacovat aj symbolom ,,<*
a nazyvaf ,,usporiadanie®, pretoZe pomocou nej vieme mnoziny ¢isel usporiadat podla velkosti.
Rovnako aj reldcia ® zadand na mnoZine prirodzenych ¢isel predpisom

D ={(x); (xy) EN* A x|y},

je reflexivna, antisymetrickd a tranzitivna. Vo vSeobecnosti sa rel4cia s tymito vlastnostami nazyva
dlastocné usporiadanie.

Definicia 7.1.1 — Ciastoéné usporiadanie. Relicia 9@ na mnoZine X sa nazyva Ciastoéné
usporiadanie mnoZiny X ak je reflexivna, antisymetricka a tranzitivna. Ak relacia R je Ciastocné
usporiadanie mnoziny X a (x,y) € fR, tak to zvykneme oznacovaf x < y.

p) Reldcia ciastotného usporiadania na mnoZine, ndm prvky tejto mnoZiny istym spésobom
,;usporiadava‘.

Definicia 7.1.2 — Porovnatelné a neporovnatelné prvky. Majme reldciu <, ktord je Cias-
to¢nym usporiadanim na mnozine X. Ak pre x,y € X: (x Xy) V (y <x), tak x a y nazyvame
porovnatelné prvky. Ak pre x,y € X: (x Ay) A (y £ x), tak x a y nazyvame neporovnatelné
prvky.

n Priklad 7.1 Zoberme si napriklad reldciu ® (|) na mnozine prirodzenych ¢isel, spomenuti pred
definiciou 7.1.1. Této reldcia je ¢iastoénym usporiadanim mnoZiny prirodzenych &isel, ale nie
kazdé dve prirodzené ¢isla st fiou porovnatelné. Ak si napriklad zoberieme ¢isla 7 a 15, tak plati
(7115) A (1547). Cisla 7 a 15 st preto reldciou | neporovnatelné. .
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Definicia 7.1.3 — Linedrne usporiadanie. Majme reldciu <, ktord je ¢iastoénym usporia-
danim na mnozine X. Ak Vx,y € X: (x Xy) V (y = x), tak sa relicia < nazyva linedrne
usporiadanie na mnoZine X.

n Priklad 7.2 Zoberme si reldciu R ( <) na mnoZine celych &isel, definovant v ivode podkapitoly.
Téato relécia je linedrne usporiadanie na mnoZine Z, pretoZe l'ubovolné dve ¢isla fiou vieme porovnat.
Plati Vx,y € Z: (x<y) V (y <x). .

13

P Ciasto¢né usporiadanie na mnoZine X sa nazyva , éiastoéné* preto, lebo modZu existovat prvky
mnoziny X, ktoré sa tymto usporiadanim nedajd porovnat, si neporovnatelné.
Naproti tomu ak mdme na mnoZine X linedrne usporiadanie, tak tymto sa daji porovnaft
Tubovolné dva prvky mnoZiny X. Prvky mnoZiny X mdZeme ,linedrne usporiadat*.

Rozklad mnozin a reldcia ekvivalencie

Rel4ciu ekvivalencie mdZzeme definovat bud priamo pomocou jej vlastnosti, alebo sa k nej mdézeme
dopracovat prostrednictvom mnoZin a ich rozkladov. Najskor si ukdZeme pristup cez rozklad mnoZin
a potom definujeme (definicia 7.2.3) relaciu ekvivalencie pomocou jej vlastnosti.

Rozklad mnoziny

Zacneme definiciou jedného pomocného pojmu.

Definicia 7.2.1 — Systém mnozin. Systémom mnoZin budeme nazyvaf mnoZzinu, ktorej prv-
kami si mnoZiny, t.j. mnoZinu mnoZin.

p) So systtmom mnoZin sme sa uZ stretli na 1. prednaSke pri definicii poten¢nej mnoZiny (de-
finicia 1.1.10). Ak mdme mnozinu X, tak jej potenénd mnozina &?(X) je mnoZina vSetkych
jej podmnoZzin.

= Priklad 7.3 Priklady systémov mnoZin st nasledovné mnoZiny

81 = {{0,1,3},{2,4,5},{1,2,7}}
8 = {(kk+1): keZ}

83 = {{2n,2n+1}: neN}

S4 {{2n}: neN}

8§ = {{2n+1}: neN}

Definicia 7.2.2 — Rozklad mnoZiny. Rozklad mnoZiny X je taky systém R jej neprazdnych
podmnozin, ze kazdy prvok x € X patri prave do jednej mnoziny R € R. MnoZiny R € R sa
nazyvaju triedy rozkladu R.

= Priklad 7.4

* 8, z prikladu 7.3 je rozklad mnoZziny redlnych Cisel R.
* 83 z prikladu 7.3 je rozklad mnoZiny prirodzenych ¢isel N.
* 84U8s z prikladu 7.3 je tieZ rozklad mnoZiny prirodzenych cisel N.
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m Priklad 7.5 Majme mnozinu X = {1,2,3,4,5}. Potom
Rlz{{172}7{374}7{5}} a :}22:{{1’375}7{2}7{4}}

sd dva rozne rozklady mnoZiny X a
R3:{{173}a{2a4}} a :R4:{{132a3}a{3>475}}

nie st rozklady mnoziny X. Ziadna z mnozin v R3 neobsahuje ¢islo 5 a v pripade R4 je Cislo 3
v dvoch réznych mnoZinich. "

» Priklad 7.6 Nech X je mnoZina $tudentov v posluchdrni s n radmi sedadiel, na prednéaske

z diskrétnej matematiky. Dalej nech R;, pre i = 1,2, ...,n, oznauje mnozinu $tudentov sediacich
v i. rade posluchdrne. Potom samozrejme plati Vi: R; C X a R = {Ry,Ry,...,R,} je rozklad
mnoziny X. Preco? "

Relacia ekvivalencie

Ak mame akikol'vek mnozinu X a jej rozklad R, tak tento rozklad tplne prirodzenym spdsobom
definuje bindrnu reldciu 93 na mnoZine X predpisom

Y (x,y) € X?: ((x,y) €R) & (IRE R: x,yER)

Inak povedané, dva prvky mnoZiny X s v reldcii prave vtedy, ked patria do rovnakej triedy
rozkladu R.

Ak by sme si zobrali rozklad z prikladu 7.6, tak reldcia medzi Studentami bude definovana tak, Ze
dvaja Studenti budu v relécii prave vtedy, ak sedia v rovnakom rade posluchdrne. Tdto reldcia je
reflexivna, symetrickd a tranzitivna. Vieme to I'ahko overif a plati to aj v§eobecne, ako ukdZeme
v nasledujtcej vete.

Veta 7.2.1 — O reldcii danej rozkladom mnoziny. Nech R je rozklad mnoZiny X a reldcia
R je tymto rozkladom definovand predpisom

Y (x,y) € X%: ((x,y) €ER) & (BRER: (x€R) A (yER))
Potom reldcia R je reflexivna, symetricka a tranzitivna.
Dokaz:
> reflexivna — Priamo z definicie rozkladu mnoZziny a definicie relacie R plati
VxeX: (3ReR: (x€R)) = ((x,x) €R),
a preto je reldcia R reflexivna.

> symetrickd — Plati (xeR) A (y€R)) < ((y€R) A (x€R)). Preto podla definicie
relacie R plati ((x,y) € R) < ((vx) € R), Cize reldcia R je symetrickd.

> tranzitivna—Nech (x,y) € R a (y,z) € R. Potom podla definicie reldcie SR musi existovat
nejaka trieda rozkladu, ozna¢me si ju R; € R, takd, ze (x € R;) A (y € R1). Rovnako,
vzhFadom na to Ze (y,z) € R, musi existovaf aj trieda rozkladu, ozname si ju R, € R, takd,
ze (y € R2) A (z € R2). Avsak, podra definicie rozkladu mnozZiny, prvok y neméze patrit
do dvoch réznych tried rozkladu, takze plati Ry =R, =R a (x€R) A (YER) A (ZER).
Potom vsak (x,z) € R areldcia R je tranzitivna.

Q.E.D.
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» Priklad 7.7 Majme mnozinu X = {1,2,3,4,5,6} a jej rozklad R = {{1,3,5},{2,6},{4}}.
Potom relacia R definovana tymto rozkladom bude

R={(1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,6),(3,1),(3,3),(3,5), (4,4),(5,1),(5,3),(5,5), (6,2),(6,6) }

Majme rozklad R mnozZiny X a reldciu R definovani tymto rozkladom, Potom prvky mnoZiny
X, ktoré patria do rovnakej triedy rozkladu, povaZujeme za ekvivalentné, rovnocenné, v zmysle
relacie *R. Ak si napriklad zoberieme mnoZzinu, jej rozklad a reldciu nim definovant, z prikladu
7.6, tak dvaja Studenti budd v tejto relécii ,,ekvivalentni®, ak sedia v rovnakom rade posluchirne.
Takto chapand ekvivalencia, rovnocennosf, je motivaciou pre nasledujicu definiciu.

Definicia 7.2.3 — Reldcia ekvivalencie. Bindrna reldcia na mnozine X, ktord je reflexivna,
symetrickd a tranzitivna, sa nazyva reldcia ekvivalencie na mnozine X.

Napriklad reldcia z prikladu 7.7 je reldciou ekvivalencie na mnozine X = {1,2,3,4,5,6}.
Bud priamo z mnoZinového zdpisu, alebo z orientovaného grafu tejto reldcie sa l'ahko mdZeme
presvedcit, Ze je reflexivna, symetricka aj tranzitivna. Okrem toho to vyplyva aj z vety 7.2.1, kedZe
ide o reldciu definovani rozkladom mnoZiny X.

n Priklad 7.8 Nech

R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(3,4),(4,3),(4,4),(5,5)}

je relacia na mnoZine X = {1,2,3,4,5}. Orientovany graf tejto reldcie je na nasledovnom obrazku
a z tohto grafu, ako aj z mnoZinového zdpisu danej relacie, vieme

9. CSD lahko overif, Ze tito reldcia je reflexivna, symetrickd aj tranzi-
tivna. Takze R je reldcia ekvivalencie.

Presne podla toho istého predpisu, ktorym sme pomocou roz-
9. kladu mnoziny definovali relaciu, vieme pomocou reldcie defino-
vat rozklad mnoZiny.

V tomto priklade dostaneme rozklad R = {{1,2},{3,4},{5}}. Podrobnejsie sa tomu budeme
venovaf v nasledujicom texte. "

Uvedieme si teraz dva priklady relécii, ktoré nie st reldciami ekvivalencie.

= Priklad 7.9 Majme reldciu 9R na mnoZine celych &isel definovand predpisom

R={(xy): (x<y) A ((xy) €Z)}.

Reldcia R je reflexivna, je aj tranzitivna, ale nie je symetrickd. Napriklad (2,3) € R, ale (3,2) & fR.
TakZe tato reldcia nie je reldciou ekvivalencie. Je v§ak Ciasto¢ne usporiadand, pretoZe je reflexivna,
antisymetricka aj tranzitivna. "

m Priklad 7.10 Majme relaciu R = {(a,a), (b,c), (c,b),(d,d)} namnozine X = {a,b,c,d}. Tito
reldcia nie je reflexivna, pretoze (b,b) € R a (c,c) € R. TakZze nie je to reldcia ekvivalencie. m

Veta 7.2.1 hovori nielen o reldcii definovanej rozkladom, ale aj o rozklade definovanom relaciou.
V predpise
V(xy)eX?: ((x,y)€R) & (AReR: (x€R) A (YER))

je medzi reldciou R a prislusnosfou prvkov mnoziny do triedy R rozkladu R ekvivalencia (<).
Rovnako ako je kazdym rozkladom danej mnoZiny prirodzene definovana reldcia ekvivalencie
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na tejto mnozine, je aj kazdou reldciou ekvivalencie na mnoZine prirodzene definovany rozklad
tejto mnoziny.

Definicia 7.2.4 — Triedy ekvivalencie. Nech fA je reldcia ekvivalencie na mnozine X. Potom
pre kazdé a € X definujme
= {x€X; (a,x) eR}.

Mnozinu [a] nazyvame trieda ekvivalencie prvku a v relécii fR.

Trieda ekvivalencie prvku a € X je teda tvorend vsSetkymi tymi prvkami mnoZiny X, ktoré sd
s prvkom a v relécii R, ¢iZe sd s nim ,,ekvivalentné*.

m Priklad 7.11 Zoberme si reldciu ekvivalencie z prikladu 7.8. Je to reldcia
R=A{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(3,4),(4,3),(4,4),(5,5)}
na mnozine X = {1,2,3,4,5}. Triedy ekvivalencie tejto reldcie su
M ={xeX; (1,x) e R} ={1,2} Bl={xeX; 3,x) eR}={3,4}
2]={xeX; 2,x) eR}={1,2} 4 ={xeX; (4,x) e R} ={3,4}
5]={xeX; (5x) e R} ={5}

Ako vidime, plati [1] =[2] a [3] = [ a trledy ekv1valen01e dané relaciou R tvoria rozklad

R={{1,2},{3,4},{5}} = {[1],13],[5]} = {[1] ],[5]} mnoZiny X. .

p Rovnost {[1],[3],5]} = {[1],[2],[3],[4],[5]}, uvedend v predo§lom priklade plati na z4-
klade definicie mnoZiny (definicia 1.1.1) a platnosti rovnosti [1] = [2] a [3] = [4]. Na pocte
opakovani rovnakych prvkov totiz v mnoZine nezéleZzi. Plati {a,b,c} = {a,a,b,c,c}.

To, zZe triedy ekvivalencie definovanej reldciou ekvivalencie tvoria rozklad mnoZiny, ako bolo
ukazané v prikladoch 7.8 a 7.11, nie je ndhoda. Plati to vSeobecne. Triedy ekvivalencie a nimi
dany rozklad mnoZiny pekne vidno na obrdzku orientovaného grafu v priklade 7.8 na strane 140.
Triedy ekvivalencie, resp. nimi dany rozklad mnoZiny, si komponenty stvislosti orientovaného
grafu. Ako uz bolo spomenuté, skuto¢nost, Ze triedy ekvivalencie definované reldciou ekvivalencie
tvoria rozklad mnoZiny, plati vS§eobecne. Sformulujeme to v nasledujicej vete.

Veta 7.2.2 — O rozklade danom reldaciou ekvivalencie. Ak R je reldcia ekvivalencie
na mnoZine X, tak R = {[a]: a € X} je rozklad mnoziny X.

Dokaz: Treba ukazat, ze kazdy prvok X patri prave jednému prvku systému mnozin R.

> Nech a € X. Reldcia fR je reflexivna, t.j. (a,a) € R, a preto podla definicie 7.2.4 a € [a].
TakZe kazdy prvok mnoZziny X patri aspoti jednému prvku systému mnoZzin X.

> Potrebujeme eSte ukazaf, ze kazdé a € X patri prave jednému prvku systému mnoZzin R. To
ukdzeme sporom. Pre kazdé a € X plati a € [a]. Predpokladajme, Ze existuje b € X také, Ze
plati (a € [b] ) A ([a] # [b] ). Nerovnost [a] # [b] znamend, Ze Ic € X: (c € [a] ) A(c € [b]).
Poznamka: Pripad (c ¢ [a]) A (c € [b] ) sa dokazuje takmer rovnakym sposobom, naviac
sa eSte vyuZiva to, Ze reldcia R je symetrickd.
Ale ¢ € [a] = (a,c) € R. Dalej a € [b] = (b,a) € R. KedZe (b,a) € R a (a,c) €Ra
reldcia R je tranzitivna, tak aj (b,c) € PR a potom plati ¢ € [b], Co je spor s ¢ & [b], a preto
musi platif [a] = [b].

Q.E.D.
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Vo vete 7.2.2 sme okrem iného ukdzali, Ze dve rdzne triedy ekvivalencie su disjunktné, ¢ize

Va,b € X: ([a] # [b]) = ([a] N [b] = 0). TakZe systém tried ekvivalencie na mnoZine X

tvori rozklad mnoZiny X.
Vety 7.2.1 a 7.2.2 spolu hovoria o jednoznac¢nej koreSpondencii medzi reldciami ekvivalencie
na mnozine X a rozkladmi mnoZiny X.

= Priklad 7.12 Majme na mnozZine celych &isel dand reléciu

R={(x,y): 3| (y—2)A(xy) €Z%}.
Lahko sa overi, Ze tito reldcia je reflexivna, symetrickd a tranzitivna.
> reflexivna — pre kazdé x € Z plati x —x =0 a 3 | 0. Preto (x,x) € R, t.j. reldcia R je
reflexivna.

> symetricka — Ak (x,y) € R, tak 3 | (y —x). To znamena, Ze existuje k € Z také, Ze plati
y—x=3k. Ale potomx—y=—3ka (k€ Z) = (—k € Z),¢ize (3| (x—y)) = ((»x) € R),
a preto je relacia R symetricka.

> tranzitivna — Nech (x,y) € R a (y,z) € R. To znamena, Ze existuji celé ¢isla k,/ € Z také,
Ze plati (y—x=3k) A (z—y=3l). Ale ak posledné dve rovnosti s¢itame, tak dostaneme
z—x=3(k+1),¢Ze (3| (z—x)) = ((x,2) € R), t.j. reldcia R je tranzitivna.
Ukaézali sme, Ze R je reldciou ekvivalencie na mnoZine celych ¢isel a definuje na nej rozklad, ktory
bude maf tri triedy ekvivalencie.

0] = {x€Z 3|(x—0)}={x; x—0=3k keZ} = {3k ke Z)}
] = {x€Z3|(x—1)}={x; x—1=3k ke Z} = {3k+1; ke Z}
2] = {x€Z3|(x-2)}={x; x—2=3k ke Z} = {3k+2; ke Z}

Iné triedy ekvivalencie uz neexistuju, pretoZe kazdé celé ¢islo sa dé zapisaf v tvare 3k, 3k + 1 alebo
3k+2, kde k € Z. Takyto rozklad mnoZiny celych ¢isel sa nazyva aj rozklad na zvyskové triedy.
Do tej istej triedy ekvivalencie patria vSetky celé ¢isla, ktoré ddvaji rovnaky zvysok po deleni
¢islom 3. "

Funkcie

S funkciami sa Studenti FEISTU stretli uZ aj na predmetoch Matematika 1 a Matematika 2.
Na tychto predmetoch sa funkcie skiimaji z pohladu matematickej analyzy, t. j. hladaji sa defini¢né
obory, obory funkénych hodndt, predpisy inverznych funkcii, limity, derivacie, integraly . . .
Teraz sa budeme zaoberaf funkciami z iného pohl'adu. Funkcie jednej premenej budeme skimat
ako Specidlny pripad binarnych relécii, inverzné funkcie ako Specidlny pripad inverznych relacii a
zloZené funkcie ako Specidlny pripad zloZenych reldcii. [lustrujeme si to na jednoduchom priklade.

u Priklad 7.13 Zoberme si funkciu f: R — R definovani predpisom f(x) = x*. Potom
* pre x =0 mame f(0) =0,
* pre x =2 mdme f(2) =4,
* pre x =4 mame f(4) =16, ...
Uvedené priradenia mdézeme zapisaf aj ako usporiaadné dvojice (0,0),(2,4),(4,16)... a na mno-

Zinu tychto usporiadanych dvojic sa potom mdZeme pozeraf ako na bindrnu reldciu na redlnych
¢islach. .

Funkeciu si teraz definujeme ako isty druh mnoZiny usporiadanych dvojic.
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Definicia 7.3.1 — Funkcia. Nech X a Y sd mnoziny. Funkcia f z mnoZiny X do mnoZiny
Y, zapisujeme f: X — Y, je takd podmnoZina kartézskeho sicinu X x Y, Ze pre kazdé x € X
existuje prave jedno y € Y také, Ze (x,y) € f.

Mnozina X sa nazyva obor, alebo definicny obor, funkcie f a mnoZina Y sa nazyva koobor
funkcie f. MnoZina {y; y € YA (3x € X: (x,y) € f)} sa nazyva obor hodnot funkcie f.
Defini¢ny obor funkcie f sa zvykne oznacovaf D(f) a obor funkénych hodndt funkcie f sa
zvykne oznaCovat H(f) aplati H(f) C Y.

e Niekedy sa za defini¢ny obor neberie celd mnoZina X (D(f) = X), ale len jej podmnoZina
(D(f) C X). Funkcidm, pre ktoré D(f) C X, sa niekedy vravi aj parcidlne funkcie.

o Skutocnost, Ze existuje prdve jedno x € X sa zapisuje ako 3! x € X.

Vidime, Ze medzi bindrnymi reldciami a funkciami tak, ako si definované v definicii 7.3.1, je
uzky vzajomny vzfah. Funkcia f : X — Y je zdroven bindrna reldcia z mnoZiny X do mnoziny Y a
za istych podmienok to plati aj opacne. Napriklad funkciu z prikladu 7.13 moZeme zapisat aj ako
f={(x,x*): x€ R} C R xR. Na nasledujtcich troch prikladoch si ukdZeme, kedy dand reldcia
je a kedy nie je funkciou.

u Priklad 7.14 Majme bindrnu relaciu' f = {(1,a),(2,b),(3,a)} zmnoZziny X = {1,2,3} do mno-
ziny Y = {a,b,c}.

" Podla definicie 7.3.1, je f: X — Y funkcia z mnoZiny X do mnoZiny Y.
4 Sipkovy diagram tejto reldcie/ funkcie vidime na obrazku vlavo. Kazdému
vzoru, prvku mnoZiny X, prislicha jeden obraz, prvok mnoZiny Y.

X Y .

UkdaZeme si aj dva priklady reldcii, ktoré nie st funkciami.

» Priklad 7.15 Majme bindrnu reliciu g = {(1,a),(2,a),(3,b)} z mnoziny X = {1,2,3,4}
do mnoziny Y = {a,b,c}.

Podla definicie 7.3.1 reldcia g z mnoZiny X do mnoZiny Y nie je funkcia. \ 1
Sipkovy diagram tejto reldcie vidime na obrazku vpravo. Prvok 4 € X nem4
v reldcii g obraz z mnoZiny Y. Relécia g je len parcidlna funkcia s definicnym
oborom D(g) = {1,2,3} c X.
X Y

a Priklad 7.16 Majme binédrnu reldciu h = {(1,a),(1,b),(2,b),(3,c)} z mnoZiny X = {1,2,3}
do mnoziny Y = {a,b,c}.

<
!.\ Podla definicie 7.3.1 reldcia & z mnoZiny X do mnoZiny Y nie je funkcia.
Sipkovy diagram tejto reldcie vidime na obrazku vlavo. Prvok 1 € X ma dva

rozne obrazy v mnoZine Y.

X Y .

1V podkapitole o funkcidch budeme binérne reldcie oznadovat malymi pismenami latinskej abecedy.
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Z matematickej analyzy pozndme definicie injektivnosti, surjektivnosti a bijektivnosti funkcii.
Analogicky k tomu vieme definovaft tieto vlastnosti aj pre funkcie zadané pomocou relacii.

Definicia 7.3.2 — Injektivna funkcia. Funkcia f: X — Y sa nazyva injektivna, niekedy len
strucne injekcia, alebo po slovensky prostd, ak pre kazdé y € Y existuje najviac jedno x € X
také, Ze f(x) =y.

p) Uvedend definicia injektivnej funkcie presne zodpoveda tej, s ktorou sme sa uZ stretli na ma-
tematickej analyze.

m Priklad 7.17 UkdZzeme si priklady dvoch funkcii, z ktorych jedna je a druhd nie je injektivna.
Obe funkcie budd z mnoziny X = {1,2,3} do mnoziny Y = {a,b,c} a zaddme ich Sipkovym

diagramom.
b 'f
/
‘ '
X Y X Y
Této funkcia je injektivna. Funkcia z prikladu 7.14 nie je injektivna.

Podmienka injektivnosti, uvedend v definicii 7.3.2, sa d4 zapisaf a v matematickej analyze sa
obvykle aj zapisuje ako

Vax € X (x #x) = (f(x) # f(x)),
alebo, ¢o je ekvivalentné (veta o obmenenej implikécii), ako
Vxl ,Xp € X: (f()C]) = f(xz)) = (x1 :)Cz) .

Dal3ou vlastnosfou funkcif, ktort si definujeme, je surjektivnost.

Definicia 7.3.3 — Surjekfivna funkcia. Funkcia f : X — Y sa nazyva surjektivna, niekedy
len struéne surjekcia, ak plati H(f) =Y.

V slovenskej terminoldgii sa surjekcia zvykne nazyvat aj ,,funkcia na mnoZzinu ... *. Na-
priklad, ak by sme mali surjektivnu funkciu f: X — Y, tak by sme povedali ,, f je funkcia
na mnoZinu Y.

Podmienka surjektivnosti, uvedend v definicii 7.3.3, sa d4 ekvivalentne zapisaf a v matematickej
analyze sa vicSinou aj zapisuje ako

(VyeY)(3FxeX): f(x)=y.
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= Priklad 7.18 UkaZeme si priklady dvoch funkcii, z ktorych jedna je a druhd nie je surjektivna.
Obe funkcie zadame Sipkovym diagramom.

I

X Y X Y

Této funkcia je surjektivna. Této funkcia nie je surjektivna.

Ked uZ mame definovani injektivnost a surjektivnost, mdzeme tieto dve vlastnosti spojif a definovat
bijektivnost.

Definicia 7.3.4 — Bijektivna funkcia. Funkcia f: X — Y, ktord je stc¢asne injektivna aj
surjektivna, sa nazyva bijektivna funkcia, alebo stru¢ne bijekcia.

Funkcie uvedené v prikladoch 7.17 a 7.18 vlavo, t. j. tie, ktoré sd injektivne, resp. surjektivne, s
zaroveil aj bijekciami, ¢iZe maji obe uvedené vlastnosti. O bijektivnych funkciach plati nasledujtica
veta.

Veta 7.3.1 — O inverznej funkcii. Ak f: X — Y je bijektivna funkcia, tak relacia definovana
predpisom
T ={ox); ey ef}
je bijektivna funkcia z mnoZiny Y do mnoZiny X. Funkcia f~' sa nazyva inverzna funkcia
ku funkcii f.
Dokaz: musime dokazat, Ze f~! je funkcia a naviac aj bijekcia.
1. f7!je funkcia Funkcia f je injekcia a zdroveti surjekcia.
> Funkcia f je surjekcia. To, podla definicie 7.3.3 a poznamky za fiou, znamena Ze
((vy cY)(3xeX): flx)= y) = ((vy cY)3xeX): (xy) e f) , takze podla
definicie reldcie f~! plati (Vy € Y)(3xe€X): (y,x) € f L
> Funkcia f je injekcia. To, podla definicie 7.3.2 znamen4, Ze pre kazdé y € Y existuje
najviac jedno x € X také, Ze ((x,y) € f) < ((n,x) € 7).
Uvedené dva body hovoria o tom, Ze pre kazdé y € Y existuje prave jedno x € X také, Ze
(v,x) € f~1. TakZe podrla definicie 7.3.1 je f~! funkcia z mnoZiny Y do mnoZiny X.
2. f~! jebijekcia Potrebujeme ukazaf, 7e funkcia f~! je injektivna a sti¢asne surjektivna.
> f je funkcia, &ize pre kazdé x € X existuje prave jedno y € Y také, Ze (x,y) € f alebo
ekvivalentne (y,x) € f~'. To potom znamend, 7¢ f~' je injekcia, pretoZe nemozu
existovat yi,y2 € Y1 y1 # 2 také, Ze (y1,x) € f~' aj (y2,x) € f1.
> Plati, ze D(f) = X, pretoze f je funkcia. TakZe plati
(VxeX)(FyeY): () ef) e (bwef),
&o znamend, Ze f~! je surjektivna funkcia.
Tym sme dokazali, Zze f~! je funkcia a je injektivna a surjektivna si¢asne, t.j. f~! je bijektivna
funkcia. Q.E.D.




146 Kapitola 7. Ciastoéné usporiadanie, ekvivalencie, funkcie

p) V matematickej analyze sa pod pojmom funkcia obvykle mysli to, o my nazyvame parcidlna
funkcia (pozri poznamku za definiciou 7.3.1). Rozdiel medzi funkciou a parcidlnou funkciou
v naSom podani je v tom, Ze pre funkciu plati D(f) = X a pre pre parcidlnu funkciu plati
D(f) CX. Veta 7.3.1 pre parcidlne funkcie neplati. Pre parcidlne funkcie plati takdto veta:

Veta: Nech f: X — Y je injektivna parcidlna funkcia. Potom funkcia definovand predpisom

fﬁl = {(yax); (x’y) Ef}

je injektivna parcidlna funkcia z mnoZiny Y do mnoZiny X. Funkcia f~' sa nazyva inverznd

Sfunkcia ku funkcii f .

Ak bijektivnu funkciu f: X — Y chdpeme ako relaciu Ry medzi mnozinami X a Y, tak inverznd
funkcia f~! zodpovedd inverznej reldcii 9%)71.

= Priklad 7.19 Majme bijektivnu funkciu/reldciu f: X — Y z mnoziny X = {1,2,3} do mnoZiny
Y = {a,b,c}, definovanovand predpisom

f= {(17a)7 (2,6’), (37b)} = 9{f
Potom inverzna funkcia/reldcia f~! : Y — X bude maf predpis

fil = {(av 1)7 (b73)7 (672)} = fﬁ;l .

Funkcia je teda len Specidlny pripad reldcie, rovnako ako inverznd funkcia je len Specidlny
pripad inverznej reldcie. A kedZe reldcie moZno aj skladaf, nebude Ziadnym prekvapenim, Ze
zloZend funkcia je len Specidlny pripad zloZenej reldcie.

Definicia 7.3.5 — ZloZend funkcia. Nech f: X — Y a g: Y — Z. ZloZenou funkciou
go f: X — Z nazyvame funkciu dand predpisom

(8o f)(x) =g(f(x)-

m Priklad 7.20 Nech f = {(1,a),(2,a),(3,c)} je funkcia z mnoziny X = {1,2,3} do mnoZiny
Y = {a,b,c} a g={(a,y),(b,x),(c,z)} je funkcia z mnoziny Y = {a,b,c} do mnoZiny
Z = {x,y,z}. Potom go f : X — Z bude funkcia

gof ={(1,y),(2,5),(3:2)}

Sipkovy diagram funkcie g o f bude

gof

/ g
Vé< gof ™
Tt
I A
NG
X Y Z X Z

Funkciu f mdZeme chépaf aj ako reliciu Ry € X x Y a funkciu g ako reldciu R, C Y x Z.
Zlozend funkcia g o f potom presne zodpovedd zloZenej relacii Rg o Ry a aj ich Sipkové diagramy
st zhodné. "
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7.4 Cvicenia

Cvicenie 7.1 O kazdej relacii z cviceni 6.4, 6.5 a 6.6 (strana 133) rozhodnite, i je to Ciastocné
usporiadanie. u

Cvicenie 7.2 Maticou

1 2 3 4 5
1 /1 01 0 1
21 01 0 0 1
310 01 0O
4 1 0010
s\1 1 0 0 1

—

je dand reldcia R na mnozine X = {1,2,3,4,5}. Je tato reldcia ¢iastoénym usporiadanim? =

Cvicenie 7.3 Nasledujtice relacie su vSetky na mnoZine prirodzenych ¢isel N. O kazdej z nich
rozhodnite, ¢i je to Ciastocné usporiadanie.

(a) R= {(x,y); x=y A (x,y) ENZ} (e) R= {(x,y); x—=y=2A (x,) ENZ}
®) R={(x); 3| (x=y) A (xy)eN*} () R={(xy); x>y A (x,y) e N*}
© R={(x): 3] (x+2y) A (x,y) eN*} (2 R={(x,y); x>y A (x,y) e N*}
@ R={(x,y); [x—y[=2 A (x,y) eN?}

Cvicenie 7.4 O kazdej z nasledujtcich reldcii na danej mnozZine X overte, ¢i je to ¢iastoéné
usporiadanie.

() X={a,b,c,d} a R={(a,a),(a,b),(b,b),(b,c),(b,d),(c,d),(d,d)}

(b) X={0,1,2} a R={(x,y); x<y A (x,y) €X?}

(¢) X={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} a R={(x,); 3| (vy—x) A (x,y) € X*}
d X=NaR= {(x,y); x<1+y A (x,y) EXz}

() X=ZaR={(x,y); x<1—y A (x,y) eX?}

() X=ZaR={(xy): x> A (x,y) €X?}

(g X=RaR= {(x,y); xy€Q A (x,) EXZ}

() X=RxR a (a,b)R(c,d) < ((a+b§c) A (b<d) A ((ab),(c,d) ex))

Cvicenie 7.5 Nech X # 0. Definujeme relaciu PR na poten¢nej mnozine & (X) predpisom
(A,B) € R & (A CB). Je tato reldcia Ciasto¢né usporiadanie? n

Cvicenie 7.6 O kazdej relacii z cviceni 6.11 (strana 134), 6.12¢c) a 6.15 (strana 135) zistite
Z jej maticovej reprezentécie, ¢i je ¢iastoénym usporiadanim. u

Cvicenie 7.7 Nech relacia 1| je Ciastocné usporiadanie na mnoZine X; a relacia R, je
¢iastocné usporiadanie na mnozine X,. Dokazte, Ze relacia R definovana predpisom

(x1,X2) R (x3,x4) <= ((x1%1x3) A (x29f{2x4))

je Ciastocné usporiadanie na mnozine X; x X. u
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Cvicenie 7.8 Nech X je mnozina vsetkych 4-bitovych refazcov. Kazdy bit ma hodnotu 0
alebo 1. Definujeme reldciu R na mnozine X takto: r| R r, prave vtedy, ked nejaky podretazec
dizky 2 refazca ry je rovnaky ako podretazec dizky 2 refazca r,. Napriklad 0111931010, pretoZe
oba refazce obsahuju podretazec 01, ale refazce 1110 a 0001 nie st v relécii, pretoZe neobsahuji
spolo¢ny podrefazec dizky 2. Je reldcia 91 Giastoéné usporiadanie? =

Cvicenie 7.9 Zistite, ¢i sd nasledujice relacie relaciami ekvivalencie na mnoZine
A ={1,2,3,4,5}. Ak dno, vypiste vSetky triedy ekvivalencie.

(@ R={(1,1),(1,3),(2,2),(3,1),(3,3),(4,4),(5,5)}

® R ={(1,1),(1,3),(2,2),(3,1),(3,3),(3,4),(4,3),(4,4),(5,5)}

© R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)}

@ R®={(1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(3,1),(3,3),(3,5),(4,4),(5,1),(5,3),(5,5) }

© R={(xy); (1<x<S)A(1<y<5)A(xy) € A%}

O R={(xy); 4| x—y)A(xy) € A%}

(@ R ={(x); 3| (x+y)Alxy) € A%}

() %= {(x,y); x| (2-y)A(xy) € A’} .

I Cvicenie 7.10 Ako musi vyzeraf relacia ekvivalencie, ak ma len jednu triedu ekvivalencie? =

Cvicenie 7.11 Zistite, i st dané reldcie reldciami ekvivalencie na mnoZine vsetkych Tudi.
(@) R = {(x,y); x je rovnako vysoky ako y}
(b) R={
© %"= {(x

(x,y); x Zije v tom istom 3tdte ako y}
(x,3);
(d) R = {(x,y); xje vy$sinez y}
(x,3);
(,7);

x ma to isté krstné meno ako y}

(e) R = {(x,y); x md tych istych rodi¢ov ako y}
" R={(x,

x md td istd farbu vlasov ako y}

Cvicenie 7.12 Zapiste ako mnozinu usporiadanych dvojic reldciu ekvivalencie na mnoZine
{1,2,3,4} dand prislusnym rozkladom. Vypiste aj vSetky triedy ekvivalencie [1],[2], [3], [4].
@ {{1,2},{3,4}} © {{1},{2},{3},{4}} © {{1,2,3,4}}
®) {{1},{2},{3,4}} @ {{1,2,3},{4}}

predpisom (A‘J{B) & (A UuY=BU Y).
(a) Dokézte, ze R je relacia ekvivalencie. (c) Kolko existuje rdznych tried ekvivalen-
(b) Ngjdite [C], pre C = {1,3}. cie danej relacie R?

| Cvicenie 7.13 Nech X = {1,2,3,4,5} a Y = {3,4}. Definujme reldciu R na mnoZine #(X)

Cvicenie 7.14 Ak je R reldcia ekvivalencie na kone¢nej mnozine X a ak |X| = ||, tak ¢o
vieme s istotou povedaf o tom, ako musi reldcia R vyzerat? u
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Cvicenie 7.15 Uvedte priklad reldcie ekvivalencie na mnozine {1,2,3,4,5,6}, ktord ma préave
Styri triedy ekvivalencie. =

I Cvicenie 7.16 Korko reldcii ekvivalencie existuje na mnozine {1,2,3}? n

Cvicenie 7.17 Definujme reldciu p na mnoZine R, t. j. mnoZine vietkych funkcii f: R — R,
predpisom (fpg) < (f(0) =g(0)).
(a) Dokdzte, 7e p je reldcia ekvivalencie na mnozine R¥.
(b) Nech pre kazdé x € R: f(x) =x. PopiSte [ f].

Cvicenie 7.18 Nech X = {1,2,...,10}. Definujme reliciu %% na mnoZine X? predpisom
((a,b)R(c,d)) & (a+d=b+c).

(a) Dokézte, ze R je reldcia ekvivalencie na mnoZine X2.

(b) Vypiste jeden prvok kaZdej triedy ekvivalencie reldcie fA.

Cvicenie 7.19 Nech X = {1,2,...,10}. Definujme reldciu 9% na mnoZine X? predpisom
((a,b)R(c,d)) < (ad = bc). Dokaite, 7e R je reldcia ekvivalencie na mnoZine X2, n

Cvicenie 7.20 Nech fR jereflexivna a tranzitivna relicia na mnoZine X. Dokdzte, Ze )R N R ~!
je relacia ekvivalencia na mnozine X. u
iCenie 7. ec 1 a R, su dve relacie ekvivalencie na mnoZine X.
Cvicenie 7.21 Nech R; a R d 1 kvival X
(a) Dokézte, ze 931 N R, je relacia ekvivalencie na mnoZine X.

(b) Popiste triedy ekvivalencie 931 N JR, pomocou tried ekvivalencie relacii R a K.

Cvicenie 7.22 Dana je funkcia f : X — Y. Definujme reliciu YR na mnoZine X predpisom
(xRy) < (f(x) = f(y)). Dokdite, Ze R je reldcia ekvivalencie na mnoZine X. -

V nasledujticej tilohe budeme pouzivat pojem ,,charakteristickd funkcia mnoZiny“, a preto si ho
najskor definujeme.

Definicia 7.4.1 — Charakteristicka funkcia mnoziny. Nech % je univerzum a A C %.
Potom pre kazdé x € % definujeme funkciu f predpisom
) 1, akxe A
X)) =
0, akx¢ A

Takto definovand funkcia f: A — {0,1} sa nazyva charakteristickd funkcia mnoziny A.

Cvicenie 7.23 Nech % je univerzum, A C 7/ a f je charakteristickd funkcia mnoziny A.
Na % definujeme reldciu R predpisom (xRy) < (f(x) = f(y)). Podla cviCenia 7.22 je R
reldcia ekvivalencie na % . Ako budi vyzeraf triedy ekvivalencie pre reldciu R? n
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Cvicenie 7.24 Nech O je pevne dany bod v rovine. Nech R je reldcia ekvivalencie na mnoZine
vSetkych bodov roviny dand predpisom (A9RB) < (]AO| = |BO|), kde |AO|, resp. |BO|
oznaduji dizky tseciek AO, resp. BO. Naértnite triedu ekvivalencie nejakého bodu C # 0. =

Cvicenie 7.25 Relacia ekvivalencie na mnoZine X je dand maticou. Ako pomocou matice
reldcie urc¢ime triedu ekvivalencie daného prvku x € X? u

Cvicenie 7.26 Njjdite vsetky triedy ekvivalencie reldcie R danej maticou

a b ¢ d
a 1 0 0 O
»p 01 0 1
= cl 0010
d \0 1 0 1
|
I Cvicenie 7.27 Ako len pomocou matice reldcie zistime, ¢i je dand relacia funkciou? =

Cvicenie 7.28 Nech A je matica funkcie f : X — Y vzhladom na nejaké usporiadanie mnoZin
X a Y. Akd podmienku musi matica A spliiat, aby funkcia f bola surjekcia? u

Cvicenie 7.29 Pre kazdu z danych relacii R z mnoziny X = {1,2,3,4} do mnoZiny
Y = {a,b,c,d} zistite, ¢i ide o funkciu. Pokial je dand reldcia funkcia, tak ndjdite jej obor
hodndt, nakreslite jej Sipkovy diagram, zistite, ¢i ide o injekciu, surjekciu, bijekciu. Pokial je
dané funkcia bijektivna, njdite k nej inverzni funkciu.

@ R={(1,a),(2,0),(3,c),(4,b)}

() R ={(1,¢),(2,a),(2,d),(3,b),(4,0)}

© R={(1,0),(2,d),(3,a),(4,b)}

@ R={(1,d),(2,d),(4,a)}

@ R={(1,b),(2,b),(3,b),(4,b)} .

Cvicenie 7.30 Kolko existuje roznych funkcii f: X — Y z mnoziny X = {1,2,3} do mnoziny
Y ={a,b,c,d}? n

Cvicenie 7.31 Korlko existuje rdznych injektivnych funkcii f: X — Y, ak
(a) X={1,2,3} a Y={a,b,c,d}?
(b) X={1,2,3,4} a Y={a,b,c,d}?
(c) X={1,2,3,4,5} a Y={a,b,c,d}?

(a) X={1,2,3,4} a Y={a,b,c,d}?
b) X=1{1,2,3,4} a Y= {a,b,c}?

Cvicenie 7.32 Kolko existuje roznych surjektivnych funkcii f: X — Y, ak
(c) X=1{1,2,3,4} a Y=/{a,b,c,d,e}?
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Cvicenie 7.33 Kolko existuje roznych bijektivnych funkcii f: X — Y, ak
() X={1,2,3,4} a Y={a,b,c,d,e}?
(b) X={1,2,3,4,5} a Y={a,b,c,d}?
(c) X=1{1,2,3,4,5} a Y={a,b,c,d,e}?

Cvicenie 7.34 Kolko existuje roznych bijektivnych funkcii f : X — X na mnoZine
X={1,2,...,n}? u

Cvicenie 7.35 Na mnozine X = {a,b,c} je dand funkcia f = {(a,b), (b,c),(c,b)}.
(a) Zapiste zlozené funkcie fo f a fo fo f ako mnoZiny usporiadanych dvojic.
(b) Zapiste zloZené funkcie fo f a fo fo f pomocou matic.

(c) Definujeme funkciu
flt=fofo--of.
N—_——
n-krat

Zapiste funkcie f° a %23 ako mnoziny usporiadanych dvojic a pomocou matic.

Cvicenie 7.36 Namnozine X = {0, 1,2,3,4} mame dand funkciu f(x) =4x (mod 5). Zapiste
funkciu f ako mnoZinu usporiadanych dvojic a nakreslite jej Sipkovy diagram. Zistite, ¢i je
funkcia f injekcia, surjekcia, bijekcia. u

Cvicenie 7.37 Na mnozine X = {0,1,2,3,4,5} mame dand funkciu f(x) = 4x (mod 6). Za-
piste funkciu f ako mnoZinu usporiadanych dvojic a nakreslite jej Sipkovy diagram. Zistite, ¢i
je funkcia f injekcia, surjekcia, bijekcia. u

Cvicenie 7.38 Na mnoZine N definujte funkciu, ktorad
(a) je injekcia, ale nie surjekcia.
(b) je surjekcia, ale nie injekcia.
(c) je bijekcia, ale nie identicka funkcia (identickd funkcia je f(n) = n).

(d) nie je ani injekcia, ani surjekcia.
Cvicenie 7.39 Rieste ulohu 7.38, ale pre funkciu f: Z — N. =

Cvicenie 7.40 Majme f: A — B a S, T C A. Dokazte, Ze plati
(@ f(SUT) = f(S)Uf(T) () f(SNT) C £(S)Nf(T)
(c) ak f je injekcia, tak f(SNT) = £(S)N f(T) .

Cviéenie 7.41 Majme f: A =B a S,T C B. Definujeme f~!(S)={ac A: f(a) €S}
Dokézte, Ze plati

@ f1(SUT) =1 (S)us(T) (b) f71(SNT) = f~(S)nf~(T)
© f71(S) =171 -
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Cvicenie 7.42 Majme dané funkcie g: X - Y a f: Y — Z. O kazdom z nasledujicich
vyrokov zistite, i je pravdivy. Ak je dany vyrok pravdivy, dokdZte ho, ak nie je pravdivy,
ndjdite kontrapriklad.

(a) Ak g je injekcia, tak aj f o g je injekcia.

(b) Ak f je surjekcia, tak aj f o g je surjekcia.

(c) Ak g je surjekcia, tak aj f o g je surjekcia.

(d) Ak f aj g su surjekcie, tak aj f o g je surjekcia.

(e) Ak f aj g su bijekcie, tak aj f o g je bijekcia.

(f) Ak fog jeinjekcia, tak aj f je injekcia.

(g) Ak fog jeinjekcia, tak aj g je injekcia.

(h) Ak fog je surjekcia, tak aj f je surjekcia.

(1) Ak f a fog st injekcie, tak aj g je injekcia.

() Ak f a fog st surjekcie, tak aj g je surjekcia.

Cvicenie 7.43 Nech RR oznaduje mnoZinu vietkych funkcif z mnoZiny R do mnoZiny R. Pre
a € R definujeme funkciu E, : R® — R predpisom E,(f) = f(a).
(a) Je funkcia E, injektivna? Zddvodnite!
(b) Je funkcia E, surjektivna? Zdévodnite!

Cvicenie 7.44 Nech % je univerzum a A C % . Charakteristickd funkciu mnoZziny A, pozri
definiciu 7.4.1 (strana 149), ozna¢ime Cy (x). Dokézte Ze plati

() Vx € Z : Canp(x) = Ca(x).Cp(x)

(b) Vx € % : Caup(x) = Ca(x)+Cg(x) — Ca(x).Cp(x)

(c) Vxe U : Cx(x)=1-Calx)

(d) Vxe % : Cp\p(x) =Ca(x).(1—-Cg(x))

(e) Ak ACB, tak Vx e Z : Ca(x) < Cp(x)

() Vx e % : Canp(x) =Ca(x)+Cp(x) —2Cx(x).Cp(x)

Pozndmka: Symbol A je symetricka diferencia mnoZzin, definovana na strane 41.

Cvicenie 7.45 Majme dané mnoziny A a B, priCom |A| = m, |B| = nam # n. Uréte podmienku
na to, aby funkcia f : A — B mohla byf injekcia. M6Ze byt potom funkcia f aj surjekcia? =

I Cvicenie 7.46 Ukazte, Ze existuje bijekcia z mnozZiny A x B do mnoZiny B x A. u
Cvi€enie 7.47 Zistite

(a) korlko existuje surjekcii z trojprvkovej mnoziny na dvojprvkovi mnoZinu.

(b) kolko existuje injekcii z trojprvkovej mnoZiny na Stvorprvkovi mnoZinu.
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Cvicenie 7.48 Ktoré z nasledujtcich vlastnosti fukcii sa zachovavaja pri kompozicii funkcii?
Svoje tvrdenia dokazte!

(a) Injektivnost? (b) Surjektivnost? (c) Bijektivnost?






. 8. Vytvdrajuce funkcie

8.1

Uvod

V tejto kapitole sa zozndmime s jednou velmi uZito¢nou technikou pocitania, spajajicou diskrétnu
matematiku s kalkulom a majicou Siroké uplatnenie aj v informatike. Hned na zaciatku by sme
cheeli upozornif na to, Ze pdjde len o velmi stru¢ny tvod do problematiky vytvérajicich fun-
kcii, ktorého cielom je iba zozndmif Citatel'a s existenciou vytvarajicich funkcif a ich zdkladnymi
moznosfami pouZzitia pri riesenf niektorych jednoduchsich problémov. Pre hlbSie pochopenie prob-
lematiky vytvérajicich funkcif odpori¢ame Citatelom knihu [13], ktord poskytuje ucelenejsi pohlad
na problematiku vytvarajich funkcii a je pisand jednoduchym a vel'mi pristupnym Stylom. Této
kniha je sihrn jednosemestrovej prednasky o vytvarajicich funkcidch na Moskovskej univerzite,
uréenej pre Studentov bakaléarskeho $tidia. Dal§im vybornym zdrojom informécii o vytvarajiicich
funkcidch je kniha [30]. Tato kniha sice nebola pisand primarne ako ucebnica, avSak je dosta-
tocne podrobnd a zrozumitelnd a ako uvadza v jej ivode autor, bola ,,otestovand‘ na Studentoch
Pensylvanskej univerzity, na kurze diskrétnej matematiky. Kniha [30] ma naviac td velkd vyhodu,
7e jej elektronickd verzia je volne dostupnd na stranke autora. Okrem toho mdZu zaujemci ndjst
zakladné informadcie o vytvarajdich funkcidch aj v knihe [15], kde je im venovana 10. kapitola a
v legendérnej knihe The Art of Computer Programming [12] od Donalda E. Knutha, kde je vytvara-
jucim funkcidm venovand podkapitola 1.2.9. PrevaZznd Cast tejto kapitoly je stru¢nym kompildtom
z uvedenych knih.

Ako bolo spomenuté na zaciatku kapitoly, Studenti informatiky sa budi vo svojej praxi stretavat
s vytvarajicimi funkciami. VicSinou to bude v pripadoch, v ktorych budd potrebovaf vyjadrif
rekurentne dani postupnost explicitne. Ci uZ to bude priamo na predmete Programovanie (skiste
si naprogramovaf rieSenia cviceni 8.18 alebo 8.25 bez pouZitia vytvérajicich funkcii), alebo neskor
na predmete Analyza a zloZitost algoritmov.

Vytvérajice funkcie si uZ pomerne starou zalezitosfou. Do matematiky ich ako prvy zavie-
dol franciizsky matematik Abraham de Moivre' za¢iatkom 18. storocia, pri rieSeni vieobecnych
linearnych rekurencii. Kratko po niom techniku pouzivania vytvarajicich funkcii d’alej rozvinul

!'S menom de Moivre sa mozeme stretniif napriklad v stvislosti s umociiovanim komplexnych &isel v goniometrickom
tvare (Moivreova veta).
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$kotsky matematik James Stirling?. Stirling vo svojej praci Methodus Differentialis z roku 1730
ukazal, ako sa na vytvarajice funkcie daji aplikovaf aritmetické operacie, derivovanie a integrova-
nie. Dal$f slavny matematik pouZivajiici vytvérajice funkcie bol Leonhard Euler. Euler vo svojich
pracach z rokov 1741 a 1750 pouZzival vytvarajtice funkcie pri pocitani rozkladov. No a poslednym
tu spomenutym sldvnym matematikom, ktory rozvijal metédy vyuZitia vytvarajicich funkcii, bol
Pierre-Simon Laplace’. Laplace vo svojej praci Théorie Analytique des Probabilités z roku 1812
zaviedol vyuZitie vytvdrajicich funkcii do Statistiky.

Mocninové rady

Definicia mocninového radu jednej premennej je nasledovnd

Definicia 8.1.1 — Mocninovy rad jednej premennej. Nech {a;};>, je nekonecnd postup-
nosf redlnych, pripadne komplexnych, ¢isel a xy € R, pripadne xy € C. Mocninovy rad jednej
premennej je nekonecny rad v tvare

oo

P(x) =ao+ Z ap(x—xo)*.
k=1

Namiesto zdlhavého oznacenia mocninovy rad jednej premennej, budeme v d'alSom texte pou-
Zivaf len stru¢né oznacenie mocninovy rad. Cisla a; sa nazyvaji koeficienty mocninového radu,
¢islo xp sa nazyva stred mocninového radu a x je redlna, pripadne komplexnd premennd.

p ) Viac ako uvedenu definiciu mocninového radu v texte o vytvarajicich funkcidch potrebovat
nebudeme. Predchddzajica definicia sa v ucebniciach analyzy pre jednoduchost zvykne
uvéadzat len pre komplexné C&isla, kedZe tie zahfiiaji aj redlne cisla. V zjednoduSujicich
textoch, €o je aj nas pripad, sa zasa zvykni spominaf len redlne ¢isla. TakZe v nasledujicom
texte budu vSetky koeficienty a; vZdy redlne. Okrem toho bude pri vytvarajicich funkciach
stred radu xop = 0.

Matematickd analyza skima rdzne vlastnosti mocninovych a nielen mocninovych radov. Najdo-
leZitejSou z nich je konvergencia radu, resp. polomer konvergencie radu. Niektoré mocninové rady
zodpovedaju analytickym funkcidm, a naopak, niektoré funkcie sa daji rozvinif do mocninového
radu. V pripade zdujmu si v nejakej zdkladnej u¢ebnici matematickej analyzy mdZeme pozrief Cast
venovanu Taylorovym radom, resp. Taylorovym polyndmom.

Rozvinutie funkcie do Taylorovho radu je spdsob aproximécie funkcie pomocou nekone¢ného
mocninového radu a zdroven je to niekedy jediny spdsob ako robif zloZitejSie operacie s danou
funkciou (skudste napriklad ndjst neurcity integradl [ % dx). To, ako vyzeraji niektoré znidme
funkcie, vyjadrené pomocou Maclaurinovho radu®, si mdZeme pozrief na strane 157 vo vzorcoch
(8.1) az (8.7).

V diskrétnej matematike, predovsetkym v kombinatorike, sa na mocninové rady pozerdme len
ako na nekonecné sticty ndsobkov mocnin premennej x a za stred radu vicSinou kladieme xg = O.
V dal$om texte budeme predpokladat rovnost 0° = 1, o nam zjednodus{ zdpis mocninovych radov.

Mocninovému radu P(x) = Z apx*, z definicie 8.1.1, sa v diskrétnej matematike zvykne hovorit
k=0
Sformdlny mocninovy rad. Oznacenie formdlny znamend, Ze sa na tento rad budeme pozerat vylu¢ne

2S menom Jamesa Stirlinga sme sa mohli stretnit napriklad v sivislosti so zndmou Stirlingovou formulou na apro-
ximdciu hodndt faktoridlu n! 2 (2)"\/27n.

3Pierre-Simon Laplace bol sldvny franciizsky matematik, fyzik, mechanik, astroném, filozof. .. S jeho menom sa
modZeme stretnif napriklad v stvislosti s Laplaceovou transformdciou.

#Maclaurinov rad je Taylorov rad so stredom xo = 0.
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ako na nekonecny stcet ndsobkov mocnin premennej x a nemusime za nim vzdy hladaf nejakud
analyticku funkciu. Na rozdiel od matematickej analyzy nas v diskrétnej matematike, v prevazne;j
viacSine pripadov, nebude zaujimat, ¢i a kde dany rad konverguje. Formdlny mocninovy rad je
vlastne vytvarajica funkcia (definicia bude uvedend neskor) a vacSinu dalej uvadzanych operacii
s vytvarajicimi funkciami mdZeme robif bez ohl'adu na konvergenciu prisluSného radu.

o .Xk
¢ = )5 (8.1)
k=0
1 >k
In— = Z’j (8.2)
o0 k
In(x+1) = ];1(1)“”; (8.3)
o0 x2k+l
sinx = k:ZO(—l)km (8.4)
oo ' x2k
cosx = k;)(—l) 20 (8.5)
o0 x2k+1
sinhx = kgm (8.6)
o0 x2k
coshx = ,;)(Zk)! (8.7)

Nie vSetky vysSie uvedené rady su konvergetné pre vSetky redlne (komplexné) ¢isla, rovnako ako
nie vSetky uvedené funkcie s definované pre vsetky redlne (komplexné) ¢isla. Ak sa obmedzime
na redlne funkcie, tak funkcie zo vzorcov (8.2), resp. (8.3), su definované len pre x € (—oo, 1),
resp. x € (—1,0) a ich mocninové rady konverguju len pre x € (—1,1). Pomocou rozvoja funkcie
do mocninového radu sme funkcii f(x) priradili nekone¢ni postupnost koeficientov {ax}7 .

Uvedeny vzfah medzi funkciami a nekone¢nymi postupnostami funguje aj opaénym smerom.
Nekonecnym postupnostiam vieme v niektorych pripadoch priradif funkcie. UZ zo strednej Skoly
by sme mali poznaf vztah’

- 1

Y A =l4xt 242+ x4 =
k=0 l—x

, prexe(—1,1).

Lava a prostrednd Cast uvedenej rovnosti je geometricky rad utvoreny z geometrickej postupnosti,
ktorej prvy ¢len je 1 a kvocient je x. Vieme, Ze ak |x| < 1, tak uvedeny rad konverguje a jeho sucet
je funkcia na pravej strane rovnosti. TakZe nekonecnej postupnosti {1}7°_, zodpoveda funkcia ﬁ .

Motivacné priklady

Vytvérajice funkcie spdjaji nekonecné rady s funkciami. V tejto Casti si ukdZeme niekolko jed-
noduchych motivaénych prikladov, na ktorych si predvedieme, ako sa daji vytvarajice funkcie
vyuZif pri rieSeni uloh. Rovnako ako v knihe [15] v§ak musime poznamenat, Ze pri tychto pr-
vych prikladoch ide o umelo vytvorené ulohy, ktoré sa daju rieSit aj bez vytvarajticich funkecii.

3Siicet geometrického radu utvoreného z geometrickej postupnosti, ktorej kvocient je v absoliitnej hodnote mensi
nez 1. V stredoskolskej terminoldgii sa to zvykne oznacovat aj ako ,,sticet nekonecnej geometrickej postupnosti‘.
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Lepsou a realistickejSou ilustraciou vyuZitia vytvarajicich funkcii budd az dlohy o rekurentnych
postupnostiach v neskorsej Casti tejto kapitoly.

» Priklad 8.1 K dispozicii mdme 5 jednoeurovych minci, 3 dvojeurové mince a 1 péfeurovi
bankovku. Kolkymi spdsobmi mozeme zaplatit sumu 9 € ?

RieSenie: ¢isla v tejto Ulohe su tak malé, Ze nie je problém ndjst rieSenie tlohy vyskiSanim vSetkych
moZnosti. My si v§ak ukdZeme rieSenie ilohy pomocou vytvarajicich funkcif.

Vieme, Ze ak ndsobime dve mocniny s rovnakym zdkladom, tak ich exponenty sa s¢itavaji. To
znamend, 7e x'x/ = x'*/. Dalej si musime uvedomit, e ak mame st¢in dvoch polynémov, ktorych
koeficienty pri vSetkych ¢lenoch x’ sa rovnaji 1

(T+xtx 442" (T+x+ 224 +2") = Tt ax' +a + -+ apx™,

tak koeficient a;, pri x* vo vyslednom polynéme zodpovedd poctu spdsobov, ktorymi mdzeme &islo
k zapisat ako sticet dvoch &isel 0 <i<ma0< j<n,&izek =i+ jaxk=xix/.

V zadani dlohy vystupuje 5 jednoeurovych minci, ktorym zodpovedé polyném s ¢lenmi x*, kde
0 <t < 5. Potom 3 dvojeurové mince, ktorym zodpovedd polyném s ¢lenmi ¥, kde 0<tr <3
a napokon 1 pifeurovd bankovka, ktorej zodpovedd polyném s &lenmi x, kde 0 < ¢ < 1. TakZe
zadanie tlohy m6Zeme modelovat si¢inom polynémov

(T+x+x2+0 + 4+ 0) (T2 + 220 (1427 =
=1 4+x+27+ 2 433 +40° +4x0 + 557 +4x3 + 522 +4x10 +4x! T 4312 42513 x4 x5 410

Pri ¢lene x° je koeficient 5, ¢o znamend, Ze sumu 9€ vieme za danych podmienok zaplatit 5
rdznymi spdsobmi. "

V stvislosti s rieSenfm predoslého prikladu si treba uvedomit, Ze aj kone¢na postupnost {ax }7_,
sa da chdpaf ako nekonecnd postupnost {by}7 ,, kde b =a; pre 0 <i<nab;=0prei>n.
Nasledujuci priklad je prevzaty z knihy [13].

» Priklad 8.2 Autobusové listky st oznacené Sesfmiestnymi Cislami zostavenymi z cifier 0 aZ
9. Listok budeme povaZovaf za ,Stastny*, ak stucet jeho prvych troch cifier je rovny sictu jeho
poslednych troch cifier. Napriklad listok s ¢islom 123060 je ,,Stastny*, ale listok s Cislom 123456
nie je ,Sfastny“. Kolko existuje ,,Sfastnych® listkov, za predpokladu, Ze existuji vsetky listky

od 000000 aZ po 999999 ?

RieSenie: vietky ,,$tastné” listky si rozdelime do tried podl'a sictu ich prvej, resp. poslednej, trojice
cifier. Budeme maf teda 28 tried ,,Stastnych* listkov, od triedy 0, ktorej zodpoveda trojica 000, az
po triedu 27, ktorej zodpoveda trojica 999. Ocividne v triede 0, rovnako ako v triede 27, bude len
1 listok. Oznaéme si ako ay, ¢islo, ktoré vyjadruje pocet rozkladov ¢isla k na sicet troch cifier, t. j.
k=p+qg+rkdep,q,re{0,...,9}. Je zrejmé, Ze pocet ,Stastnych* listkov v triede k bude potom
ai . TakZe ,,$tastnych* listkov bude spolu

2,
Z ay .
k=0
UZ nam zostéva len najst vietky &isla ay. Cisla {ak}?:o vypocitame rovnakym spdsobom, ako sme
to robili v priklade 8.1. CiZe budi to koeficienty polynému
3
(T+x+22+x0 o+ 20427 +25+2%)7

Uvedeny polyndm sa pri troche trpezlivosti d4 vypocitat aj ru¢ne. T menej trpezlivi moéZu pouZit
nejakd pomdcku, napriklad online néstroj Wolfram Alpha®. Dostaneme tak polyném

Shttps://www.wolframalpha.com
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14 3x" +6x2 4+ 105 + 15x* +21x° +28x° +36x7 +45x3+
+55x” +63x10 + 69xM +73x12 + 7513 + 7551 + 73x10 + 69x10 + 63x' 7+

+55x'% 455" 436070 +28x7! + 2167 + 1567 + 106> 4 627 4 3x° 4177

Teraz uZ pozndme vSetky ¢isla a; a vieme vypocitat
27
Y a; =55252
k=0

TakZe ,,Stastnych* &isel je presne 55252.
Vyhodou vytvérajicich funkcif je vSak to, Ze s nimi moéZeme nardbaf aj ako s funkciami. To
znamena, Ze napriklad moézZeme vyjadrit

10_1
x40+ 0407 4840 =2

x—1

Potom dostaneme

x10—1)3_x30—3x20+3x10—1

S@) = (Tx? 2 ot x4’ 1 40%) = ( B 32431

x—1

Toto je vyhodou najmé vtedy, ak by sme, napriklad pre velké hodnoty, nemohli pouzif nami
uvedeny postup. Napriklad by sme mohli modifikovat zadanie Glohy tak, Ze ¢isla listkov nebudd
6 ciferné, ale budu 2n ciferné, kde n € N bude nejaké velké ¢islo. V knihe [13] mdme uvedeny aj
spdsob, akym mdZeme pomocou ndstrojov infinitezimdlneho poctu, jednoducho vypocitat aspon
kvalifikovany odhad poctu ,,Stastnych* listkov. "

Trikom, ktory sme pouzili v predoslych dvoch dlohach, méZeme dokézat binomickd vetu a
rozne d’al$ie kombinatorické identity. Binomickd veta hovori o tom, ¢omu sa rovnd n-td mocnina
si¢tu dvoch &fsel. Pozname ju zo strednej $koly a jej zjednodusena podoba’ je

(1+4x)"= <g> - (Y)xl + <;>x2+-~-+ (nf 1)x"“ + <Z>x" (8.8)

Lavd strana uvedenej rovnosti je stcin (1 +x)...(1+x). Z predoslych dvoch prikladov vieme, Ze
—_—

n krat
(I+x)"=ag +ax' +ax - Fa X an”,

a koeficient ay, pri ¢lene x¥, zodpovedd poétu spdsobov, ktorymi mdzeme zapisat &islo k ako stdet
n &isel 0, alebo 1. CiZe a; zodpoveda poctu roznych rieSeni rovnice

k=ci+-+cy, kdecy,...,c, €{0,1}.

Zo stredoSkolskej kombinatoriky by sme mali vediet, Ze pocet rieSeni uvedenej rovnice je (Z),
pretoZe ide o pocet vyberov k prvkov z n prvkovej mnoZiny, pricom na poradi vyberu nezalezi.

7Upln4 podoba binomickej vety je:

(a+b)n: (g)anb0+(rll)anflbl+ (Z)an72b2+.“+(r.l)an—[bi_._.”_._(n)aobn.
l n
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Odtial dostdvame a; = (Z), a tym je dokdzand binomicka veta (8.8). Ak teraz vo vzorci (8.8) dosa-

dime za premennu x konkrétne hodnoty x = 1 ax = —1, tak dostaneme dve zname kombinatorické
identity:
" n
rex=1: =2" 8.9
P k;) < k) (8.9)

[ n
prex=—1: Z(—l)k<k> = (8.10)

k=0

Operdcie s vytvarajicimi funkciami

V tivodnej Casti sme si pripomenuli, €o je to mocninovy rad a v ilustracnych prikladoch sme nazna-
¢ili spojitost medzi nekone¢nymi postupnostami a funkciami vyjadrenymi pomocou mocninovych
radov. V tejto Casti si formdlne definujeme vytvdrajice funkcie a ukdZeme si, aké operdcie s nimi
moZeme robif.

Existuje viacero typov vytvdrajicich funkcii. Ak sa lepSie pozrieme na obrdzok z dvodu
kapitoly, tak tam uvidime Styri r6zne typy vytvarajicich funkcii. Informatici sa vSak v praxi budd
stretavat viacSinou len s obycajnymi a s exponencidlnymi vytvdrajiicimi funkciami. Preto si teraz
uvedieme definiciu a priklady obyc¢ajnych vytvarajtcich funkcif.

Definicia 8.2.1 — Oby¢&ajna vytvarajaca funkcia. Nech {a,}’;_, je nekonecnd postupnost
redlnych ¢isel. Obycajnd vytvdrajica funkcia tejto postupnosti, je mocninovy rad

a(x) = Z apx".
n=0

Ak mé postupnost {a,};_, len konecne vela nenulovych ¢lenov, tak jemu zodpovedajica
vytvéarajica funkcia sa nazyva aj vytvarajici polyném.

Premennd x v definicii 8.2.1 je redlna, alebo komplexnd. Mocninovy rad, zodpovedajici ne-
konecnej postupnosti, sme v definicii oznacili symbolom a(x). Vieme, Ze vo veobecnosti tento
rad nemusi konvergovat. Pokial ale tento rad konverguje pre nejakd konkrétnu hodnotu xg, tak
z matematickej analyzy vieme, 7e bude konvergovat aj pre vietky hodnoty x spliiajice podmienku
|x| <'|xo|. V takom pripade zodpovedd mocninovy rad a(x) analytickej funkcii.

» Priklad 8.3 Majme dant nekoneéni postupnost {a, };_,, kde pre kazdé n € N: a, = 1. Tejto
postupnosti zodpoved4 rad

a(x) =Y X" =14x+x+ o+ 8.11)
n=0

Ako uz bolo spomenuté v zdvere Casti 8.1.1 (strana 157), rad (8.11) je geometricky, ktorého
prvy ¢len je 1 a kvocient je x. Dalej vieme, Ze pre hodnoty x, spiiiajice podmienku x| <1,
tento rad konverguje. To znamend, Ze pre hodnoty x € (—1,1) bude rad (8.11) konvergovat, Cize
bude zodpovedat nejakej analytickej funkcii. Mali by sme poznaf aj vzorec na vypocet stctu
konvergujiceho geometrického radu. V pripade radu (8.11) je tento sucet llfx, pre x € (—1,1).
Cize nekonecnej postupnosti {1}*_, a jej vytvérajicej funkcii (8.11) zodpovedd analytickd

funkcia a(x) = -

T—x ° n

Rad a(x) z definicie obyc¢ajnej vytvdrajicej funkcie bude vo vSeobecnosti konvergovaf pre
nejakud hodnotu xy # 0 prave vtedy, ak bude postupnost {{‘/ |an| } o ohrani¢end. Ak by uvedena
n=
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postupnost bola neohrani¢end, tak by mohla byt ohranicend napriklad postupnost { \ M } ,
n=0

&fm by sme sa dostali ku definicii exponencidlnej vytvarajiicej funkcie®.

Dolezité upozornenie

V celej tejto kapitole sa budeme venovat vylucne obycajnym vytvdrajiicim funkcidm. Tie st defino-
vané na strane 160 a pre jednoduchost ich budeme nazyvat len vytvdrajiice funkcie. Preto vSade, kde
v tejto kapitole budi spominané vytvarajtice funkcie, sa tym myslia obyCajné vytvérajice funkcie.
AZ tplne na zdver, v podkapitole 8.3.5, uvedieme definiciu exponencidlnych vytvéarajicich funkcii
a spomenieme dva d’alSie typy vytvarajicich funkcii.

Ako uZ bolo spomenuté v podkapitole 8.1.1 v suvislosti s formalnymi mocninovymi radmi,
nie vzdy, presnejSie malokedy, musime braf ohl'ad na to, ¢i a kde dany rad, predstavujici nejaku
vytvarajicu funkciu, konverguje. Prvy a hlavny dovod je, Ze vécSina operdcii s vytvdrajicimi
funkciami je dobre definovand a realizovateInd bez ohladu na konvergenciu zodpovedajicich
radov. Druhym dévodom je fakt, Ze pomocou vytvdrajicich funkcif ¢asto len potrebujeme ziskat
predstavu o tom, ako asi vyzera rieSenie daného problému. Ak uz akymkol'vek spdsobom ziskame
predstavu o rieSeni daného problému, tak mdZeme inymi metédami, napriklad matematickou
indukciou, overif, ¢i ide o sprdvne rieSenie. V nasledujicich podkapitoldch si ukdZeme niektoré
z tychto operdcii.

Sacet vytvarajacich funkcii

NajelementdrnejSia operdcia, ktord sa da robif s vytvarajicimi funkciami, je ich sicet, resp. ich
linearna kombindcia. Definicia stuctu, presnejSie povedané linearnej kombindacie, dvoch vytvarajich
funkcii je Uplne intuitivna.

Definicia 8.2.2 — Sucet vytvarajicich funkcii. Nech a(x) je vytvarajica funkcia postupnosti
{an}; . b(x) je vytvdrajica funkcia postupnosti {b,}_, a ¢, € R. Potom aa(x) + Bb(x) je
vytvérajica funkcia postupnosti {aa, + b, }5_.

= Priklad 8.4 Ako bude vyzeraf vytvérajiica funkcia postupnosti {2} ?

RieSenie: z prikladu 8.3 vieme, Ze vytvarajiica funkcia jednotkovej postupnosti {5, }7_, kde b, = 1
pre kazdé n € N, je b(x) = ﬁ . Pre postupnost zo zadania ulohy plati, Ze a,, = b, + b, pre vSetky
n € N. Preto vytvérajica funkcia postupnosti {a, };_, bude

Vytvdrajuca funkcia nekoneénej postupnosti posunutej doprava

Ak mame nekone¢nu postupnost {a, } 7, a jej zodpovedajiicu vytvarajicu funkciu a(x), tak sa mo-
Zeme zaoberaf otdzkou, ako bude vyzeraf vytvarajiica funkcia, ked postupnost {a, };;_, posunieme
0 k miest doprava alebo dolava.

Najskor si ukdZeme, ako vyzerd vytvdrajica funkcia postupnosti posunutej doprava, pretoZze
je to jednoduchsia tiloha. Majme dand postupnost {a,};_, ktord md vytvarajicu funkciu a(x) a
chceme ndjst vytvarajicu funkciu postupnosti {0, ...,0ap,ai,...,ay,... } Vytvérajticu funkciu

~——
k nul

tejto posunutej postupnosti si oznaéme ako a;” (x), pricom index k znamend posunutie o k miest a

8Pozri definiciu 8.3.3 na strane 175.
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exponent + znamend posunutie doprava. Potom vytvérajica funkcia ak+ (x) bude mat podobu
af (x) = 0" +0x! + -+ 0 fapdt + @ g T
Z definicie vytvérajicej funkcie a(x) plati

a(x) =ao+aix' +a’ +- +ax +-- = af (x) =+ .a(x)

Lema 8.2.1 — Vytvdrajlca funkcia postupnosti posunutej doprava. Majme dani neko-
ne¢nu postupnost {a,}_, a nech a(x) je jej vytvarajica funkcia. Potom vytvdrajica funkcia
postupnosti {a},}>_, kde a; =0 prei € {0,...,k— 1} ad, = a;_4 pre i > k, bude

af (x) = a(x).

Dokaz: vyplyva z definicie obycajnej vytvarajicej funkcie a argumentov uvedenych pred touto
lemou. Q.E.D.

n Priklad 8.5 Nidjdite vytvarajicu funkciu jednotkovej postupnosti, posunutej o 1 miesto doprava.
RieSenie: musime ndjst vytvarajicu funkciu nekone¢nej postupnosti {0, 1,1,...,1,...}. Vieme, Ze
vytvdrajiica funkcia jednotkovej postupnosti {1} je a(x) = ﬁ . Potom podra lemy 8.2.1, bude
mat hladand vytvérajica funkcia podobu

al (x) =x.a(x) = lix'

Ako ndjdeme vytvarajicu funkciu nekonecnej postupnosti posunutej o k miest dolava, si ukdZzeme
az v podkapitole 8.2.5.

Sacin vytvarajacich funkcii

Sucin dvoch vytvarajuicich funkecii sa pocita tak, Ze sa obvyklym spésobom vynasobia zodpoveda-
juce nekonecné rady. To, ako bude tento sicin vyzeraf, naznacujui uz priklady 8.1 a 8.2. Ilustrujeme
si to najskor na priklade a potom uvedieme definiciu.

= Priklad 8.6 Majme dve nekone¢né postupnosti {a, };r_, {bx}r_, a ich vytvérajice funkcie

alx) = ao+aix+ax>+ - +ax + -
b(x) = bo+bix+byx®+-- +byx" + -

Ak spravime su¢in vytvérajicich funkcii a(x) a b(x), tak tento bude mat podobu

a(x).b(x) = coteixtexd o o=
= agby+ (aghy + a1by)x + (agby +aiby + azbg)x* + - --

V sucine a(x).b(x) dostaneme koeficient ¢, pri ¢lene x", ako sucet vetkych sicinov koeficientov
z radu a(x), resp. b(x), pri ¢lenoch x', resp. x/, takych, Ze i+ j = n. .

Definicia 8.2.3 — SG¢in vytvarajucich funkcii. Majme dve nekonecné postupnosti {a, }; .
{bn};_o aich vytvérajice funkcie

a(x) = Z apx" a b(x) = Z byx".
n=0 n=0

Potom sucin tychto dvoch vytvarajticich funkcii bude
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oo n
a(x).b(x) = Z cxX', kde ¢, = Z aib,_i.
n=0 k=0

= Priklad 8.7 Nijdite vytvarajicu funkciu postupnosti {n}’ .

RieSenie: najskdr si uvedomme, ako vyzerd sucin dvoch vytvarajicich funkcii, z ktorych jedna
zodpoveda nekonenej jednotkovej postupnosti. Cize {b,}*_, kde b, = 1 prekazdé n € Na {c,}>_,
je 'ubovol'nd postupnost. Sti¢in vytvarajicich funkcii tychto postupnosti je

b(x).c(x) =co+ (co+ci)x+--+(co+---+cp)x" +--- (8.12)

Vytvérajicu funkciu postupnosti {b,}>_, uz pozndme z prikladu 8.3. Je to funkcia b(x) = 1%

X
Preto vieme, Ze
c(x)

1—x

=co+(co+ci)x+-+(cot - Fe) 4,

kde ¢(x) je vytvarajiica funkcia postupnosti {c,}> ;. Vezmime si teraz ako postupnost {c,}>_,
jednotkovii postupnost posunutii o jedno miesto doprava. Cize co = 0 a ¢, = 1 pre vietky n > 1.
Potom b(x).c(x) z rovnice (8.12) je vytvérajica funkcia postupnosti {n};_, zo zadania dlohy.
Vytvdrajicu funkciu postupnosti {c, };,_, opif uz pozndme z prikladu 8.5. Je to funkcia c(x) = 1%

—X .
Preto vytvarajiica funkcia postupnosti {n};_, bude

Vytvdrajuca funkcia nekoneénej postupnosti posunutej dolava

V podkapitole 8.2.3 sme si ukazali, ako dostaneme vytvarajicu funkciu nekonecnej postupnosti po-
sunutej doprava. V pripade posunutia postupnosti {a, }';_, 0 kK miest dolava, je situdcia mierne zlo-
zitejSia. Postupnost {a, };>_, posunutd o k miest dolava, bude maf podobu {a,di1,...,ak+n, .-}
Cize mdzeme ju zapisaf ako {d,} . kde a; = ayy;, pre vSetky i € N. Jej vytvdrajicu funkciu
budeme oznacovat analogicky ako sme to robili pri posune doprava, t.j. a, (x), kde exponent —
znamend posun dolava.

Vytvérajica funkcia pdvodnej postupnosti ma tvar

a(x) = ap+arx+a® +- - +a" +---

Z uvedenej vytvdrajicej funkcie dostaneme vytvdrajicu funkciu posunutej postupnosti {a, }*_,
ak od nej od&itame prvych k ¢lenov a ostatné ¢leny vydelime x*. To znamen4
_ (ao+arx+apx®+--+apx"+---) — (ag+arx+apx® + -+ a1 2 1)
X
a(x) — (ao +aix4+--- +ak_1xk*1)
. .
X

Lema 8.2.2 — Vytvdrajica funkcia postupnosti posunutej dofava. Majme dand neko-
ne¢nu postupnost {a,}>_, a nech a(x) je jej vytvarajica funkcia. Potom vytvérajica funkcia
postupnosti {a}, }>_, kde a; = ax4; pre i € N, bude
a(x) — (ao +ajx+--- +ak,1xk_1)
- .
X

a (x) =
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Dokaz: vyplyva z definicie obyc€ajnej vytvarajicej funkcie a argumentov uvedenych pred touto
lemou. Q.E.D.

= Priklad 8.8 Nijdite vytvarajicu funkciu postupnosti {n};_,, posunutej o 2 miesta dolava.

Riedenie: nasou ulohou je ndjst vytvéarajicu funkciu postupnosti {2,3,4,...,n...}. Z prikladu

8.7 vieme, Ze postupnost {n};_, md vytvarajicu funkciu a(x) = ﬁ Podla lemy 8.2.2 bude
vytvdrajuica funkcia postupnosti {2,3,4,...,n...}
(%) a(x) —x (1fx)2 X x—x(1-x)? 22— 2—x
a X) = = = = = .
2 x? x? x(1-x) x*(1—-x)?2 (1—-x)?

Substiticia ox, pre o € R, do vytvdrajicej funkcie

Majme nekone&ni postupnost {a, }*_ a jej vytvérajicu funkciu a(x). Co sa stane, ak do vytvira-
jucej funkcie a(x) substituujeme namiesto premennej x sicin ax, kde o € R?

Lema 8.2.3 — Substiticia ax, pre « € R, do vytvdrajicej funkcie. Necha(x) je vytvéarajica
funkcia postupnosti {a, };_,. Potom a(ax) bude vytvarajica funkcia postupnosti {a"a, }7 .

Dokaz: vieme, Ze
a(x) = ag+arx+ @+ +ap oo
TakZe po substiticii dostaneme
a(ox) = ag +ajax+aoax* + - a0t -

Preto funkcia a(ax) bude vytvdrajicou funkciou postupnosti {t"a, };r . Q.E.D.

= Priklad 8.9 Nijdite vytvarajicu funkciu postupnosti {3"}> .
RieSenie: z prikladu 8.3 vieme, Ze vytvarajiicou funkciou postupnosti {1} je a(x) = l—ix Potom

oo

podla lemy 8.2.3 bude a(3x) = ﬁ vytvarajicou funkciou postupnosti {3"}%_. .
Pomocou jednoduchého triku a substiticie ax do vytvarajicej funkcie méZeme z nekonecne;j
postupnosti vybraf jej kazdy druhy ¢len. Majme nekone¢nu postupnost {a,};r_, a jej vytvarajicu

funkciu a(x). Z postupnosti {a,};_, chceme vybrat len vSetky parne, resp. vietky nepérne ¢leny.
Pre vytvarajice funkcie tychto podpostupnosti plati

(a(x) —i—a(—x)) = aptax® tax* + - +apyxt+ - (8.13)

(a(x)—a(—x)) = aix' a3 +asx® -+ ap X (8.14)

N = N =

Vytviérajica funkcia %(a(x) + a(—x)) zodpovedd postupnosti {ao,0,a2,0,a4,0,...,0,a2,,0,...}

a funkcia % (a(x) — a(—x)) zodpovedd postupnosti {0,a;,0,a3,0,as,0,...,0,a2,+1,0,...}. Pomo-
cou rozifrenia uvedeného triku a pouZitim vietkych komplexnych korefiov rovnice x* = 1 vieme
z postupnosti {a, };_, vybraf jej kazdy k-ty ¢len. V pripade potreby mdZu zdujemci ndjst d'alSie
informacie napriklad v knihe [12].



8.2.7

8.2.8

8.2 Operdcie s vytvarajacimi funkciami 165

Substiticia =*, pre k € N, do vytvéarajicej funkcie
Dal3i trik, umoZiiujici ,,nafiiknutie pdvodnej nekoneénej postupnosti, je substiticia x* za pre-
mennt x do vytvarajicej funkcie.

Lema 8.2.4 — Substiticia =%, pre k € N, do vytvdrajlcej funkcie. Nech a(x) je vytvarajica
funkcia postupnosti {a, };_,. Potom a (x*) bude vytvérajica funkcia postupnosti {b, }:_, kde
bin = ay, pre kazdé n € Na b; =0 ak i # kn.
Dokaz: vieme, Ze

a(x) =ay+ax+a®+ - +ax"+ -
TakZe po substiticii dostaneme

a(xk) =ao+ar* +ap +- A a + -

Preto funkcia a (xk) bude vytvérajicou funkciou postupnosti

ap, 0,...,0 ,a;, 0,...,0 ,a3,...,0,...,0 ,a,, 0,...,0 ,... . QE.D.
—— —— —— ——
(k—1)ndl  (k—1)ndl (k—1)ndl  (k—1)ndl

= Priklad 8. 1v0 Néjdite vytvérajicu funkciu postupnosti {2@J }::0. Zdpis |x| oznaCuje dolnd celd
Cast &islax. Cize [3.6] =3a|—2.4| = —3.

Riedenie: nasou dlohou je ndjst vytvdrajicu funkciu postupnosti {1,1,2,2,4,4,...,2" 2" .. .}.
Vieme, Ze vytvérajicou funkciou postupnosti {1}, je a(x) = 1‘: Dalej je podra lemy 8.2.3
b(x) = ﬁ vytvdrajicou funkciou postupnosti {2"}>7 ,. My potrebujeme tiito postupnosf ,,na-
fiknut* tak, Ze medzi kaZzdé dve susedné &isla vloZime nulu. Potrebujeme vytvorif postupnost
{entry=1{1,0,2,0,4,0,...}. Vytvarajicou funkciou postupnosti {c, } ;_, bude, podlalemy 8.2.4,
funkcia c(x) = ﬁ . Podla lemy 8.2.1 bude ¢} (x) = 15 Vytvérajlicou funkciou postupnosti
{cn}i_ posunutej o jedno miesto doprava. Potom podla definicie 8.2.2 bude

1 4 x  14x

Cl-22 -2 1242

d(x)

vytvérajicou funkciou postupnosti {ZL%J }::0.

Derivovanie vytvarajacich funkcii

Podobu derivicie® vytvarajiicej funkcie dostaneme priamo z definicie vytvarajiicej funkcie a z vlast-
nosti derivdcii, ktoré pozndme z matematickej analyzy. Ak mame dant nekonecnud postupnost
{an}7_ ajej vytvarajiicu funkciu
alx) =Y ax" = A+ aix+ax* + -+ ap + -
n=0

tak jej derivdcia bude

/
d(x) = (Z anx"> = Z (anx") = ay 4+ 2a0x+3a3x* + -+ nax" -
n=0 n=0

9Pri derivovani sa na vytvarajicu funkciu pozerame opiif len ako na formalny mocninovy rad a vyuzivame skuto&nost,
Ze derivdcia suctu je sicet derivacii.
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Lema 8.2.5 — Derivacia vytvarajicej funkcie. Dand je nekonecnd postupnost {a, };r_, a jej
vytvérajica funkcia a(x). Potom d’(x) je vytvarajiica funkcia postupnosti {(n+ 1)ani1}, .-

Dokaz: vyplyva z vyssieuvedeného. Q.E.D.
Pouzitim derivécie vytvarajicej funkcie velmi jednoduchym sp6sobom dostaneme napriklad rie-
Senie prikladu 8.7.
= Priklad 8.11 Nijdite vytvarajicu funkciu postupnosti {n}_,.

RieSenie: vieme, Ze vytvarajica funkcia jednotkovej postupnosti {1}57_ je b(x) = llfx Derivaciou
tejto funkcie dostaneme vytvarajicu funkciu postupnosti {1,2,3,...}, ktord uz len sta¢i posundf
o 1 miesto doprava, aby sme dostali postupnost zo zadania dlohy. TakZe b’ (x) = (1jx)2 , podla lemy

8.2.1, eSte ndsobime x, ¢im dostdvame hladani vytvérajicu funkciu a(x) = - .
Integrovanie vytvarajicich funkcii

Integrovanie'® vytvarajicich funkcif sa tieZ robi velmi jednoducho. Ak mame dand nekoneéni
postupnost {a, }>_, a jej vytvarajicu funkciu

X)=Y ax"=atax+ax’+-+ax +-
n=0

tak jej neurcity integral bude
/ dx—/zanx”dx—Z/anx dx—aox+5x +?x+ S+ 11 g

p ) V predoslom integrili, resp. integrdloch, chyba aditivna konstanta c. Td v tejto Casti poloZime
¢ = 0 a pre jednoduchost ju nebudeme pisat.

Lema 8.2.6 — Integradl vytvarajicej funkcie. Majme dant nekone¢nd postupnost {a, }7_, a
nech a(x) je jej vytvérajica funkcia. Potom [ a(x)dx je vytvarajica funkcia postupnosti

ap a; az
o,f,f,f,...}.
{ 1°2°3

Dokaz: vyplyva z vysSieuvedeného. Q.E.D.

Pouzitim integrovania vytvdrajticej funkcie vieme velmi jednoducho dostat napriklad vytvarajicu
funkciu harmonickej postupnosti.

= Priklad 8.12 Néjdite vytvirajiicu funkciu postupnosti {1}~ o

RieSenie: vieme, Ze vytvérajica funkcia jednotkovej postupnosti {1};o 0 je b(x) = = . Integro-

) =
vanim funkcie b(x) dostaneme vytvérajiicu funkciu postupnosti {0, 1 } kto sta01 uz len

posuntf o 1 miesto dolava. Plati

/b(x)dx:/lix

Podra lemy 8.2.2 este musime odpoditaf prvy ¢len postupnosti (ap = 0) a vydelif tito funkciu x,
aby sme dostali hladani vytvarajicu funkciu. Vytvarajica funkcia harmonickej postupnosti je

a(x) = _ln(lx—x) . .

72737

x=—In(l—x).

10prj integrovani sa na vytvdrajicu funkciu pozerdme opiif len ako na formalny mocninovy rad a vyuzivame skuto&nost,
Ze integrdl suctu je sucet integralov.
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Priklady pouzitia vytvarajiacich funkcii

V tejto Casti si ilustrujeme vyuZitie vytvarajicich funkcii na zaujimavejSich prikladoch, nez boli
jednoduché priklady z predoslych podkapitol. Za¢neme znamou Fibonacciho postupnostou.

Fibonacciho postupnost

Fibonacci bol jeden z najvyznamnejsich stredovekych matematikov. Zil na prelome 12. a 13.
storoCia v Pise a svoje prace vicSinou podpisoval menom Leonardus Pisanus, resp. Leonardus
filius Bonacij, Cize v preklade Leonard, syn Bonacciho, z ¢oho vzniklo Fibonacci. Fibonacci
pomohol do matematiky zaviest pozi¢ni desiatkovi ¢iselntd ststavu, nulu ako &islo!! a s jeho
menom je neoddelitelne spojend Fibonacciho postupnost.

Fibonacciho postupnost, ktord pravdepodobne vSetci pozndme uz zo zékladne;j a strednej Skoly,
sa niekedy nazyva aj zajacia postupnost, pretoze suvisi s tilohou o rozmnoZovani parov zajacov. Je
to rekurentnd postupnost definovand vztahom

ay=a; =1 a apnt+2 =apt+1+a, , pre n>0.

Cize prvé dva &leny postupnosti sa rovnaji 1 a kazdy dalii ¢len dostaneme ako stcet predchadza-
jucich dvoch ¢lenov. Fibonacciho postupnost vyzera takto

{1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,...}

Pri Fibonacciho postupnosti nie je problém zistif, Comu sa rovnd prvy, desiaty, alebo, s trochou
trpezlivosti, aj sty ¢len. Ale Co spravime, ak potrebujeme vypocitaf n-ty ¢len, pre nejaké obrovské
¢islo n € N? Na to potrebujeme explicitné vyjadrenie ¢lenov postupnosti, t.j. musime ndjst takd
funkciu F(x), aby F(n) = a, pre vietky n € N.

Ideme teda hladat explicitné vyjadrejnie ¢lenov Fibonacciho postupnosti. Zaéneme tym, Ze si
utvorime vytvdrajicu funkciu Fibonacciho postupnosti

F) =14x4+2x2 433 +5x* + 80 + 130 + - -

Teraz sa pozrime na rekurentny vzfah, ktorym je Fibonacciho postupnost definovand a, 1, =
ay + any 1. Co dostaneme, ak si vytvorime dve képie Fibonacciho postupnosti, jednu posunieme
o 1 miesto doprava, druhd posunieme o 2 miesta doprava a tieto posunuté postupnosti s¢itame?
Pozrime sa na to

011235 8 13 21
+ 001123 5 8 13
01 235 8 13 21 34

Vidime, Ze sme dostali ,,takmer* Fibonacciho postupnost. Len ¢len ag v nej chyba a je nahradeny
nulou. Pomocou lemy 8.2.1 spravime uvedenu operdciu nie na samotnej postupnosti, ale na jej
vytvérajicej funkcii. Tym dostaneme

DW= f) -1 = )= —

o l—x—x2

UZ teda pozndme vytvdrajicu funkciu Fibonacciho postupnosti a pomocou nej ndjdeme explicitné

vyjadrenie jej ¢lenov. To dosiahneme pomocou rozkladu zlomku 17)377)# na parcidlne zlomky.
Néjdeme si korene polynému 1 —x — x2. St nimi x| = _1;\5 axy= _“5‘/5 . Lahko sa potom overt,

Ze plati

TNula bola v &asoch Fibonacciho relativnou novinkou. Cudia sa jej uZ od staroveku béli a vyhybali sa jej. Len
na konci 10. storocia, ¢iZe necelych 200 rokov pred Fibonacciho pésobenim, pouZivanie nuly pdpeZskou bulou povolil
papez Silvester II. Mimochodom bol to jediny papez, ktory bol povodnym vzdelanim matematik a astroném a prvy
francuizsky pépez.
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I _1( L )_1 L
l—x—x2 5\x—x1 x—x V5 x2<1_i> x| (1_£>
X2 X1

Preto vytvarajucu funkciu Fibonacciho postupnosti mdéZeme pisaf v tvare

R o
o5 -5 x5 1-57

f()

Z lemy 8.2.3 dalej vieme, Ze

Fl) = <1+x+x2+x3+ ) ! <1+x+x2+x3+ )
V5 X x5 x x1v5 XX %

Z uvedeného zdpisu uz priamo vidime, Ze

1 1 1 1 1 1 1
ap = -, a1 = -y, Op=—=\ -1, .-
Taovs a5 25 Vs " ﬁ(x’;*‘ xf;+1>

Ak teraz za x; a xp dosadime konkrétne hodnoty x| = _15‘/5 , Xp = _1%6 a vyuZijeme rovnost
x1.x = —1 = (x1.0)""! = (—1)"*!, tak dostaneme explicitné vyjadrenie ¢lenov Fibonacciho
postupnosti

n+1 n+1
F(n):an:(_l) (‘“2”5> _<_1;‘6> , prekazdé neN. (8.15)

K tomuto vzorcu sa dd dospief aj viacerymi inymi spdsobmi, ako sa lahko mdZeme presvedcit
v doporucenej literatire. Explicitné vyjadrenie ¢lenov Fibonacciho postupnosti (8.15) mdzeme uz
povazovat za findlne, alebo ho eSte mdzeme upravit. Jednak preto, Ze v iom je zbyto¢ne vela ¢lenov
(—1)' a jednak preto, aby vysledny vzorec bol rovnaky, ako nam d veta 8.3.1 v podkapitole 8.3.3.

Plati
47147\/5 n+1 ) 147\/5 n+1
(5 o)

71‘Fxﬂ§ n+1 ) 147V@§ il
(2) — (—1ym! <2>
Fny=a, = CCDT (1_‘6>N—<1+ﬁ>nﬂ

Preto (8.15) mdzeme pisaf ako
2 2

Kedze (—1)"(—1)" = (—1)>"*! = —1, mdZeme (8.15) este upravit do tvaru.

n+1 n+1
1 1++/5 1—5
F(n)=a,= —— - : kazdé . 1
(n)=a 7 ( 7 > ( 3 ) pre kazdé ne N (8.16)

V tvare (8.16) dostaneme explicitné vyjadrenie ¢lenov Fibonacciho postupnosti, ak ho budeme
hladat pomocou vety 8.3.1.
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Fibonacciho postupnost inak

V predoslej podkapitole sme si ukdzali, ako sa dd pomocou vytvarajicich funkcii odvodif explicitné
vyjadrenie Fibonacciho postupnosti. V tejto podkapitole si toto explicitné vyjadrenie Fibonacciho
postupnosti odvodime este raz, avSak inym a trochu jednoduch$im spdsobom. Takto si nielen pripo-
menieme to, Ze vacSina matematickych problémov sa da rieSif viac neZ len jednym sp6sobom, ale
zaroven si takto aj overime spravnost explicitného vyjadrenia Fibonacciho postupnosti z predosle;j
podkapitoly. Majme teda danu postupnost definovanui rekurentnym vzfahom

apty =ap+1+a, , pre n>0. (8.17)

Predpokladajme, Ze existuje rieSenie rekurencie (8.17) v tvare a, = ¢", kde g € C. Potom musi
platit
qn+2 _ qn+l _|_qn

a po vykrateni oboch strdn rovnice ¢islom ¢"
P=q¢'+1 = F#—g—1=0.
Poslednd kvadratickd rovnica m4 dve rieSenia

145 X 11—
T2 2=

15

q1

Takze a, = ¢} a a, = q5 su rieSenia rekurencie a, 2 = a, 1 +ay, a je zrejmé, Ze aj ich fubovolnd
linearna kombinacia

an, =ciqi+cq5, kdecy,c, €C (8.18)

bude rieSenim rekurencie (8.17). Aby sme dostali Fibonacciho postupnost, musime ndjst také
konStanty ¢ a ¢y, pre ktoré dostaneme ag = a; = 1. Musi preto platif stistava rovnic

l=ay = cig)+c2qd
l=a = ClQ}‘f‘CzC]é

RieSime teda sustavu dvoch linedrnych rovnic o dvoch neznamych
1 = c14+ce
1+V5 1-V5
1 = ¢ > + 2 )

Jej rieSenim su Cisla
1 [(1+V5 . 1 (1-+/5
cl=—" o=——F" .
s\ 2 T\ 2

Dosadenim ¢isel ¢ a ¢p do vztahu (8.18) dostaneme explicitné vyjadrenie n-tého ¢lena Fibonacciho
postupnosti

(15" (1=
2 B 2

n+1
) , prekazdé ne N,

ktoré je ekvivaletné s explicitnym vyjadrenim (8.16) z predoslej podkapitoly.
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Vseobecné rekurentné postupnosti

Pre v§eobecné rekurentné postupnosti plati nasledujica veta, ktori uvedieme bez dokazu. Jej dokaz
nie je komplikovany, je len pracny na rozpisovanie. Robi sa podobnym spdsobom, akym sme robili
explicitné vyjadrenie ¢lenov Fibonacciho postupnosti v predoslych podkapitolédch.

Veta 8.3.1 — Explicitné vyjadrenie rekurentnych postupnosti. Nech {a,};;_, je Ciselnd
postupnost, ktorej prvych r ¢lenov {ao,...,a,—1} je danych a d’alsie ¢leny si definované reku-
rentnym vzfahom

ap = Cr—1ap—1+Cr—2ay—~+ -+ Cc1ap—r+1 +coadn—r, kde cg,...,c,—1 € R. (8.19)

Na zdklade rekuretného vzfahu (8.19) definujiceho postupnost {a, }’_, si zostrojime polyném

X=X T X 2= —cix— g (8.20)

a ndjdeme vSetky jeho komplexné korene. Nech xp,...,x; si vSetky r6zne komplexné korene
polynému (8.20), pri¢om korefi x; ma ndsobnost 7;. Potom existuji konStanty s;;, kde 1 <i <k
al < j <t také, Ze plati

k
2 i
dn = Z (silx? +sipnxl! 4 spnxl + -+ spn” x’f) ‘
i=1

Predosla veta moZno na prvy pohlad vyzerd odstrasujico, avSak zdanie klame. Naviac, v pri-
kladoch sa budeme vicsinou zaoberaf rekurentnymi postupnostami, ktorych ¢leny st definované
pomocou dvoch, resp. troch, predoslych ¢lenov, takZe polyném obvykle bude len kvadraticky alebo
kubicky. KonStanty s;;, spomenuté vo vete, budeme pocitat pomocou prvych r ¢lenov rekuretne;j
postupnosti, ktoré budid dané. Pomocou nich zostrojime sdstavu r linedrnych rovnic o r nezndmych.
Naviac determinant tejto sistavy bude vZdy nenulovy, a preto bude maf tato sistava vzdy prave
jedno rieSenie.

oo

= Priklad 8.13 Dané s prvé dva Cleny ag = 1, a; = 2 postupnosti {a,};_, a rekurentny vzfah
a, = 3a,—1 —2a,_», pre n > 2, definujuci jej dalSie ¢leny. Néjdite explicitné vyjadrenie Clenov
tejto postupnosti.

Riedenie: prvé ¢leny tejto postupnosti su {1,2,4,8,16,...}. Prvd moznos rieSenia, je postupovat
rovnako ako v pripade Fibonacciho postupnosti. To znamend zostrojime vytvarajicu funkciu danej
postupnosti

a(x) =1+ 2x+4x* +8x° +16x* + ...

Ak 3 nésobok danej postupnosti posunieme o 1 miesto doprava a —2 ndsobok danej postupnosti
posunieme o 2 miesta doprava a tieto postupnosti s¢itame, tak dostaneme

(3x— 2x2) .a(x) =a(x)—1+x.
Z toho si lahko odvodime vytvarajicu funkciu

) 1—x 1—x 1
a(x) = = = :
1—-3x+2x2 (1—-x)(1-2x) 1-2x

Z prikladu 8.9 a lemy 8.2.3 uz vieme, ako bude postupnost, zodpovedajiica vytvarajicej funkcii
a(x), vyzerat. Bude to postupnost {2} . TakZe uZ vieme, ako bude vyzeraf explicitné vyjadrenie
¢lenov danej postupnosti.
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Druh4 moZnost rieSenia je pouZif vetu 8.3.1. Dany rekurentny vztah, definujici ¢leny postup-
nosti, si prepiSeme tak, aby sme vsetky Cleny postupnosti mali na l'avej strane rovnice a na pravej
strane rovnice bola nula. K rekurencii potom zostrojime zodpovedajici polyném

ay—3ay_1+2a, =0 — x*—3x+2.
Uvedeny polyném x*> —3x+2 = (x — 1)(x —2) m4 dva korene x; = 1 a xo = 2. Podla vety 8.3.1
musia existovaf konStanty sy a 571 také, Ze plati

a, = s11 1"+ s5212". (8.21)

Uz len potrebujeme ndjst tieto konStanty. Pozndme prvé dva ¢leny postupnosti ag = 1 a a; = 2.
KedZe rovnost (8.21) musi platit aj pre tieto ¢leny, dosadime ich hodnoty do rovnosti (8.21) a
dostaneme sustavu dvoch linedrnych rovnic o dvoch nezndmych

1 = S11+S2120 = sii+ s = 1

2 = S11—|—S2121 — S11+2s01 = 2
Riesenim uvedenej ststavy su konStanty s;; =0 a sp; = 1. Preto explicitné vyjadrenie ¢lenov
danej postupnosti bude a, = 2". "

Pocet bindrnych stromov na »n vrcholoch

Predtym, nez zacneme s odvodzovanim vzorca pre pocet bindrnych stromov na n vrcholoch, si
definujeme Newtonove binomické koeficienty. Kazdy sa uZ na stredoskolskej kombinatorike mohol
stretnif s pojmom binomicky koeficient. Binomické koeficienty su definované pre nezdporné celé
Cisla n, k, kde n > k, pomocou vztahu

<n)_ n! _n(n=1)...(n—(k-1))
k)  (n—k)k! k!

a pouzivaju sa napriklad pri pocitani kombindcii, pripadne v binomickom rozvoji (a + b)" atd.
Newtonove binomické koeficienty st zovSeobecnenim binomickych koeficientov pre komplexné
hodnoty n.

Definicia 8.3.1 — Newtonove binomické koeficienty. Nech o € C a k € N. Potom Newto-
nov binomicky koeficient (Z‘) je definovany vzfahom

<a>:1 . <a>:a(a—1)...(a—(k—l))’ ore k> 1.

0 k k!

Zovseobecnené binomické koeficienty zaviedol Isaac Newton pri skimani rozvoja (1 +x)?.

s v

Ak je n celé &islo, tak binomickd veta hovori, ako bude vyzeraf rozvoj (1 4 x)". Ako vSak bude

tento rozvoj vyzeraf, ak exponent nie je celé ¢islo, alebo je to dokonca komplexné ¢islo? Newton
zistil'2, Ze rozvoj (1 +x)* bude maf pre Tubovolné « € C tvar

(1+x)%= <g> - (?)x+ <Z>x2—|— (§>x3+~- (8.22)

Z (8.22) vidime, Ze nekone¢nd postupnost { (%)} ma vytvdrajicu funkciu (1+x)*, ktord
konverguje pre vSetky |x| < 1. Pre Newtonove (zovSeobecnené) binomické koeficienty, podobne

ako pre binomické koeficienty, sa dajui dokazat r6zne identity. Tym sa tu v§ak podrobnejSie zaoberat

12My to vieme zistif tieZ. Sta&i rozvinut funkciu (14x)% do Taylorovho radu so stredom xy = 0 (Maclaurinov rad).
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nebudeme. Zaujemci, v pripade potreby, ndjdu dostatok informécii v odporticane;j literatire. My
si tu odvodime len jednu takidto identitu, pretoZze ju neskor budeme potrebovaf. Predtym, nez
uvedieme priklad, definujeme si jeden pomocny pojem, ktory ndm zjednodusi zépis.

Definicia 8.3.2 — Dvojny faktoridl (semifaktoridl). Dvojny faktoridl ¢islan € N, oznacujeme
n!! a definuje sa nasledovne. Pre n = 0 plati 0!! =1 a pre n > 1 je n!! sucin vSetkych celych
¢isel i, kde 1 < i < n, takych, Ze ¢islo i ma rovnaku paritu ako ¢islo n.

Pre lepsiu zrozumitelnost rozpiSeme definiciu dvojného faktoridlu zvlast pre neparne a zvI4st pre
parne cisla

2n—1!" = 13...2n-1) napriklad 7=1.3.5.7=105
2n)!! = 24...2n napriklad 811=2.4.6.8 =384

Priamo z definicie dvojného faktoridlu je zrejma rovnost

(2n)!
2n—1)N(2n)!" = (2n)! == 2n—1)!1= (2n)1! (8.23)
a rovnako trividlne sa nahliadne platnost rovnosti
2n)!'=24...2n)=2"(1.2...n) =2"n! (8.24)

——
n Cinitelov

n Priklad 8.14 Pre Newtonov binomicky koeficient dokédZte identitu

() = ()

RieSenie: zatneme tym, Ze si (é) rozpi$eme podra definicie 8.3.1. Dalej st to uz len jednoduché
Upravy algebraickych vyrazov a vyuZitie rovnosti (8.23), (8.24) a definicie binomickych koeficien-
tov zo strednej Skoly

n Cinitelov

> _ G) <;1> <;(”1)> 2 (1—2)(1(’1—:) .é.il.li(tiro—vz(n—l)) B

n! n 2p!

(n—1) Cinitelov

(1-2)(1=4)...3=2n) (=)D (=1)"D(13...(2n-3)) (2n—1)

2np! (—1)n=1) 21 (2n—1)

C(=nmYea-nn (=D @2n)
T 2@2n—1n! 27(n—1)n! @)

(-D"=D @2r)  (=D)"Y (2r) (=)D ‘<2n>

T 2(2n—1n! 2m!  22(2n—1) nln!  4Q2n—1) \n
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Pod'me sa teraz venovat bindrnym stromom. Pri zistovani poctu bindrnych stromov na n vrcho-
loch bude pre nds vyhodnejSie pouzif induktivnu (rekurzivnu) definiciu 4.4.1 (strana 80) binarnych
stromov. Této definicia hovor{

Bindrny strom je bud prdzdny strom, t.j. nemd Ziadnu hranu ani vrchol, alebo je to
koreriovy strom s koreriom a usporiadanou dvojicou podstromov (B1,B5), kde B; aj
By sii bindrne stromy.

Budeme teraz skimat nekonecnud postupnost {b,}>_,, kde b, je pocet vSetkych neizomorfnych
bindrnych stromov na n vrcholoch. Prvé €leny tejto postupnosti lahko ndjdeme aj skiSanim vSetkych
moZznosti a zistime, Ze

bo=1, by=1, by=2, b3=5, ba=14, ...

Podra definicie 4.4.1 je aj prazdny strom bindrnym stromom, a preto by = 1. Vytvdrajica funkcia
postupnosti {b,}’;_, bude

b(x) = bo+bix+box* + -+ byx" + -

Ak by sa ndm podarilo ndjst rekuretné vyjadrenie postupnosti {b, }:_, tak podla vety 8.3.1 by sme
uz lahko nasli aj explicitné vyjadrenie jej clenov. V tomto pripade to v§ak nebude také jednoduché,
pretoZe rekurentné vyjadrenie postupnosti {b, };_, sice existuje, ale nie je linedrne.

Vréfme sa opif ku definicii 4.4.1, ktorej podstatnii ¢ast mdme odcitovand vysSie. Ak pozndme
hodnoty bg,b;,...,b,_1, tak ako pomocou nich vypocitame hodnotu b,? Bindrny strom na n
vrcholoch je tvoreny koretiom (1 vrchol) a usporiadanou dvojicou (Bj,B;) bindrnych stromov,
ktoré maju dokopy (n — 1) vrcholov. Preto musi pre n > 1 platif

n—1

b, = bob,—1 +biby_+---+b,_2b1 +b,_1by = Z bibp—1-;. (8.25)
i=0

Vzorec (8.25) nam ale, podla definicie 8.2.3, vyjadruje koeficient pri ¢lene x*~! v stidine vytva-

rajdcich funkcif b(x).b(x) = b*(x). Alebo inak povedané, b, je, pre n > 1, koeficient pri ¢lene
x" vo vytvdrajdcej funkcii xb?(x). TakZe funkcia xb?(x) bude ,takmer* zodpovedaf postupnosti
{bn}7_- Rozdiel je len v Clene by, pretoze prvy ¢len postupnosti, ktord vytvdra funkcia xb?(x),
bude 0 a nie 1. Odtial dostdvame vzfah pre vytvérajicu funkciu b(x)

xb*(x) = b(x) —1 —  xb*(x)—bx)+1=0 (8.26)

na posledni rovnicu v (8.26) sa méZeme pozeraf ako na funkciondlnu kvadratickd rovnicu a podla
znameho vzorca ndjst jej rieSenie

IVl —4x
- 2x

KedZe by = 1, zvolime si ku funkciondlnej rovnici (8.26) pociato¢ni podmienku »(0) =1 a
pozrieme sa blizsie na dve moznosti (£) v (8.27).

b(x)12 (8.27)

* Ak by sme zobrali b(x) = 1“2}:4)‘ , ¢omu sa bude rovnat »(0)? Musime vypocitaf limitu
prex —0

.. . 1++1—4x
Limita lim ———

istuje! 2
lim o neexistuje (8.28)

Citatel zlomku ma limitu 2 a menovatel konverguje k nule, ale znamienko sa 1ii v zavislosti
od smeru. Limita zlava je —oo a limita zprava je oo. TakZe obojstranna limita neexistuje.
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« Ak zoberieme b(x) = 1= v2l—4x , ¢omu sa teraz bude rovnat »(0)? Poéitame limitu pre x — 0

1—+v1—4x 1—+v1—4x 1+\/1—4x_1, 4x

lim = lim = lim =1 (8.29
x—0 2x x—0 2x 1+V1—4x x—02x (1 +v1— 4x) ( )

-y T .. v . . . _ 1—/1—4x
Z (8.28) a (8.29) vidime, Ze jediné vyhovujuice rieSenie rovnice (8.26) je b(x) = TE

Vytvarajicu funkciu uZ mame, potrebujeme ku nej eSte ndjst zodpovedajicu nekoneént postupnost.
1
Plati /1 —4x = (1 —4x)2 az (8.22) alemy 8.2.3 vieme, Ze

1 1 1

1 1 1
V1—4dx= (8) + <i> (—4)x+ (;) (—4)2x%+-- + <2> (—4)""" -
n
Mame teda vytvérajicu funkciu b(x) = Ioyl-dx Vz)lf“ a podme si nijst jej zodpovedajicu postupnost
krok po kroku
> Funkcii +/1 —4x prindleZi nekone¢nd postupnost {(—4)” (é) }

5]

n:O‘
1

> Funkcii —+/1 —4x prindleZi nekone¢nd postupnost {(—1)(—4)"(7)} .
n=

n

> Funkcii 1 —+/1 —4x bude zodpovedat ,,takmer* rovnak4 postupnost ako funkcii —+/1 —4x.
Rozdiel je len v tom, Ze sa eliminuje konstanty Clen 1.

> Koeficient % pri vytvérajicej funkcii 1 —+/1 —4x ndm, podlalemy 8.2.2, posunie postupnost
o 1 miesto dolava. KonStantny ¢len sa uz rovnd 0, a preto je ndsobenie koeficientom % dobre
definované.

> Napokon ndm nésobenie koeficientom % zniZi hodnotu kazdého Clena postupnosti na polo-
vicu.
Podra predoslych bodov uZ vieme, ako bude vyzeraf explicitné vyjadrenie nekone¢nej postup-
. co e . T
nosti zodpovedajiicej vytvérajiicej funkcii b(x) = —5—
vyjadrit pocet bindrnych stromov na n vrcholoch. Plati

B (_4)(n+1) %
b, = Ty (n+ 1> (8.30)

. To znamen4, Ze uz vieme explicitne

1
V priklade 8.14 sme si odvodili identitu pre ¢islo (3) , Co teraz vyuZijeme na zjednodusenie vyrazu

(8.30).
b _(_4)(n+l) ' % . (_4)(n+1) . (_1)n 242 B
" 2 n+1) 2 40 (2n4- 1)\ n+1 )

_ (=4 (=D <2n—|—2> 4ln+1) <2n+2>

2 AEnr )\ n+1) 240020 1)\ nt1

1 (2n+2)! 1 (2n)!(2n+1)(2n+2)

C2(2n+1) (n+D!(n+1)! 22a+1)  nal(n+Dnl(n+1)

2 2n\ 2n+1)(n+1) 1 2n
22n+1) \(n /) (n+1)(n+1)  n+1 \n
Prave sme odvodili explicitné vyjadrenie poctu bindrnych stromov na n vrcholoch. Tento pocet

. 2 e L < A - Lo
je b, = ﬁ - ( n") . Cisla b, sa nazyvaji Catalanove cisla a mdZeme sa s nimi stretndf nielen
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v suivislosti s poctom bindrnych stromov na n vrcholoch, ale aj vo viacerych inych suivislostiach,
v diskrétnej matematike a informatike. Iné priklady ich pouZitia mézeme ndjst napriklad v knihe
[13] a v dalSich knihdch z doporucene;j literatury.

Pozndmka na zaver

Ako bolo spomenuté v casti 8.2.1, na zdver pre tplnost uvedieme, Ze existuji aj iné, neZ len oby-
¢ajné vytvarajuce funkcie. My sme v celej tejto kapitole pracovali len s obyCajnymi vytvarajicimi
funkciami a nazyvali sme ich len vytvérajice funkcie. Existuje vSak cely rad d’alSich typov vytvara-
jucich funkcif, ktoré maju svoje uplatnenia v ré6znych oblastiach. Ak sa pozrieme na titulny obrazok
tejto kapitoly (strana 155), tak tam vidime eSte exponencidlne, Lambertove a Poissonove vytvéra-
juce funkcie, a to eSte stale nie su vsetky. Uvedieme tu definiciu exponencidlnych vytvarajicich
funkcii, ktoré majui aplikdcie napriklad aj v elektrotechnike.

Definicia 8.3.3 — Exponencidlna vytvarajica funkcia. Nech {a,};_, je nekonecna po-
stupnost redlnych Cisel. Exponencidlna vytvérajica funkcia tejto postupnosti je rad

a(x) = Z ) X
n=0"""

p) Nebude asi Ziadnym prekvapenim, Ze ndzov exponencidlnej vytvérajiicej funkcie je odvodeny
od exponencidnej funkcie. Napriklad pre postupnost {a, }>_, = {1};_, dostdvame
o o
Z UV (pozri (8.1), strana 157)
! =n!

Tento rad konverguje pre vSetky hodnoty x € R. On dokonca konverguje aj pre vsetky hodnoty
x € C, ale komplexnymi ¢islami a funkciami teraz ctenych Citatelov nechceme strasit.

Cvicenia
Cvicenie 8.1 Najdite vytvarajicu funkciu postupnosti { 1,1,...,1,1,0,0... } .
~—_——

n jednotiek

Cvicenie 8.2 Njjdite vytvarajicu funkciu postupnosti { n,n,...,n,n,0,0... } .
—_————

nxn

Cvicenie 8.3 Ndjdite vytvarajicu funkciu postupnosti {a, }_, kde

(n+1)(n+2), pre 0<n<(k—1)
a, =
0, pre n>k, kde k€ N.

I Cvicenie 8.4 Ndjdite vytvarajicu funkciu postupnosti {an}’,_,, kde o € R. n
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I Cvicenie 8.5 Ngjdite vytvdrajicu funkciu postupnosti {n?}_ . n
I Cvicenie 8.6 Ndjdite vytvdrajicu funkciu postupnosti {a"n}_,, kde o € R. .

Cvicenie 8.7 Ndjdite vytvarajicu funkciu postupnosti {a, }_, kde

0, pren=0
a, = .,
@ pre n>1, kde ac€R.

n’

Cvicenie 8.8 Ndjdite vytvarajicu funkciu postupnosti {a, }_,, kde

0, pren=0
a, = .
@, pre n>1, kde a€R.

n!>

Cvicenie 8.9 Ndjdite vytvarajicu funkciu postupnosti {a, }_,, kde

0, pre n parne
anp =

ST» bre n nepérne.

0, pre n neparne
ap =

pre n parne.

o

Cvicenie 8.11 Dokazte kombinatorickd identitu

n + n _ n+1

k k—1) \ k)
Cvicenie 8.12 Dokazte kombinatoricka identitu

i n n _(2n

= \k) \n—k S \n/)
Cvicenie 8.13 Vypocitajte stcet

DEQW) wEG)

| Cvicenie 8.10 Najdite vytvarajicu funkciu postupnosti {a, }_, kde
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Cvicenie 8.14 Multinomickd veta je zovSeobecnenim binomickej vety a hovori o tom, ako sa
umoctiuje sticet viacerych ¢lenov. Pre fubovolné m € N\ {0} a n € N plati

n
(X1 X2+ +xm)" = )» <k1 L5y 0 00 g >XI KR
ki k- Ak =n ey
kyk,...skm >0

- n , . . 4 . NS
Vyraz (k1 T km) sa nazyva multinomicky koeficient a vypocita sa zo vztahu

n B n!
kika, ... .km/)  kilka!.. k!

Dokazte multinomickd vetu rovnakym spdsobom, aky sme na strane 159 pouZili pri dokaze
binomickej vety. U

Cvicenie 8.15 Zistite, aky koeficient bude pri Clene

(@) a’b’c® vo vyraze (a+b—c)"? (e) x* vo vyraze (1 —x+2x )

(

(b) @’b*c’ vo vyraze (a+b—c)™ (f) x° vo vyraze (1 +x+x2+x )
(
(

6 2 - 13 2\5
(c) ab®c” vo vyraze (2\/4_1 b —i-C) (g) x* vo vyraze (1 —x+x>—x )6

. 3
(d) a®b*c®d? vovyraze <2a -3+ 5 — %) (h) x° vo vyraze (1 —x+x —x )8
I Cvicenie 8.16 Ngjdite vytvarajicu funkciu postupnosti {2" + 3"} . ]
Cvicenie 8.17 Pre Newtonove binomické koeficienty dokazte identitu

(-5

Cvicenie 8.18 Postupnost {a,};_, je dand rekuretne pomocou niekolkych prvych ¢lenov a
rekurentného vzfahu definujiceho d’alSie ¢leny. Ndjdite explicitné vyjadrenie ¢len a, pre vSetky
neN.

(@ ag=a =1, pren>2 a,=3a,-1—2a,—»

(b) agp=1,a,=2, pren>2 a,=6,-1—9,_»

© a=a=1l,a=2, pren>3 a,=5,_1—8a,_>+4a, 3
d) ap=a1=a,=1, pren>3 a,=6,_1—12a, »+8a,_3
) ago=a =1, pren>2 a,=2a,1+2a,>

) ap=a1=1, pren>2 a,=2a,1—2a, >

Cvicenie 8.19 Hraciu plochu rozmeru 1 x n ofarbujeme troma rdéznymi farbami. Kolko, pre
danén € N\ {0}, existuje takych zafarbeni, pri ktorych Ziadne dve susedné polia nie st zafarbené
rovnakou farbou?

Navod: Odvodte si rekurentny vztah. u
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Cvicenie 8.20 Kolko n-cifernych cisel zlozenych len z jednotiek a dvojek neobsahuje Ziadne
dve jednotky bezprostredne za sebou? u

Cvicenie 8.21 Nechn € N\ {0}. Korko existuje slov dizky n, zlozenych len z pismen a, ba ¢
tak, Ze neobsahuju dvojicu bezprostredne za sebou idicich pismen a? u

Cviéenie 8.22 Nech n € N\ {0}. Kolko existuje slov dizky n, zloZenych len z pismen a, b, c
a d tak, Ze neobsahuji dvojicu bezprostredne za sebou idicich pismen a alebo b a ani dvojice
pismen ab alebo ba?? =

Cvicenie 8.23 Nech n € N. Pre dané n zistite, kolko kostier ma graf W,, tzv. koleso na
(n+ 1) vrcholoch. .

CvicCenie 8.24 Sprivne uzatvorkovany vyraz, obsahujuci n parov zatvoriek je taky, v ktorom sa
dva pary zétvoriek ,,nekrizia“. CiZe ak si pri &itani zlava-doprava o&islujeme otvaracie zatvorky
dvoch péarov ako 1. a 2., tak najskor musi prist uzatvaracia zatvorka 2. a potom aZ uzatvéracia
zétvorka 1. Napriklad pre n = 1 existuje len 1 spravne uzatvorkovany vyraz (), pre n = 2 mame
2 spravne uzatvorkované vyrazy ()() a (()), ... Dokdzte, Ze pre n parov zatvoriek zodpoveda

pocet spravne uzatvorkovanych vyrazov Catalanovmu Cisluc, = - il (2:) u

Cvicenie 8.25 Nech n € N\ {0}. Pre dané n vypocitajte determinant matice rozmeru n X n

110 ... 0 1 -1
111 ... 0 1 1 -1

(a) o1 1 ... 0 (d) 0 1 1

S O O

—
(\9)
(e}
[98]
9]
\9)
=

(b)OZI:::O (6)035:::0
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C?. Prehladdvanie grafov

Uvod

V celej tejto kapitole budeme pracovat len so suvislymi obycajnymi grafmi. Na konci kapitoly 3
bol v podkapitole 3.5 (strana 62) definovany pojem kostra grafu. Kostra grafu sa v aplikdcidch
Casto vyuZziva a potrebujeme ju vSade tam, kde je potreba ngjst ,,najmensi* suvisly faktor daného

¥ 266

grafu. Pritom pojem ,,najmensi* je tu chdpany v zmysle poc¢tu hrdn. Algoritmus hladania kostry
grafu, pouZzity v dokaze vety 3.5.1, bol velmi neefektivny a prakticky nepouzitelny. Avsak jeho
trividlnou modifikdciou dostaneme nasledujici algoritmus hladania kostry daného grafu, ktory je

ovela lepsi/efektivne;jsi.

Konstrukcia kostry grafu

VsTup:  Suvisly oby¢ajny graf G = (V,E).
Vystup: S = (V' E’) —kostra grafu G.

INICIALIZACIA
V=V,
E'={}

VYTVARANIE KOSTRY S
for { pre vietky hrany h € E } do

| E=E'U{n};
end
if {|[E'|=|V'|—1} then
STOP;
end

end

if { pridanim hrany h do E' nevznikne cyklus v S } then
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Zistit, ¢i pridanim jednej konkrétnej hrany vznikne cyklus, je ovela rychlejSia opericia, nez
hladanie vsetkych cyklov v danom grafe. Preto je modifikovany algoritmus, ktory je uvedeny
na predoslej strane, ovela efektivnejs$i nez predtym uvedend alternativa hladania vSetkych cyklov
v danom grafe. Ale ani tento modifikovany algoritmus hladania kostry daného grafu este nie
je optimdlny. ESte rychlejSie a efektivnejSie si dva prehladdvacie algoritmy, ktoré si uvedieme
v nasledujicich podkapitolach tejto kapitoly. Su to algoritmy prehladdvania grafu do Sirky a
prehladévania grafu do hibky.

Prehladdavanie grafu

Skor, nez uvedieme popis algoritmov prehladdvania grafu do Sirky a do hibky, uvedieme si d-
tové Struktdry fronta a zdsobnik, ktoré ndm popis oboch algoritmov zjednotia a zjednodusia. Pri
prehladdvani grafov budeme ich hrany ukladat pradve do fronty, resp. do zdsobnika.

Fronta (FIFO) a zasobnik (LIFO)

Fronta (po anglicky queue ) a zdsobnik (po anglicky stack ) su v informatike casto pouZzivané datové
Struktdry, sliZiace na docasné ukladanie dat. Tieto dve Struktiry sa odliSujd spdsobom pristupu
k uloZenym datam.

Fronta - FIFO

Skratka FIFO znamené ,, First-In-First-Out “. Cize déta, ktoré ako prvé do fronty uloZime, z neho
aj ako prvé vyberieme. Takuto datovu Struktiru si mdZeme predstavif ako ,,riru®, do ktorej z jedne;j
strany veci vkladdme a z druhej vyberdme. TakZe to, ¢o sme do ,,riry* skor vlozili, z nej na druhej
strane musime aj skor vybraf. FIFO fronta je napriklad vystupny Zl'ab pre fah lotérie, aky vidime
na obrazku 9.1. Frontou je tieZ rad Tudi stojacich pri pokladni v obchode. Ludia, ktori poznaji
operacné systémy UNIX-ového typu, sa uz urcite stretli s pojmom pipe, alebo po slovensky riira.
Pomocou rir sa v UNIX-e daji zrefazovat vystupy a vstupy prikazov, ¢o je Castd prax. Pipe
v UNIX-e je vlastne fronta (FIFO).

Obr. 9.1: Priklad fronty (FIFO) Obr. 9.2: Priklad zasobnika (LIFO)
Zasobnik - LIFO

Skratka LIFO znamend ,, Last-In-First-Out“. Cize déta, ktoré sme ako posledné do zdsobnika
vloZili, z neho ako prvé vyberieme. Typicky priklad LIFO zédsobnika, je zdsobnik do piStole, aky
vidime na obrazku 9.2.

Frontu budeme v algoritme oznacovat pismenom F a zdsobnik pismenom Z. Pri oboch budeme
pouzivat dve funkcie. Prva bude funkcia F.vyber(), resp. Z.vyber(), ktord ndm z fronty, resp.
zésobnika, vyberie nasledujici objekt. Druhd funkcia bude F.v1oz(x), resp. Z.v1loz(x), ktord ndm
do fronty resp. zasobnika, vloZi objekt x.



9.3

9.3 Prehlfaddavanie grafu do Sirky 181

Oznacovanie hrdn aich vrcholov

Pri prehladdvani grafu, & uz do $irky, alebo do hibky, budeme pracovat s neorientovanymi grafmi.
Cize hrana medzi vrcholmi u a v bude dvojprvkovad mnoZina (neusporiadand dvojica) {u,v}.
Samotné hrany budeme oznacovaf pismenami &, /' ...

AvSak pri prehladdvani budeme konStruovat korefiovy strom a jeho hrandm ddme istd ,,orientdciu®.
Pociatocnym vrcholom hrany budeme nazyvat ten jej vrchol, ktory je blizsie ku koreiiu stromu
a koncovy vrchol hrany bude ten jej vrchol, ktory je dalej od koreta stromu. Z tohoto dévodu
zavedieme aj dve funkcie, ktoré v algoritmoch budeme pouzivaf. Funkcia zaciatok (k) ndm vrati
pociatoény vrchol hrany /4 a funkcia koniec (k) ndm vrati koncovy vrchol hrany 4.

Prehladdvanie grafu do Sirky

Kostra grafu je strom a pokial si v strome vyberieme jeden konkrétny vrchol, tak dostdvame kore-
tovy strom. Algoritmus prehladdvania grafu do $irky, po anglicky ,, Breadth-first search“ (BFS),
je zaloZeny na myslienke prehladavania vrcholov grafu v poradi, ktoré zavisi od ich vzdialenosti
od korena stromu. Preto je tento algoritmus vhodny na ndjdenie najkratSej vzdialenosti medzi zvo-
lenym vrcholom grafu (korefiom) a f'ubovol'nym inym vrcholom grafu. Vsetky vrcholy na jednej
tirovni korefiového stromu sa spracuji skor, neZ prejdeme na d'al§iu tiroveti. CiZe na za¢iatku mame
len koreni stromu, nultd droveni. V prvom kroku prehladdvania spracujeme vSetky vrcholy prvej
drovne atd’. Uk4Zeme si to na prikladoch.

» Priklad 9.1
1

zZ Xz

Na obrazku vlavo, je dany graf, ktorého vrcholy st oznacené ¢islami 1 az
8. N4jdite jeho kostru prehladdvanim do $irky, pri lexikografickom uspo-
riadani vrcholov.

4

RieSenie: Za¢neme vrcholom 1 a v prvom kroku priddme vSetky s nim incidujtce hrany a ich druhé
koncové vrcholy, pri ktorych ndm nevznikne cyklus. Dostaneme strom na nasledovnom obrazku

Tymto je zostrojend 1. droveni korefiového stromu. K vrcholu 1 ndm pribudli vrcholy 2, 4 a 5.
Samozrejme pribudli aj hrany medzi tymito vrcholmi a korefiom stromu (vrcholom 1). V druhom
kroku postupne prehladdme vrcholy 2, 4 a 5 v uvedenom poradi a priddme vSetky s nimi incidu-
juce hrany a ich druhé koncové vrcholy, pri ktorych ndm nevznikne cyklus. Postup je zobrazeny
na nasledujuicich obrdazkoch

Tymto je zostrojend 2. droveni korefiového stromu. Prehladanim vrcholu 2 ndm pribudli vrcholy
3 a 6 a dve hrany medzi nimi a vrcholom 2. Prehladanim vrcholu 4 ndm pribudol vrchol 8 a
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hrana medzi nim a vrcholom 4. Prehladanim vrcholu 5 ndm nepribudlo ni¢ dalSie, pretoZe ak by
sme pridali do existujiceho stromu akikol'vek s nim incidujicu hranu, tak by nam vznikol cyklus.
V dalSom kroku ideme prehl'adat vrcholy 3 a 6. Vysledok vidime na d’alSom obrazku

Tymto je zostrojend 3. droveii korefiového stromu. Prehladanim vrcholu 3 ndm pribudol vrchol
7 a hrana medzi nim a vrcholom 3. V tejto chvili uZ koretiovy strom obsahuje vSetky vrcholy
povodného grafu, takZe je jeho kostrou. "

Pseudokéd algoritmu na prehladdvanie grafu do Sirky moZe vyzeraf napriklad takto

PrehlPadavanie grafu do Sirky

Vstup:  Sivisly obycajny graf G = (V, E) a pevne zvoleny vrchol v; € V.
Vystup: S = (V' E’) —kostra grafu G.

INICIALIZACIA
for {pre vietky hrany h € E, kde zaciatok (h) = v; } do

‘ F.vloz(h);
end

E'={}
Vii={n}

VYTVARANIE KOSTRY S
while { [V/| < |V|} do

h:= F.vyber();
if { h & E' a pridanim hrany h do E' nevznikne cyklus v S } then
E':=FE'U{h},

V' :=V'U{koniec (h)};

for { pre vSetky hrany I € E, kde zaciatok (h') = koniec (h) } do
‘ F.vloz(I);

end

end

end
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= Priklad 9.2
a b
e Na obrazku vTavo je dany graf, ktorého vrcholy st oznac¢ené pismenami
a az k. Najdite jeho kostru prehl'adavanim do $irky, pri lexikografickom

’m usporiadani vrcholov.

RieSenie: Zacneme vrcholom a a v prvom kroku priddme vsetky s nim incidujtce hrany a ich druhé
koncové vrcholy, pri ktorych ndm nevznikne cyklus. Dostaneme strom na nasledovnom obrazku
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Tymto je zostrojend 1. droveii koretiového stromu. Pribudli ndm vrcholy b, ¢ a 2 hrany medzi nimi a
koretiom stromu. V druhom kroku prehladame vrcholy b a ¢ v uvedenom poradi. Vysledok vidime
na d’al§ich obrazkoch

Tymto je zostrojend 2. tiroveni koretlového stromu. Prehladanim vrcholu » ndm pribudli vrcholy d
a i a prehladanim vrcholu ¢ ndm pribudli vrcholy f a g. A samozrejme pribudli aj 4 zodpovedajice
hrany. V trefom kroku ideme prehladat vrcholy d, f, g a i v uvedenom poradi. Dostdvame

Tymto je zostrojend 3. droveni koreiového stromu. Prehladanim vrcholu d sme dostali vrchol
h, prehladanim vrcholu f nepribudol Ziadny vrchol, prehladanim vrcholu g pribudol vrchol e a
prehladanim vrcholu i pribudol vrchol j. Spolu s vrcohlmi pribudli aj prislu$né hrany. V poslednom
Stvrtom kroku prehladdme vrcholy e, i a j v uvedenom poradi. Dostdvame
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Tymto je zostrojend 4. drovenl koretiového stromu. Ako posledny pribudol vrchol &, prehladanim
vrcholu /4 a pribudla aj hrana medzi tymito dvoma vrcholmi. Korefiovy strom uz obsahuje vsetky
vrcholy daného grafu, takze je jeho kostrou. "

Uvedieme este dva priklady prehladdvania grafu do Sirky a okrem grafickej interpretacie si v nich
zapiSeme postup prehladdvania grafu aj formou tabulky.

= Priklad 9.3
e f
Na obrédzku vpravo je dany graf, ktorého vrcholy st oznacené pismenami
a az h. N4jdite jeho kostru prehladdvanim do $irky, pri lexikografickom
usporiadani vrcholov.
h g

Rie$enie: Tabulkovy zdpis prehladévania grafu bude mat 3 stipce. V prvom stipci tabulky budi
vrcholy, ktoré uz patria do stromu S a ktorych incidujice hrany ideme prehfadavat. V druhom stipci
tabulky budu hrany, ktoré su uz sicasfou stromu S, CiZe tie, ktoré si na obrazku cervené. A napo-
kon, v trefom stipci tabulky budi hrany, ktoré si momentalne vo fronte a ¢akaji na spracovanie.
Cervenou farbou budi ozna¢ené tie hrany vo fronte, ktorych pridanim do S nevznikne cyklus a
budu preto do § pridané v nasledujicom kroku.

Prehladdvanie zacneme vrcholom a a v prvom kroku priddme vSetky s nim incidujice hrany a
ich druhé koncové vrcholy, pri ktorych ndm nevznikne cyklus. Dostaneme strom na nasledovnom
obrazku

] Krok \ Prehladdvané vrcholy \ Hrany v § \ Obsah fronty \
0. a {a,b}, {a,d}, {a,e}

L b,d,e {a,b}.{a,d}.{a,e} | {b,a},{b,c},{b,f},{d,a},
{d,c},{d,h},{e,a}
Tymto je zostrojend 1. droven korefiového stromu. Pribudli ndm vrcholy b, d, e a hrany medzi nimi
a vrcholom a. V druhom kroku prehladanim tychto troch vrcholov dostdvame
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] Krok ‘ Prehladdvané vrcholy ‘ Hrany v § ‘ Obsah fronty ‘
2] ¢, fh | {6.c}.{b,f}.{d 1} | {c.b}.{c.d} {c.g}.{f. b}, {h.d} |

Tymto je zostrojend 2. droveini korefiového stromu. Pribudli ndm vrcholy ¢, f, & a s nimi tri dalSie
hrany. V trefom kroku prehladdme tieto tri vrcholy a dostaneme

’ Krok ‘ Prehladdvané vrcholy ‘ Hrany v § ‘ Obsah fronty ‘
’ 3. ‘ g ‘ {C’g } ‘ ‘

Tymto je zostrojend 3. droveii korefiového stromu. V strome uzZ mame vSetky vrcholy pdvodného
grafu, takZe mdme jeho kostru. "

= Priklad 9.4

Na obrazku vpravo je dany graf, ktorého vrcholy sd oznacené pis-
menami a aZ j. Ndjdite jeho kostru prehladdvanim do $irky pri
lexikografickom usporiadani vrcholov.

Riesenie: Ulohu najskor vyriesime graficky a potom tabulkou. Zaéneme vrcholom a a v prvom
kroku priddme vSetky s nim incidujice hrany a ich druhé koncové vrcholy, pri ktorych ndm
nevznikne cyklus. Dostaneme strom na nasledovnom obrazku
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Tymto je zostrojend 1. droven korefiového stromu. Pribudli ndm vrcholy b, ¢ a hrany medzi nimi a
vrcholom a. V druhom kroku prehladanim tychto dvoch vrcholov dostdvame
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Tymto je zostrojend 2. troveinl koreriového stromu. Pribudli ndm vrcholy d, e, f a s nimi tri d’alSie
hrany. V trefom kroku prehl'addme tieto tri vrcholy a dostaneme
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Tymto je zostrojend 3. tiroveni korefiového stromu. V strome uz mame vsetky vrcholy pdvodného
grafu, takZe méme jeho kostru. RieSenie tlohy pomocou tabulky vyzerd nasledovne.

’ Krok ‘ Prehladdvané vrcholy ‘ Hrany v S ‘ Obsah fronty ‘

0. a {a,b},{a,c}

1. b,c {a,b},{a,c} {b,a},{b,c},{b,d},{b,e},

{c,a},{c,b},{c,e},{c. [}

2’ d7e7f {b7d}7{b7e}7{c7f} {d7b}7{d7e}7{d7g}7{d'h}7

{e.b},{e,c},{e,d},{e [},

{e7h}7{e7 l}?{f7c}7{f7e}7
{f.i0 47,7}

3. 8h,i,j {d,g},{d;h},{e,i}, {f,Jj}

V dalSej Casti si ukdZeme iny sposob prehladdvania grafov.

Prehfaddvanie grafu do hibky

Prehl'adavanie grafu do hibky, po anglicky , Depth-first search (DFS), je zaloZené na tom, Ze
od koretia stromu postupujeme v grafe tak hlboko, ako to je len moZné. Ked sa dostaneme do vr-
cholu, z ktorého sa uz nevieme dostat d’alej, tak sa vratime na najbliZsi predchadzajici vrchol,
z ktorého sa da postupovaf d’alej inou cestou atd’., aZ pokial nie st prehladané vSetky vrcholy
daného grafu. Spomenuty ,.krok spéf“ sa nazyva backtracking.

Algoritmus prehladévania grafu do hibky sa da zapisaf viacerymi sposobmi. Pseudokéd algo-
ritmu prehladdvania grafu do hibky, ktory je uvedeny na strane 187 hore, je imyselne napisany
tak, aby bol takmer identicky s pseudokédom prehladdvania grafu do $irky (strana 182). Jediny
rozdiel medzi tymito dvoma algoritmami je v pouZitej datovej Struktire. Kym pri prehladavani
grafu do 3irky sme na ukladanie hran pouZivali frontu, pri prehfadévani grafu do hibky budeme
pouZzivaft zasobnik.

Prehlad4vanie grafu do hibky si ilustrujeme na rovnakych $tyroch prikladoch grafov, na akych
sme si ilustrovali aj prehladdvanie grafu do $irky. VSimnime si rozdiel medzi postupom prehlada-
vania a vyslednymi kostrami grafu ziskanymi jednym a druhym spdsobom prehladdvania.

Pri prehladdvani grafu do hibky pribudne, na rozdiel od prehladdvania do $irky, do kon-
Struovanej kostry v kaZdom kroku vZdy len jedna hrana. Okrem toho, ak chceme vrcholy grafu
prehladavat v lexikografickom usporiadani tak, ako sme to robili v predoslych prikladoch, tak mu-
sime hrany do zdsobnika vkladat v opa¢nom lexikografickom usporiadani. Toto poradie vkladania
hran do fronty, alebo zdsobnika, vSak z hladiska prehladdvania grafu nie je nijako podstatné. Je to
len kozmetick4 zdleZitost, ktord sliZi vylucne na to, aby vyslednd kostra grafu bola jednoznacn4.
Bez ur¢enia poradia prehladdvania vrcholov grafu totiZ mdZeme, oboma prehladdvaniami, dostat
viacero roznych kostier daného grafu.
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PrehPadavanie grafu do hfbky

Vstup:  Sivisly obycajny graf G = (V,E) a pevne zvoleny vrchol v; € V.
Vystup: S = (V',E’) —kostra grafu G.

INICIALIZACIA
for {pre vSetky hrany h € E, kde zaciatok (h) = v; } do
‘ Z.vloz(h);
end
B ()
Vii={vw}
VYTVARANIE KOSTRY S
while { |[V'| < |V|} do

h:=Z.vyber();
if { h & E' a pridanim hrany h do E' nevznikne cyklus v S } then
E':=FE'U{h},

V' :=V'U{koniec (h)};

for { pre vSetky hrany I € E, kde zaciatok (h') = koniec (h) } do
‘ Z.vloz(K);

end

end

end

s Priklad 9.5

Na obrazku vlavo je dany graf, ktorého vrcholy st oznacené Cislami 1 az
8. Najdite jeho kostru prehladdvanim do hibky pri lexikografickom uspo-
riadani vrcholov.

RieSenie: Zatneme vrcholom 1, v prvom kroku priddme vrchol 2, v druhom kroku priddme
vrchol 3, v trefom kroku priddme vrchol 4, v Stvrtom kroku priddme vrchol 8, v piatom kroku
priddme vrchol 5, v Siestom kroku priddme vrchol 6 a v poslednom, siedmom kroku, priddme
vrchol 7. V kaZdom kroku samozrejme priddme aj zodpovedajticu hranu. Cely postup je zobrazeny
na nasledovnej sérii obrazkov
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1

Ako vidime z obrdzkov, po¢as prehladdvania tohto grafu do hibky sme ani raz nemuseli pouZit
backtracking, t.j. spravif ,krok spit“. Z kazdého vrcholu sme vZdy mohli pokracovat d’alej, az

pokym sme nedostali kostru grafu, ktord ma podobu cesty dizky 7. "
= Priklad 9.6
a b

e Na obrazku vlavo je dany graf, ktorého vrcholy st oznacené pismenami
a a7 k. Nijdite jeho kostru prehladdvanim do hibky pri lexikografickom
’A usporiadani vrcholov.

l

RieSenie: Cely postup rieSenia je zobrazeny na nasledovnej sérii desiatich obrazkov

Pri dral$ich dvoch prikladoch si okrem grafického rieSenia zapiSeme riesenie aj pomocou tabulky.
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= Priklad 9.7

e S
Na obrazku vlavo je dany graf, ktorého vrcholy si oznacené pismenami
a a7 j. Néjdite jeho kostru prehladavanim do hibky pri lexikografickom
usporiadani vrcholov.

h g

V tomto priklade sme pouZili aj backtracking, a to dokonca trikrat. Najskér sme sa z vrcholu A
museli vratit spif aZ do vrcholu ¢, potom z vrcholu g sme sa museli vratif do vrcholu b a nakoniec
sme sa z vrcholu f museli vratif do vrcholu a.

Teraz si rieSenie zndzornime pomocou tabulky. Toto bude podobné tomu, ktoré sme robili pri
prehladdvani grafu do Sirky, v prikladoch 9.3 a 9.4. Tabulkovy zépis prehladdvania grafu bude mat 3
stipce. V prvom stipci tabulky budd vrcholy, ktoré uZ patria do stromu S a ktorych incidujice hrany
ideme prehladavat. V druhom stipci tabulky budi hrany, ktoré si uz si¢astou stromu S, CiZe tie,
ktoré st na obrazku Cervené. A napokon, v trefom stipci tabulky budd hrany, ktoré si momentélne
v zdsobniku a ¢akaju na spracovanie. Cervenou farbou bude v zdsobniku vzdy oznaden4 t4 hrana,
ktora je najbliZSia na rade, t. j. bola dana do zasobnika ako posledna.

’ Krok ‘ Prehladdvany vrchol ‘ Hrany v S ‘ Obsah zdsobnika ‘
0. a {a,e},{a,d},{a.b}
1. b {a,b} {a,e},{a,d},{b,f},{b,c},{b,a}
2. c {b.c} {a.e} {a.d}, {b,f}. {c,8}. {e.d}. (.}
3 d {e.d} | {ase}{ad},{b.f}. {c:8h Ad,h} {dsc}, {d.a)
4 h {d,h} {a,e} {a,d}, (b} {eg} ()
5. g {c.g} {a,e} {a.d}, (b, /1. (5.}
6. ] {b,f} {a,eb {a,d}, {.b)
7. e {a,e} {e,a}
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= Priklad 9.8

Na obrazku vpravo je dany graf, ktorého vrcholy sid oznacené pis-
menami a a7 j. Najdite jeho kostru prehladdvanim do hibky pri
lexikografickom usporiadani vrcholov.
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Pri tomto grafe sme ani raz nemuseli pouZif backtracking a najden4 kostra je cesta dizky 9. Teraz
si priebeh prehfaddvania grafu do hibky zapiSeme tabulkou.

] Krok ‘ Prehladavany vrchol ‘ Hrany v § ‘ Obsah zdsobnika ‘
0. a {a,c},{a,b}
1. b {a,b} {a,c},{b,e},{b,d},{b,c},{b,a}
2. c {b,c} {a,c},{b,e},{b,d},{c,[},{c,e},{c,b},{c,a}
3. e {c,e} | {a,c} {b,e},{b,d} {c.f} {e i}, {e,h} {e [},
{e,d},{e,c},{e.b}
4. d {e.d} | {a,c},{b e}, {b.d} {c,f} {e i} {e,n} {e, f},
{d,n} {d g}, {d,e},{d b}
5. g {d.g} | {a,c}{b,e} {b.d}.{c,f}.{e i} {e,h} {e, [},
{d.h},{g,h} {g.d}
6. h {g:h} | {a,c},{b e}, {b.d} {c,f}.{e i} {e,n} {e [},
{d,n},{h,i} {h,g} {h,e},{h.d}
7 i {h,i} | {a,c},{b,e},{b,d}{c, [}, {e,i} {e,h} {e [},
{d7h}7{i7j}7{i7h}7{i7f}’{i7e}
8. f {i./} | {ac}{b,e} {b,d},{c, [}, {e i}, {e,h} {e, [},
{d,hy i iy AL h A S 1 S i e )
9. J {f.iy | {act{b e}, {b.d} {c, f}.{e i} {e,h} {e, f},
{d,n}, {i,j}. {0 ny, 4G, 3,40, /)
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Vsimnime si, Ze algoritmus skonc¢il a v zdsobniku eSte zostali hrany. Na tomto priklade vidime,
Ze pri popisanom algoritme sa nemusi zdsobnik vZdy vyprazdnif tak, ako sa to stalo pri predoslom
priklade. Zavisi to od daného grafu. "

Dékaz korektnosti algoritmov prehladdvania do Sirky a do hibky

Ako sme mohli vidief v tabulkovych zdpisoch algoritmov prehladdvania grafov do §irky (podka-
pitola 9.3) aj do hibky (podkapitola 9.4), nami pouZité algoritmy v6bec nie sd optimalne. Tejto
skuto¢nosti sme si plne vedom{ a uvedené pseudokddy algoritmov neboli pisané s cielom dosiahnut
optimdlnu rychlost algoritmu. Nasim ciefom pri pisani pseudokédov prehladdvacich algoritmov
bolo napisat oba pseudokddy tak, aby

1. boli az na pouZitd datovu Struktdru identické,

2. boli popisované algoritmy Co najzrozumitelnejsie a ¢o najstrucnejsie zapisané,

3. sa dal dokaz ich korektnosti spravit co najjednoduchsie.

V nasledujiicej vete dokdzeme, Ze algoritmy prehladdvania grafu do $irky aj do hibky st korektné.

Veta 9.5.1 — O korekinosti algoritmov prehfadavania grafu do sirky ado hibky. Uvedené
algoritmy prehl'addvania grafu do $irky a do hibky st korektné, ¢iZe po ich skoneni bude strom
S kostrou daného grafu G.

Dokaz: Oba algoritmy (str. 182 a 187) su, aZ na pouZitu datovud Struktdru (fronta/zasobnik),
identické. Preto dokazy korektnosti oboch algoritmov budi rovnaké a budeme pisaf len o ,,pre-
hladdvani* grafu, bez rozliSovania ,,do Sitky* a ,,do hfbky“.

Algoritmom prehladdvania grafu postupne vznika strom. V kazdom kroku priddvame k uz
existujucemu stromu vrcholy a hrany tak, aby nevznikol cyklus. Okrem toho je z algoritmu
zrejmé, Ze pre kazdy pridavany vrchol existuje cesta od tohto vrcholu ku korefiu stromu. Preto
medzi fTubovolnymi dvoma vrcholmi konstruovaného grafu existuje cesta. TakZe konstruovany
graf je acyklicky a suvisly, teda strom. Treba uZ len ukézat, Ze po skonceni algoritmu strom S
obsahuje vSetky vrcholy daného grafu G, t.j. je jeho kostrou. To dokdZeme sporom.

Algoritmus sa riadne ukon¢i vtedy, ked nastane situécia [V'| = [V|, o je podmienka v cykle
while. Ak je podmienka |V'| = |V| splnend, tak strom S obsahuje vSetky vrcholy daného grafu
G, a preto je jeho kostrou. Problém moZe nastaf len v pripade, ak by algoritmus prehlad4dvania
skoncil pred¢asne. Takéto pred¢asné skoncenie by mohlo byt spésobené len na dvoch miestach
algoritmu. Prvy moZny dévod pred¢asného ukoncenia je ten, Ze fronta /zdsobnik su uz prazdne a
zlyha priradenie hrany & := F.vyber (), resp. h := Z.vyber (). Druhy mozny dévod pred¢asného
ukoncenia while cyklu je test if, kedy by sme uz nedokazali pridaf Ziadnu d’alSiu hranu tak, aby
nevznikol cyklus.

TakZe predpokladajme, Ze skonStruovany strom S nie je kostrou. Potom existuje nejaky
vrchol x, ktory nie je sti¢astou vzniknutého stromu S. Dany graf G bol ale suvisly, takZze
v nom musi existovaf cesta medzi vrcholom x a korenom stromu v;. Ozna¢me si tito cestu
(x=uy,up,...,ui—1,u,...,ur = vi). Nech u; je prvy vrchol na tejto ceste, ktory je obsiahnuty aj
vstrome S. Je zrejmé, Ze 1 < i < k. Ked'Ze vrchol u; je v strome S, musela byt v priebehu algoritmu
aj hrana {u;_1,u;} vloZend do fronty/zasobnika, a teda musela byt v niektorom d’alSom kroku
preskiimand. Pridanim vrcholu ;1 a hrany {u;_1,u;} ku stromu S neméze vzniknif cyklus, a
teda aj vrchol u;_; musi byt sucastou stromu S. To je vSak spor s tym, Ze vrchol u; bol prvy
vrchol na ceste (x = uy,up, ..., ui—1,u;,...,ux = vy), ktory bol sicasfou stromu S. Preto vSetky
vrcholy povodného grafu G su sicasfou S a strom S je kostra grafu G. Q.E.D.
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KaZzdy, kto si beh algoritmov uvedenych na strandch 182 a 187 skiisi simulovat na papieri, vel'mi
rychlo pride na to, ako by sa dali uvedené algoritmy zoptimalizovaf. Na tito tému su aj cvi¢enia 9.10
a9.11. Samozrejme, Ze pri rieSeni cviceni sa nemusi pouzivat faZkopddna forma algoritmov podla
uvedenych pseudokédov a ich tabulkovy zdpis prehladdvania pouzity v prikladoch 9.3, 9.4, 9.7 a
9.8. My sme sa v tychto prikladoch otrocky pridrziavali v texte uvedenych algoritmov. Tabulkové
zapisy oboch algoritmov sa malymi modifikdciami pseudokédov daju skratit, pri prehladdvani
do hibky dokonca vyrazne skratit.

Cvi¢enia
Cvicenie 9.1 Pomocou prehladdvacich algoritmov dokézte, Ze vSetky kostry daného grafu
majd rovnaky pocet hran. u
I Cvicenie 9.2 Kolko navzdjom neizomorfnych kostier ma graf K¢? C
Cvicenie 9.3

N4jdite aspori tri rozne kostry grafu zobrazenom na obrazku vlavo prehladdva-

nim do $irky a tri rozne kostry prehladavanim do hibky.
Cvicenie 9.4 Najdite vSetky kostry nasledujicich grafov
(a) (b) (c)

b a b f g <
a b e f
C
a d c e h d i

Cvicenie 9.5 Nech S je kostra grafu G. Dokézte, Ze ak do S priddme T'ubovolnd hranu pri
nezmenenej mnoZzine vrcholov, tak vznikne cyklus. =

Cvicenie 9.6 Prehlad4vanim do $irky aj do hibky ndjdite kostru grafu Qs.
Definiciu grafu Q, ndjdete v cviceni 5.21 (strana 118). =
I Cvicenie 9.7 Prehladévanim do $irky aj do hibky ndjdite kostru grafu K3 7. u

Cvicenie 9.8 Ngjdite kostry nasledujicich grafov, ich prehfadanim do §irky aj do hibky,
vychadzajic z toho istého vrcholu.

(a) % (b) g () I
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Cvicenie 9.9 Najdite kostry nasledujiicich grafov, ich prehladanim do $irky aj do hibky, vycha-
dzajuc z toho istého vrcholu. V oboch pripadoch prehl'addvajte vrcholy grafov v lexikografickom
usporiadani.

€9) ()

S]

Sy
@
(.

=
o
U
®

Cvicenie 9.10 Modifikujte algoritmus na prehladdvanie grafu do Sirky (strana 182) tak, aby
v iom nebolo treba pouzif podmienku if a jedinym testom v celom algoritme zostal len test
v cykle while. u

Cvicenie 9.11 D4 sa modifikovaf algoritmus na prehfaddvanie grafu do hibky (strana 187) tak,
aby v iom nebolo treba pouZif podmienku if a jedinym testom v celom algoritme zostal len test
v cykle while? u

Cvicenie 9.12 Preco pridanim vrcholu u;_; a hrany {u;_,u;}, v dokaze vety 9.5.1 (str. 191),
do stromu S, nemdze vzniknuif cyklus? =

I Cvicenie 9.13 Naprogramujte prehladavanie daného grafu do Sirky v Pythone alebov C. =

I Cvicenie 9.14 Naprogramujte prehladavanie daného grafu do hibky v Pythone alebo v C. =

Cvicenie 9.15 Modifikujte algoritmus na prehladdvanie grafu do Sirky (strana 182) tak, aby
sa do fronty ukladali vrcholy, nie hrany. (Pomocka: kazdy vrchol ukladany do fronty dostane
znacku identifikujicu vrchol, z ktorého sme sa dori dostali.) u
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Cvicenie 9.16 Modifikujte algoritmus na prehladavanie grafu do hibky (strana 187) tak, aby
sa do zdsobnika ukladali vrcholy, nie hrany. (Pomocka: kazdy vrchol ukladany do zdsobnika
dostane znacku identifikujicu vrchol, z ktorého sme sa doii dostali.) u

Cvicenie 9.17 Modifikujte algoritmy na prehladdvanie grafu do §irky aj hibky (strany 182 a
187) tak, aby sme zistili, Ci je vstupny graf stvisly (v algoritmoch uvedenych v skriptach je to
ako predpoklad). u

sme pomocou neho zistili vzdialenost kazdého vrcholu v danom grafe od vrcholu vy, z ktorého
sa za¢ina prehladdvanie. u

Cvicenie 9.19 Ukdzte, Ze pri modifikovanom algoritme prehladévania do hibky z cvienia
9.16, sa v zdsobniku nachadzaju len vrcholy tvoriace cestu medzi prave vySetrovanym vrcholom

‘ Cvicenie 9.18 Modifikujte algoritmus na prehladdvanie grafu do Sirky (strana 182) tak, aby
‘ po vrchol vy, z ktorého sa zac¢ina prehladdvanie. u

Cvicenie 9.20 Ukézte, Ze kazda hrana grafu G spéja iba vrcholy, ktoré su v strome ziskanom
prehladavanim do hibky vo vzfahu predok—potomok. u
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Ohodnoteny graf

V praktickych aplikdciach sa pomocou grafov reprezentujii rozne druhy spojov, napriklad dopravna
sief, plosné spoje pre elektroniku, chemické vizby, navidznosti vyrobnych procesov atd. V tychto
pripadoch obvykle nesta¢i maf len vrcholy a hrany grafu, ako sme mali doteraz, pretoZe nie je spoj
ako spoj. Ak napriklad graf reprezentuje cestnt sief, tak hrana spéjajica Bratislavu a Trnavu nema
rovnaké vlastnosti ako hrana spéjajica Bratislavu a KoSice. Tieto trasy st rozne dlhé, majd rozne
ndklady na vystavbu, r6zne prevysenia atd. Preto potrebujeme zaviest pojem ohodnoteny graf.

je priradené redlne Cislo w(h), ktoré nazyvame ohodnotenie hrany, alebo hodnota hrany (w je
skratka od ,,weight“=véha).

| Definicia 10.1.1 — Ohodnoteny graf. Graf sa nazyva ohodnoteny, ak kazdej jeho hrane &
= Priklad 10.1
a 3 b 4 c
Napriklad graf na obrazku vlavo je ohodnoteny. Ak by napriklad vr-
v choly zodpovedali miestam na mape, hrany cestim medzi nimi a ohod-
1 O  notenia hrin by boli dizky tychto ciest, tak by malo zmysel pytaf sa,
ktora z ciest z jedného mesta do iného mesta je najkratsia. Toto je Casto

e f sa vyskytujici prakti/ck}’/ problém a nie vZdy sa pritom musi jednat
1 3 o miesta na mape a dlzky ciest.
g
Napriklad na predoslom grafe mé najkratsia cesta medzi vrcholmi a a f dizku 5 a je to cesta
(a,e,8,f)- n

V priklade 10.1 sme pouZili pojem ,,najkratsia“ cesta, ktory sice v danom kontexte bol pouZity
spravne, ale v stivislosti s grafmi nie celkom korektne. Dizka cesty bola definovand v definicii
3.3.3 (strana 55). V teérii grafov sa pod dizkou fahu alebo cesty mysli vzdy po&et hran daného
fahu alebo cesty. V ohodnotenom grafe, ako uz bolo spomenuté, nemusia ohodnotenia hran vzdy
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vyjadrovat dizku. V predoglom priklade by mohli vrcholy grafu predstavovaf miesta na mape, hrany
grafu cesty medzi nimi a ohodnotenia hran by mohli predstavovaf ndklady na vystavbu tychto ciest.
Otazka by potom mohla byf, ktoré z navrhnutych ciest sa maji postavif tak, aby ich vystavba bola
¢o najlacnejsia. Vo vSeobecnosti sa preto, v suvislosti s ohodnotenymi grafmi, pouZiva ekonomicka
terminol6gia a budeme hovorif o hodnote sledu, fahu alebo cesty a o najlacnejsej ceste.

V nasledujicej definicii si definujeme pojem hodnota grafu.

Definicia 10.1.2 — Hodnota grafu. Nech G je ohodnoteny graf. Potom hodnota grafu, budeme
ju oznacovat w(G), je sicet ohodnoteni vSetkych hran grafu G.

p) S pojmom hodnota grafu sa budeme stretdvat v suvislosti s hfadanim najlacnesich kostier
daného grafu, ¢im sa budeme zaoberaf v d’alSej podkapitole.

= Priklad 10.2 a
3D
o ) . ) b/ ¢
Hodnota grafu, ktory vidime na obrazku vpravo, je 15. Tento graf ma 6
hrén, ktorych ohodnotenia usporiadané podla velkosti su (1,1,2,3,3,5). 1 1 9
3
d e

Minimalne kostry

Predstavme si, Ze ohodnoteny graf na obrdzku vlavo predsta-
vuje schématickd mapu Siestich miest. Vrcholy grafu st mesta,
hrany st cesty medzi mestami a ohodnotenia hran st ndklady
potrebné na vystavbu prisluinych ciest. Ulohou je vybudovat
najlacnej$i systém ciest medzi tymito mestami tak, aby medzi
Tubovolnymi dvoma mestami existovala cesta. Je zrejmé, Ze
rieSenim tejto dlohy bude kostra daného grafu. Vysledny graf
totiZ musi byt suvisly, musi obsahovat vSetkych 6 vrcholov a
da sa lahko ukdzat, Ze ak by obsahoval cyklus, tak urcite nebude najlacnejsi. Budeme teda hladat
najlacnejSiu kostru grafu G. V nasledujicej definicii si formalne definujeme pojem minimdlna
kostra, alebo najlacnejsia kostra.

V definicii 10.1.1 sme si definovali pojmy ohodnoteny graf a ohodnotenie hrany a v definicii
10.1.2 sme definovali pojem hodnota grafu. Teraz si pomocou hodnoty grafu definujeme pojem
minimdlna kostra.

Definicia 10.2.1 — Minimdlna, alebo najlacnejsia, kostra. Nech G je ohodnoteny graf.
Minimadlna, alebo najlacnejsia, kostra grafu G je taka jeho kostra, ktorej hodnota je minimalna.

Podla definicie 10.2.1 moZe mat graf aj viacero rdznych minimdlnych kostier. Napriklad dve
miniméalne kostry horeuvedeného grafu, st na obrazku 10.1. Obe tieto kostry maji hodnoty 12.

Existuje viacero algoritmov na hfadanie minimélnej kostry daného grafu. Medzi najzndmejsie patria
Bordvkov algoritmus, Jarnikov, v zahrani¢{ nazyvany aj Primov, algoritmus a potom ,,pazravy*,
Kruskalov algoritmus. Zhodou okolnosti je tu uvedené poradie algoritmov chronologické a zdroven
aj vykonostné, pri usporiadani od najvykonejSieho po najmenej vykonny. V dalSom texte vSak bude
poradie uvedenych algoritmov zmenené.
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a 4 b
c 2d1 e
3
f

Obr. 10.1: Dve minimdlne kostry grafu z dvodu tejto podkapitoly

10.2.1 Jarnikov (Primov) algoritmus

Jarnikov algoritmus na hladanie minimalnej kostry grafu ako prvy opisal ¢esky matematik Vojtéch
Jarnik v roku 1930. Jeho algoritmus ,,znovuobjavil*“ Robert Prim v roku 1957 a potom ho eSte raz
»znovuobjavil* holandsky matematik Edsger Dijkstra v roku 1959. V zahranici, najmi v anglosaskej
literatire, sa tento algoritmus vi&sinou nazyva Primov. Casova zloZitost Jarnikovho algoritmu je
O(|E|log|V|), aviak vhodnou implementéciou sa d4 este urychlit.

Princip vytvérania kostry S = (V' E’) Jarnikovym algoritmom je nasledovny. Vyberieme si
Tubovolny vrchol vy grafu G a ddme ho do mnoziny V', ¢o je vrcholovd mnoZina S. Vrchol v; bude
nas ,.Startovaci vrchol. V kazdom kroku algoritmu prehladame vsetky hrany grafu G, ktorych
jeden koncovy vrchol je vo V’ a ich druhy koncovy vrchol je vo V' \ V. Vyberieme najlacnejSiu
z tychto hrén, tdto hranu priddme do E’ a s fiou incidujici vrchol z V' \ V' priddme do V. Algoritmus
skon¢iked V' = V.

Pri popise pseudokdédu Jarnikovho algoritmu budeme pouzivaf funkciu minimum (V/,V \ V'),
ktord ndm vréti najlacnejSiu hranu (u,v), kde u € V' a v € V\ V/ a zéroven tito hranu odstréni
zo zoznamu hran. Pseudokéd Jarnikovho algoritmu je velmi jednoduchy.

HPadanie minimalnej kostry Jarnikovym (Primovym) algoritmom

Vstup:  Ohodnoteny graf G = (V,E),kdeVh € E: w(h) >0

VYSTUP: Minimélna kostra S = (V',E’), grafu G.

INICIALIZACIA
Vii={vw} (v1 € E je TubovoIny vrchol grafu G)
E= ()

VYTVARANIE KOSTRY S
while { V' #£V) } do
(u,v) :=minimum (V',V\V');
E':=E' U (u,v);
Vi=V'U{v}h
end

Pri vybere najlacnejSej hrany medzi stromom S a vrcholom mimo stromu S v grafe G (funkcia
minimum (V',V\V’)) sa mdZe stat, Ze existuje viacero takych hran, ktoré majii rovnaki hodnotu.
V takom pripade mdzZeme aplikovaf na vyber hrany aj dalSie kritérid, napriklad lexikografické
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poradie vrcholov. Na hodnotu vyslednej kostry to nemé vplyv. AvSak, v zdvislosti od toho aké
kritéria pri vybere aplikujeme, moéZeme dostaf viacero réoznych minimalnych kostier. V prikladoch
a v cvieniach budeme zvicia vyberaf hrany v lexikografickom usporiadani vrcholov. CiZe ak
budeme maf viaceré hrany {u;,v;}, ktorych hodnoty si rovnaké, vyberieme hranu s najmensim
indexom i a pokial su prvé indexy tychto hrdn rovnaké, tak vyberieme hranu s najmensim indexom
Jj. Fungovanie Jarnikovho algoritmu si ilustrujeme na priklade zo zaciatku tejto Casti.

= Priklad 10.3

Dany je ohodnoteny graf na obrazku vlavo. Pomocou Jarni-
kovho algoritmu néjdite jeho minimdlnu kostru tak, Ze Starto-
vaci vrchol bude vrchol a a hrany vyberame pri lexikografickom
usporiadani vrcholov.

RieSenie: beh algoritmu si najskor zobrazime v tabulke a aZ potom ho zndzornime aj graficky.
V uvedene;j tabulke bude kazdy riadok zodpovedat jednému kroku algoritmu, ¢iZe pridaniu jednej
hrany do stromu S. V prvom stipci tabulky budt vrcholy, ktoré sme uZ pridali do konstruovaného
stromu S. Algoritmus sa zastavi v momente, ked strom S bude obsahovat vSetky vrcholy povodného
grafu G. V druhom stipci tabulky budi vSetky hrany medzi mnoZinami vrcholov V/ a V \ V’
a hodnoty tychto hran. Hrany budd usporiadané lexikograficky a v kazdom kroku vyberame
najlacnejsiu z tychto hran. V poslednom stipci bude hrana, ktort sme v prislu§nom kroku vybrali.

] Krok \ Vrcholy V'’ \ Hrany medzi V'aV \ V' \ Vybrana hrana ‘
1. {a} (a,b):4, (a,c):3, (a,d):2 (a,d):2
2. {a,d} (a,b):4, (a,c):3, (d,c):6, (dye):1,(d,f):3 (dye): 1
3. {a,d,e} (a,b):4, (a,c):3, (d,c):6
(d,f):3, (e,b):5, (e,f):6 (a,c):3
4. {a,c,d,e} (a,b):4, (¢,f):2,(d,f):3, (e,b):5, (e,f):6 (¢, f):2
5. | {a,c,de f} (a,b):4, (e,b): (a,b):4
6. | {a,b,c,d,e, [}

Graficky znazorneny postup hladania minimdlnej kostry mame na nasledovnej sérii obrazkov.
Vrcholy a hrany, ktoré sme uZ pridali do stromu S, si zobrazené ¢ervenou farbou. Hrany, ktoré
v aktudlnom kroku prehladdvame st zobrazené suvislou ¢iarou. VSetky ostatné hrany si zobrazené
preruSovanou c¢iarou.

o« 4 ¢ o« 1 o

O O
3 5 3'&d 3 > 5,
@) @) O O 6 1 @) O 6 1

3 3
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Vidime, Ze v 3. kroku sme mali na vyber hrany {a,c} a {d, f}, obe s hodnotou 3. KedZe sme ale
vyberali hrany pri lexikografickom usporiadani vrcholov, museli sme vybraf hranu {a,c}.

DokézZeme si teraz vetu, hovoriacu o koreknosti Jarnikovho algoritmu.

Veta 10.2.1 — O spravnosti Jarnikovho algoritmu. Jarnikov algoritmus je spravny, ¢iZe
po jeho skonceni je S minimalna kostra daného grafu G.

Dokaz: sa d4 robif viacerymi sposobmi, napriklad indukciou, alebo sporom. Zdkladnd myslienka
pouzitd v indukénom kroku je vSak rovnakd ako zdkladnd myslienka dokazu sporom. Preto
uvedieme dokaz sporom, ktory je o mélo kratsi.

Nech vyslednd kostra S = (V, E5) ma mnozinu vrcholov V, kde |V| = n a mnoZinu hrén Es.
Jarnikov algoritmus buduje kostru S ako postupnost stromov Si,S5,,...S,—1, pricom v kazdom
kroku vyberie jednu hranu, ktord potom, v nasledujicom kroku, pridd do vznikajicej kostry a
S,_1 = S. Dalej nech Jarnikov algoritmus vyberal hrany mnoZiny Es v poradi (hi,ho, .. hy—y).
Predpokladajme, Ze .S nie je minimalna kostra grafu G.

Vyberme T = (V, E7 ), minimélnu kostru grafu G, ktord ma maximalne také &islo &, Ze hrany
hy,...,hy patria do kostier S aj T', avSak hrana /.| € Eg uZ nepatri do kostry 7.

Hrana Ay bola Jarnikovym algoritmom vybrand do kostry S v (k+ 1). kroku, kedy uz
v strome S; boli hrany hjp,...,h. Nech koncové vrcholy hrany /. si u a v. Potom hrana
hi+1 = {u,v} ma td vlastnost, Ze u € Vs,, v ¢ Vg, a jej hodnota je najmensia spomedzi vSet-
kych takychto hrdn. Ak hranu A priddme do kostry 7', tak tam vznikne cyklus C, pretoze T

U je kostra. V cykle C urcite musia existovat hrany, r6zne od /. 1, ktorych

. """" hk;+1 jeden vrchol patri do Vs, a druhy vrchol nepatri do Vs, . Plati totiz u € Vs, a

_,.: ® ¢ vSetky hrany C, a teda aj ich vrcholy, nemo6Zu patrit do S, lebo by v Si4 1
e, bol cyklus.

H Nech £, je takato hrana. Potom, podl'a Jarnikovho algoritmu, musi platit

h. w(hys1) < w(hy). Pozrime sa teraz na graf, ktory z T dostaneme tak, Ze

z neho vyhodime hranu &, a pridime dofi hranu A 1, ize T' = (T \ {hx}) U{ g1} Je zrejmé,
Ze T’ bude tiez kostrou, pozri cvi¢enie 10.2 (str. 210). Plati preii
w(T") = w(T) —w(hy) +w(hir1) <w(T) = w(T") <w(T).

Posledna nerovnost vedie k sporu. Pokial je ostrd, tak je to spor s tym, Ze T bola minimalna
kostra. A pokial je uvedend nerovnost neostrd, tak je to spor s tym, Ze k bolo maximdlne také
¢islo, pre ktoré hrany Ay, ..., h; patria do kostier S aj nejakej minimdalnej kostry grafu G, avsak
hrana Ay € Es uz nepatri do minimdlnej kostry grafu G. TakZe predpoklad bol nespravny a S
musi byf minimélna kostra grafu G. Q.E.D.

Uvedieme si teraz eSte jeden priklad hl'adania minimalnej kostry pomocou Jarnikovho algoritmu.
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= Priklad 10.4

Dany je ohodnoteny graf na obrdzku vlavo. Pomocou Jar-
nikovho algoritmu néjdite jeho minimdlnu kostru tak, Ze
Startovaci vrchol bude vrchol a a hrany vyberdme pri le-
xikografickom usporiadani vrcholov.

RieSenie: beh algoritmu si, rovnako ako v predoslom priklade, najskor zobrazime v tabulke a azZ
potom ho znizornime aj graficky. V uvedenej tabulke bude kazdy riadok zodpovedaf jednému
kroku algoritmu, ¢ize pridaniu jednej hrany do stromu S. Na rozdiel od predoslého prikladu
budeme do prvého stipca tabulky pisaf vzdy len aktualne pridany vrchol. Graf v tomto priklade
ma uZ viac vrcholov a bolo by nepraktické prepisovat vSetky uz pridané vrcholy v kazdom d’alSom
kroku. Algoritmus sa zastavi v momente, ked prvy stipec tabulky bude obsahovat vietky vrcholy
pdvodného grafu G. V druhom stipci tabulky budi vietky hrany medzi mnoZinami vrcholov V/ a
V \ V' a hodnoty tychto hran. Hrany budd usporiadané lexikograficky a v kazdom kroku vyberdme
najlacnejsiu z tychto hran. V poslednom stipci bude hrana, ktord sme v prislu§nom kroku vybrali.

] Krok \ Pridany vrchol \ Hrany medzi V' a V' \ V’ \ Vybrana hrana ‘
1. a (a,b):3, (a,e):4 (a,b):3
2. b (a,e):4, (byc):2, (bye):3, (b,f):2 (b,c):2
3. c (a,e):4, (bye):3, (b,f):2, (c,d):3

(c,e):3, (¢, f):2, (c,h): 4 (b,f):2
4 f (a,e):4, (bye):3, (c,d):3, (c,e):3
(c,h):4, (fre):3, (f,8):3, (f,h):2 (f,h):2
5 h (a,e):4, (bye):3, (c,d):3, (c,e):3
(f,e):3,(f,8):3, (hd):1, (hg):1 (h,d):1
6 d (a,e):4, (bye):3, (c,e):3
(fie):3, (f,8):3, (hg):1 (h,g):1
7. g (a,e):4, (bye):3, (c,e):3, (f,e):3 (bye):3
8. e

Graficky znazorneny postup hladania minimdlnej kostry mame na nasledovnej sérii obrazkov.
Vrcholy a hrany, ktoré sme uZ pridali do stromu S, su zobrazené ¢ervenou farbou. Hrany, ktoré
v aktudlnom kroku prehladdvame st zobrazené sivislou Ciarou.

30 o o o
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10.2.2 Kruskalov algoritmus

Kruskalov algoritmus na hladanie minimélnej kostry grafu je zndmy aj pod oznacenim ,,paZravy
algoritmus®. Prvy raz bol opisany americkym matematikom Josephom Kruskalom v roku 1956.
Tento algoritmus je velmi jednoduchy na pochopenie aj realizciu, ale jeho Casova zloZitost je
O(|E|log|E|), &iZe je z tu spominanych troch algoritmov najmene;j efektivny.

Princip konstrukcie minimélnej kostry pomocou Kruskalovho algoritmu je vel'mi jednoduchy.
Z grafu G postupne vyberdme do kostry hrany tak, Ze v kaZdom kroku vyberieme hranu s najniz§ou
hodnotou, ktorej pridanim nevznikne cyklus. Akondhle je pocet vybranych hran o 1 mensi nez
pocet vrcholov, mdZeme skoncit, pretoZe uZ mame kostru.

Ak by sme na konStrukciu kostry mali nejaké Specidlne poziadavky, napriklad vyberanie hran
v nejakom vopred stanovenom poradi, tak to musime zohladnif pri priddvani hrdn do kostry.
Samozrejme stéle plati stratégia ,,paZravého* algoritmu, ¢ize vZdy vyberdme najlacnejSiu moZnd
hranu, ale ak mdme na vyber viacero najlacnejSich hrdn, mdzeme aplikovat aj doplnkové kritéria,
napriklad vyberanie hran v lexikografickom usporiadani.

Pri zdpise Kruskalovho algoritmu budeme pouZzivaf funkciu usporiadaj_vzostupne (E),
ktord ndm mnoZinu ohodnotenych hran usporiada vzostupne, ako usporiadanu &-ticu hrdn. Okrem
toho budeme pouzivaf aj funkciu prvy (P ), ktord ndm z usporiadanej k-tice P vrati jej prvy prvok
a zaroven tento prvok z P odstrani. Pseudokdd Kruskalovho algoritmu je uvedeny na strane 202
hore.

Dokaz korektnosti Kruskalovho algoritmu, t. j. dokaz toho, Ze vysledn4 kostra S skonStruovand
pomocou Kruskalovho algoritmu je minimdlna, je jednoduchy. Uvadzat ho tu vSak nebudeme.
Zaujemci modzu tento dokaz ndjst napriklad v knihe [15], v Casti 4.4.3. Aj ked’ je tento algoritmus
menej efektivny nez Bordvkov, alebo Jarnikov algoritmus, pre mnohé aplikicie je postacujici a
jeho najvicSou vyhodou je jeho jednoduchost a l'ahkd pochopitelnost.

Najviac prekvapivym faktom pri Kruskalovom algoritme je to, Ze funguje! Stratégia ,,paZra-
vosti‘ je totiZ znama aj z inych problémov diskrétnej matematiky, ale vic¢Sinou nevedie k optimal-
nemu rieSeniu. Dokonca pri viacerych problémoch vedie ku ,katastrofickym* vysledkom. Preto
je vel'mi prekvapivé, Ze tento ,pazravy algoritmus dava pri hladani minimdlnej kostry grafu
optimdlne rieSenie.

Teraz si uvedieme pseudokdd Kruskalovho algoritmu a potom si jeho fungovanie ilustrujeme
na ohodnotenych grafoch z prikladov 10.3 a 10.4, CiZe na rovnakych grafoch, na akych sme si
predtym ilustrovali fungovanie Jarnikovho algoritmu.
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Hradanie minimalnej kostry Kruskalovym algoritmom

Vstup:  Ohodnoteny graf G = (V,E),kdeVhe E: w(h) >0

VYSTUP: Minimdlna kostra S = (V,E’), grafu G.

INICIALIZACIA

P := usporiadaj_vzostupne (E);

E'={}

VYTVARANIE KOSTRY §
while { |[E'| < ([V|—1) } do
h:=prvy(P);
if { pridanim hrany h do E', nevznikne cyklus v S } then
| E':=E U {h};
end
end

= Priklad 10.5

Dany je ohodnoteny graf na obrazku vpravo. Pomocou Krus-
kalovho algoritmu ngjdite jeho minimalnu kostru tak, Ze Starto-
vaci vrchol bude vrchol a a hrany vyberdme pri lexikografickom
usporiadani vrcholov.

RieSenie: beh algoritmu si zndzornime len graficky. Hrany sa do kostry budud pridavat po jednej
a v kazdom kroku ddme do konStruovanej kostry najlacnejSiu hranu, po ktorej pridani nevznikne
cyklus. Samozrejme spolu s hranou vZdy priddvame aj s fiou incidujice vrcholy. Vrcholy a hrany,
ktoré sme uz pridali do konStruovanej kostry, si zobrazené ¢ervenou farbou.

a a
@) @) o @)
d 1 e \2d 1 e C \2d 1 e
@) o—0 @) \
2
© 1. © 2. 3.

Ako mdzeme pri porovnani s prikladom 10.3 vidiet, dostali sme rovnak najlacnejsiu kostru ako
pri pouZiti Jarnikovho algoritmu. AvSak postup konstrukcie tejto minimdlnej kostry bol odli$ny.
Vo vSeobecnosti ndm Jarnikov a Kruskalov algoritmus nemusia dat rovnaké minimdlne kostry, a to
ani v pripade, Ze hrany vyberame pri lexikografickom usporiadani vrcholov. m
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= Priklad 10.6

Dany je ohodnoteny graf na obrdzku vlavo. Pomocou
Kruskalovho algoritmu ndjdite jeho minimdlnu kostru
tak, Ze Startovaci vrchol bude vrchol a a hrany vyberdme
pri lexikografickom usporiadani vrcholov.

RieSenie: beh algoritmu si znazornime len graficky. Hrany sa do kostry budud pridavat po jedne;j
a v kazdom kroku ddme do konstruovanej kostry najlacnejsiu hranu, po ktorej pridani nevznikne
cyklus. Samozrejme spolu s hranou vzdy priddvame aj s fiou incidujice vrcholy. Vrcholy a hrany,
ktoré sme uz pridali do konStruovanej kostry, st zobrazené cervenou farbou.

d

o O o (@)
!
o h o

Opif, pri porovnani s prikladom 10.4, vidime,
Ze vyslednd minimalna kostra je rovnaka ako pri
pouZiti Jarnikovho algoritmu. Postup jej kon-
Strukcie bol vSak odlisny.

BorGvkov algoritmus

Bortvkov algoritmus na hladanie minimalnej kostry grafu je najefektivnejsi spomedzi troch tu
spominanych algoritmov. Tento algoritmus vymyslel v roku 1926 moravsky matematik Otakar Bo-
ruvka pri rieSeni navrhu optimalnej elektrorozvodnej siete na Morave. To znamend, Ze Bortvkov
algoritmus vznikol pri rieSeni vysostne praktického problému v Case, ked tedria grafov ako sa-
mostatnd matematicka disciplina eSte len vznikala. Ako to uz ale byva, jeho algoritmus bol neskor
»~Znovuobjaveny* este aspoi piatimi dalsimi matematikmi. V zapadnej, predovsetkym anglosaskej,
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literattre sa Borivkov algoritmus nazyva Sollinov algoritmus. Tento algoritmus sa pouZiva hlavne
pri paralelnom spracovani dat. Jeho ¢asova zloZzitost je O ( |E|log|V ) avsak pre niektoré kategérie
grafov je eSte vyrazne rychlej$i. Napriklad pre rovinné grafy je jeho Casovd zloZitost linedrna.
Okrem toho z Bortivkovho algoritmu vychddza aj doteraz najrychlejsi algoritmus pre hladanie
minimélnej kostry, ktorého Casova zloZitost je O(|V |+ |E|).

Bortivkov algoritmus v tomto texte nebudeme uvadzaf, pretoZe je zlozitejsi nez Kruskalov
alebo Jarnikov algoritmus. V Bortivkovom algoritme sa napriklad vyZaduje, aby ohodnotenia
Tubovolnych dvoch hran daného grafu boli rézne. Toto obmedzenie sa d4 pomerne lahko obist,
¢ize Bordvkov algoritmus mozeme pouZif aj na grafy, ktoré maji rovnako ohodnotené hrany, ale
samozrejme je to potom zloZitejSie nez ,,pazravy®, alebo Jarnikov algoritmus. Zaujemci m6Zu néjst
popis Bortivkovho algoritmu napriklad v knihe [15], v Casti 4.5.3.

Huffmanov kéd

Znaky v po&itadi sa obvykle reprezentuji binarnymi retazcami pevnej dizky. Napriklad ASCII!
kéduje kazdy znak 7-bitovym refazcom. Ciastoény priklad ASCII kédu je zobrazeny v tabulke
10.1. Takyto spdsob kdédovania znakov je neefektivny z hladiska priemerného poctu bitov potreb-

Znak | ASCII kéd || Znak | ASCITkdéd || Znak | ASCI kéd || Znak | ASCII kéd
* 0101010 0 | 0110000 A 1000001 a 1100001

+ | 0101011 1 0110001 B 1000010 b 1100010
— | 0101101 2 0110010 C 1000011 c 1100011
3 0110011 D 1000100 d 1100100

/ 0101111

Tabulka 10.1: Cast ASCII tabulky

nych na zakédovanie daného textového refazca, pretoZze ma velkd redundanciu. Huffmanov kéd
je vysledkom snahy optimalizovat tento priemerny pocet bitov. V Huffmanovom kéde sa znaky
kédujd bindrnymi refazcami premenlivej dizky. Casto pouZivané znaky sa kéduji krat$§imi a malo
pouZivané znaky dlh§imi bindrnymi refazcami. Tym sa zredukuje priemerny pocet bitov potreb-
nych na zakédovanie daného textového refazca. Huffmanov kéd patri medzi tzv. entropické kody.
Pri entropickych kddoch sa frekventovanejSie znaky kéduju krat§imi a menej frekventované znaky
dlh8imi kédovymi slovami. V roku 1952 americky informatik David A. Huffman, spolu s Rober-
tom Fanom v ramci seminarnej prace na MIT vyvinuli algoritmus na konstrukciu optiméalneho
P-k6édu. Huffmanov kéd mé, pre dany stbor znakov s danymi relativnymi pocetnostami (resp.
len pocetnostami) vyskytu, minimalnu moZnui redundanciu a pouziva sa napriklad pri bezstratovej
kompresii. Ako uz bolo spomenuté, je to prefixovy kéd? (P-kéd) s kédovymi slovami premenli-
vej dizky. Definuje sa pomocou korefiového stromu, pri¢om koncové vrcholy stromu reprezentuji
kédované znaky a cesta od korenla stromu po koncovy vrchol predstavuje kdédové slovo zodpoveda-
juce tomuto koncovému vrcholu. Pri dekédovani bindrneho refazca postupujeme od korena stromu
nadol, pri¢om vo vetveniach 1 znamena dol'ava a 0 znamen4 doprava’. Ked déjdeme do koncového
vrcholu stromu, zapiSeme si prislusny znak a pokraujeme opéf od korefia smerom dole. UkdZeme
si to na dvoch prikladoch.

! American Standard Code for Information Interchange
2K6d ziadneho znaku nie je prefixom (zaciatkom) kédu iného znaku.
3Je to vecou dohody.
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= Priklad 10.7

V koretiovom strome, na obrazku vlavo, si znaky A, O, R, S, T zakédované

nasledovne
A 1
O ... 00
R ... ... 010
S 0110
T 0111

Pri kédovani postupujeme od koretia nadol, aZ po koncovy vrchol predstavujici kédovany znak.
Kedze ide o prefixovy kéd oddelovacie znaky nepotrebujeme. Napriklad slovd ROSA a RAST sa
zakéduju ako

ROSA ............ 0100001101

RAST  ......... 010101100111

Pri dekédovani postupujeme od koretia po koncovy vrchol, zapiSeme si prislusny znak a za¢neme
opif od korenia. Napriklad
10001001111 = 1]00|010|0111|1 = AORTA

0111010101101 0111]010|1|0110]1 TRASA

Uvedieme si este jeden priklad.

= Priklad 10.8

Koreniovym stromom méame zakédované znaky M, O, S, N, E tak, ako
to vidime na obrizku vlavo.

M 11
O 10
S 01
N 001
E .. 000
Koédovanie
SEM 0100011
MENO ............ 1100000110
Dekédovanie
001100111000 = 001 |10]01|11|000 = NOSME

Ak jeden textovy refazec zakédujeme rdéznymi Huffmanovymi kédmi, tak mdéZeme dostat
bindrne refazce roznej dizky. Otdzkou je, ¢ je mozné zostrojif optimalny Huffmanov kéd s mi-
nimalnou, idedlne nulovou, redundanciou (nadbyto¢nou informdciou). Odpoved na tiito otazku je
dno. Prave Huffmanov kéd navrhnuty v roku 1952 ma minimalnu moZnu redundanciu.

Pri popise algoritmu na zostavovanie korefiového stromu pre optimalny Huffmanov i + D;
kéd, budeme pouzivat operaciu spdjania stromov. Pomocou tejto operdcie budeme

spajat dva existujice koreiiové stromy s ohodnotenymi koreiimi do jedného nového

koretiového stromu s ohodnotenym korefiom. Spdjanie korefiovych stromov bude

prebiehat tak, Ze korene danych dvoch stromov spojime hranami s novym Di Dj
vrcholom, ktory bude korefiom novovzniknutého stromu. Okrem toho, ak pévodné dva stromy
mali korene s hodnotami p; a p;, tak koreit nového stromu bude mat hodnotu p; + p;. Na obrazku
vysSie je uvedeny priklad spojenia dvoch korefiovych stromov. Modré vrcholy s hodnotami p; a
pj su korene povodnych dvoch stromov a Cerveny vrchol s hodnotou p; + p; je korefi nového
stromu vzniknutého ich spojenim. Teraz si uvedieme algoritmus konstrukcie korefiového stromu
pre optimalny Huffmanov kéd.
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Algoritmus konStrukcie korenového stromu optimalneho Huffmanovho kédu

VSTUP:  Zoznam n znakov s danymi relativnymi pocetnosfami (alebo len
pocetnostami).

Vystup: Korefiovy strom 7', uréujici optimalny Huffmanov kéd.

INICIALIZACIA

KaZdému znaku pridel vrchol s hodnotou rovnajiicou sa jeho relativnej pocetnosti,

KONSTRUKCIA STROMU
while {vysledn)f graf nie je strom} do

a) Ndjdi dva stromy s najlacnejsimi korerimi. V pripade viacerych stromov, ktorych
korene majii rovnakii hodnotu, vyber dva s najmensou vyskou;

b) Spoj vybrané dva stromy do jedného nového a jeho koreriu daj hodnotu, ktord sa
rovnd stctu hodnot koreriov povodnych dvoch stromov;
end

Existuje viacero alternativnych podob zapisu uvedeného algoritmu. My si neskor na prikladoch
ukiZeme este jeden d’al$i sposob konsStrukcie koretiového stromu pre optimdlny Huffmanov kéd.

a Priklad 10.9 Zostrojte koretiovy strom pre optimdlny Huffmanov kéd ak je danych 5 znakov,
s pocetnostami vyskytu podla nasledovnej tabulky.

znak | pocetnost 1 0

! 2 1 0 1 0
@ 3

# 7 . D#$ %
$ 8 ! @

% 12

Obr. 10.2: Vysledny koretiovy strom

Konstrukcia koreriového stromu bude, podla uvedeného algoritmu, prebiehat v piatich krokoch
zobrazenych na nasledovnom obrazku.

Vysledny korefiovy strom pre optimdlny Huffmanov kéd je zobrazeny na obrazku 10.2 vy$Sie. =

Ako vidime z prikladu 10.9, na zaciatku mame les pozostdvajici z tolkych izolovanych vr-
cholov, kolko je kédovanych znakov. Tieto vrcholy postupne spdjame, pricom v kazdom kroku
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sa pocet aktivnych vrcholov, ¢iZe takych, ktoré este budeme spdjaf, zniZi o 1. Skonc¢ime vtedy,
ked’ dostaneme strom, t. j. sivisly graf. Inak povedané, skon¢ime, ked ndm zvysi uz len 1 aktivny
vrchol. Tento postup je velmi ndzorny a aj popis algoritmu je jednoduchy. Pri realizécii na pocitaci

vSak potrebujeme nejaki jednoduchsiu ,,neobrazkovi* reprezentaciu konstruovaného stromu.

Pomocou koretiovych stromov mdZeme reprezentovaf aj rozne iné datové Struktiry. Samozrej-
me plati to aj opacne, ¢iZe pomocou inych, ,,neobrazkovych®, datovych Struktdr vieme reprezentovat
koretiové stromy.

Koreniovy strom, ktory je na obrdzku vlavo, sa napriklad da ekvi-
valentne reprezentovaf uzitvorkovanym vyrazom

<A(B(C)(D)(E)) (F(G><H<'>)>>

A
Alebo Vennovym diagramom ,,do seba zapada- B..............
jucich® mnoZin tak, ako to je zobrazené na ob- C.oooiiil.
razku vlavo. (D
Alebo pomocou odsadenych riadkov, podobne E...........
ako sa to robi pri pisani pisani kapitol, podka- o
pitol a odsekov v obsahu knih. Ukdzku vidime G
vpravo. Ho.o.........

Ako vidime, vrcholy grafu mdZeme nahradif mnoZinami a spdjanie koreflovych stromov na-
hradime spdjanim existujicich mnoZin do dvojprvkovych mnoZin. Pritom prvkom mnoZiny moZe
byt aj ind mnoZina. Predvedieme si to na rovnakej ulohe ako v priklade 10.9.

= Priklad 10.10

znak | pocetnost
! 2 Zostrojte koreniovy strom pre optimalny Huffmanov kéd, ak je danych
@ 3 5 znakov s pocetnostami vyskytu podla tabulky, ktord vidime vlavo.
# 7 Namiesto izolovanych vrcholov v prvom grafe z prikladu 10.9, zag-
$ 8 neme mnoZinou obsahujicou pocetnosti vyskytu danych znakov.
% 12

> Na zaciatku budeme maf mnoZinu {2, 3,7,8, 12}.
> Pod vonkajSou mnoZinou budeme rozumief mnoZinu ohrani¢ent krajnou lavou a krajnou
pravou zéitvorkou.
> Pod hodnotou mnoziny budeme rozumief si¢et hodndt vietkych jej ,, prvkov “. Cize mnoZina
{2} md hodnotu 2, mnoZina {2,3} md hodnotu 5 a mnoZina {{2,3},7} m4 hodnotu 12.
> Pokial vonkajSia mnozina m4 viac neZ 2 prvky, tak budeme opakovat nasledovné kroky
> Vo vonkajSej mnoZine ndjdeme 2 prvky s najmenSou hodnotou. Ak miame takych
prvkov viac, tak vyberieme také dva, ktoré maji najmensiu ,, Albku “, t. . po&et tirovni
vnorenych mnoZin.
> Vybrané dva prvky vonkajSej mnoZiny spojime do dvojprvkovej mnoZiny.
> V zadanej tlohe bude postup nasledovny

{2,3,7,8,12} = {{2,3},7,8,12} =

= {8,12,{{2,3},7}} = {{{2,3},7},{8,12}}



208 Kapitola 10. Minimadlne kostry, Huffmanov kéd

Po poslednom kroku uZ mé vonkaj$ia mnoZina len 2 prvky a méZeme z nej zostro-
{A’ B } jit koreniovy strom pre optimalny Huffmanov kéd. Kazdd dvojprvkovi mnozinu
{A,B}, priom A a B mdzu byt tiez dvojprvkové mnoziny, zakreslime tak, ako
to vidime na obrdzku vlavo. Takto z mnoZiny {{{2,3},7}, {8, 12}} dostaneme

A B rovnaky koreniovy strom, ako v priklade 10.9 (obrdzok 10.2). -

V pripade mnoZinového zédpisu sme prvky vonkajSej mnoZiny usporiadavali vzostupne podla ich
hodndt a pri prvkoch s rovnakou hodnotou podFa ich ,, hlbky“. Pri kresleni koretfiového stromu,
podla uvedeného algoritmu, sme to nerobili. UZ z toho vyplyva, Ze vysledny korefiovy strom
mdZe mat viacero poddb. Postup konstrukcie korefiového stromu pre optimalny Huffmanov kdd si
ukdZeme este na jednom priklade.

= Priklad 10.11

znak | pocetnost ) _ . B} . /
A 3 Zostrojte korefiovy strom pre optimalny Huffmanov kéd ak je danych

5 znakov, s pocetnostami vyskytu podla tabulky vlavo.

B 4 . o . . .

c 5 Ulohu budeme riesitf dvoma spdsobmi. Najskor pomocou mnoZino-
5) 7 vého zédpisu a potom kreslenim koreniového stromu podla uvedeného
E g algoritmu.

Postup pomocou mnoZinového zdpisu bude vyzeraf nasledovne.

{3,4,5,7,8} = {5,7,{3,4},8} - {{3,4},8,{5,7}} - {{5,7},{{3,4},8}}

Postup konstrukcie korefiového stromu podla uvedeného algoritmu je zobrazeny na nasledujicom
obrazku.*

V poslednom korefiovom strome eSte treba nahradif pocetnosti znakmi, ktorym zodpovedajui kon-
cové vrcholy stromu. Vysledné korefiové stromy mdme zobrazené na nasledujicich obrazkoch.

Obr. 10.3: Strom ziskany z mnoZinového zapisu Obr. 10.4: Strom ziskany pomocou algoritmu

4Vsimnite si, e vo vietkych krokoch, okrem posledného, sii stromy usporiadané vzostupne podFa ich hodnoty.
V poslednom kroku st usporiadané opacne, ¢oho ddsledkom je rdzna podoba vyslednych koretiovych stromov a kédu.
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Ako vidime, korefiovy strom zrekonStruovany z mnoZinového zépisu je iny, neZ strom, ktory sme
dostali druhym sp&sobom. Preto aj kédy niektorych znakov sa liSia, avSak oba korenové stromy
reprezentuji optimdlny Huffmanov kéd. "

VSimnime si, Ze Huffmanov kéd tvori dplny bindrny strom. Ak sa pozrieme na algoritmus
tvorby Huffmanovho kédu, tak vidime, Ze podstromy vzdy spiajame tak, aby vysledny strom bol
uplny. A ak si pozrieme algoritmus tvorby optimdlneho Huffmanovho kédu, uvedeny na strane
206, tak vidime, Ze tento algoritmus vZdy vytvori nielen tplny bindrny strom, ale aj bindrny
strom minimalnej moznej vysky, ktord je pri danych vstupnych ddajoch a ich poradi mozna. Pre
tvorbu dplného bindrneho stromu s minimalizovanou vyskou je v uvedenom algoritme klti¢ova
podciarknutd podmienka

Ndjdi dva stromy s najlacnejsimi korerimi. V pripade viacerych stromov, ktorych korene
maji rovnaki hodnotu, vyber dva s najmensou vyskou.

Aj bez pod¢iarknutej podmienky by uvedeny algoritmus vytvoril optimalny Huffmanov kéd, pokial
by sme ako jediné kritérium ,,optimalnosti‘ brali redundanciu vytvoreného Huffmanovho kédu. Pri
rychlom prehladdvani je vSak Casto dblezité, aby vytvoreny kdd mal nielen ¢o najniZsiu redundan-
ciu, ale aby jeho kédové slova boli ¢o najkratsie. Bez pod¢iarknutej podmienky by sme mohli dostat
kéd, ktory by mal niektoré kédové slov4 prili§ dlhé a na druhej strane by tieto boli vykompenzované
kratkymi kédovymi slovami. TakZe redundancia by bola minimadlna, ale pre vyhl'adavanie by takyto
kéd nebol ten najlep$i moZny. Preto pre praktické aplikdcie potrebujeme mat Gplny bindrny strom
s minimalnou moZnou vyskou.

10.4 Cyvicenia

Cvicenie 10.1 Pomocou Jarnikovho aj Kruskalovho algoritmu néjdite minimélne kostry da-
nych grafov. Hrany vyberajte pri lexikografickom usporiadani vrcholov.

(a) (b)

(d)
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Cvicenie 10.2 V dokaze vety 10.2.1 (strana 199) kon$truujeme z kostry 7', graf 7’ nasledovnym
spdsobom

Graf T' dostaneme z T tak, Ze z neho vyhodime hranu h, a priddme dori hranu
hyq, CiZe T = (T \ {hx}) @] {hk+1}.

Dokazte, ze graf T’ je tieZ kostra pdvodného grafu G. =

Cvicenie 10.3 V dokaze vety 10.2.1 (strana 199) je uvedené tvrdenie
Ak hranu 1, priddme do kostry T, tak tam vznikne cyklus C, pretoze T je kostra.

Dokazte toto tvrdenie. n

nych grafov.

(a) (b)

Cvicenie 10.5 Ndjdite ohodnotenie hran grafu K ¢islami {1,2,..., 15} (kazdé &islo sa pouZije
prave raz) také, aby hodnota minimalnej kostry tohto grafu bola

(a) minimalna, (b) maximalna.

Cvicenie 10.6 Ndjdite ohodnotenie hran grafu Kz 4 &islami {1,2,...,12} (kazdé &islo sa
pouZije prave raz) také, aby hodnota minimdlnej kostry tohto grafu bola

(a) minimaélna, (b) maximalna.

Cvicenie 10.7 N4jdite ohodnotenie hran grafu Q3 (pozri cviCenie 5.21, strana 118) ¢islami
{1,2,...,12} (kazdé &islo sa pouZije prave raz) také, aby hodnota jeho minimélnej kostry bola

(a) minimadlna, (b) maximalna.

2 ¥7

Cvicenie 10.8 Négjdite ohodnotenie hran grafu K ¢islami {1,2,...,15} (kazdé &islo sa pouzije
prave raz) také, aby hodnota minimalnej kostry tohto grafu bola maximalna a sicasne bola tato
kostra cestou. =

2
| Cvicenie 10.4 Pomocou Jarnikovho aj Kruskalovho algoritmu ndjdite minimalne kostry da-
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Cvicenie 10.9 V Pythone alebo v C naprogramujte vytvorenie minimalnej kostry daného grafu
pomocou Kruskalovho algoritmu. u

Cvicenie 10.10 V Pythone alebo v C naprogramujte vytvorenie minimalnej kostry daného
grafu pomocou Jarnikovho algoritmu. =

Cvicenie 10.11 Na obrazku vlavo je korefiovy strom urcujici Huffmanov kéd
(Tava hrana znamend 1 a pravd hrana znamena 0).

(a) Zakédujte slova

e MAT - MAMA
M A « MOTAT * KATKA
(b) Dekédujte slova
T « 0111011 »+ 11100110010
« 0111110 + 0110010011

Cvicenie 10.12 Zostrojte optimalny Huffmanov kéd pre dané znaky a ich pocetnosti.

() (b)
5 znak | pocetnost
znak | pocetnost A 3
a 2 B 3
B 6 C 3
D 11 E 13
E 20 F 21

Cvicenie 10.13 Korlko bitov potrebujeme na zakédovanie slova BRATISLAVA, ak pouZijeme
optimélny Huffmanov kéd pre toto slovo? u

Cvicenie 10.14 Urcte pravdivost nasledujticich vyrokov.
(a) V Huffmanovom kéde Ziadne kédové slovo nemdze byt prefixom iného kédového slova.
(b) Huffmanov kdd je bezstratovy spdsob kdédovania (bez straty informadcie).

(¢) V niektorych pripadoch nemusi mat optimalny Huffmanov kéd minimalnu redundanciu.
|

znak A B C D E
relativna pocetnost | 0.34 | 0.06 | 0.13 | 0.07 | 0.4

Zostrojte optimdlny Huffmanov kéd pre dand abecedu a vypocitajte priemerny pocet bitov

Cvicenie 10.15 Méme abecedu s piatimi znakmi, ktorych relativne pocetnosti si dané tabulkou
potrebnych na zakédovanie 100 znakovej spravy. u
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Cvicenie 10.16 Pocas 1. svetovej vojny pouzivala nemecka armada Sifru ADFGVX. Jej nazov
je odvodeny od Siestich znakov, pomocou ktorych sa Sifrovali vSetky spravy.

znak | pocetnost
A 23 Kolko bitov by sa uSetrilo, ak by sa 100 znakova zaSifrovand
D 20 spréva pred odoslanim zakédovala pomocou optimdlneho Huff-
F 7 manovho kédu? Pocetnost znakov v zaSifrovanej sprave udava
G 13 tabulka vlavo a jeden znak sa kéduje jednym bytom, t.j. 8
V 21 bitmi.
X 16
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O 1. Bindrne stromy, izomorfizmus stromov, hra NIM

Prehlfaddvacie bindarne stromy

Binérne stromy boli definované a ich vlastnosti boli opisané v podkapitole 4.4. Bolo tam spomenuté,
Ze bindrne stromy st vhodné na taki reprezentdciu a usporiadania mnozin dat, aby sa dali efektivne
triedif a prehladdvat. Prislu$nd Struktira sa nazyva prehladdvaci bindrny strom.

Z hladiska organizacie dat pomocou bindrnych stromov je ddlezitd otdzka, kol’ko vlastne existuje
rdznych bindrnych stromov s n vrcholmi. Ak si tento pocet ozna¢ime pomocou b, tak sa pomocou
vytvérajucich funkcif (kapitola 8) dd odvodif vzorec b, = # (Znn) Takto definované Cisla b, sa
nazyvaju Catalanove c¢isla a uvedeny vzorec bol odvodeny v Casti 8.3.4 (str. 171). Okrem toho ho
pripadni zdujemci mdZu ndjst aj v knihe [15], v ¢asti 10.4 (Binarn{ stromy — ¢esky nidzov).

Uz v definicii 4.4.1 sme intuitivne pouzili pojmy lavy podstrom a pravy podstrom. Teraz si
uvedieme aj formdlnu definiciu tychto pojmov.

Definicia 11.1.1 — Lavy a pravy podstrom vrcholu. Nech u je vnitorny vrchol bindrneho
stromu B. Potom lavy (pravy) podstrom vrcholu u je podstrom stromu B, s korefiom v Tavom
(pravom) synovi vrcholu u.

» Priklad 11.1 Vezmime si ako priklad strom na obrdzku vlavo. Lavy podstrom vrcholu b, je
len vrchol d. Pravy podstrom vrcholu b je strom na obrazku 11.1. Lavy podstrom vrcholu a je
na obrazku 11.2 a pravy podstrom vrcholu a je na obrazku 11.3.

(1

Obr. 11.1 Obr. 11.3
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Dalej si formalne definujeme pojem prehladdvaci bindrny strom. Tento sa pouZiva na organiziciu
dat, napriklad na uchovéavanie prvkov nejakej usporiadanej mnoziny. Pritom usporiadané mnoziny
mdZu byt mnoZziny Cisel, alebo mnoZiny l'ubovolnych refazcov usporiadanych lexikograficky.

Definicia 11.1.2 — Prehfaddavaci bindrny strom. Nech A je kone¢nd usporiadand mnozina, B
je bindrny strom a u jeho 'ubovolny vrchol. Potom B je prehladdvaci bindrny strom, ak kazdému
jeho vrcholu je priradeny prave jeden prvok mnoZiny A tak, Ze prvok priradeny vrcholu u je

.....

priradeny l'ubovolnému vrcholu jeho pravého podstromu.
= Priklad 11.2

MnozinuA={0, P, N, D, T, J, L, S, M}, pri abecednom uspo-
riadani, mo6Zeme napriklad umiestnif do prehladdvacieho bindrneho
stromu, ktory mame zobrazeny na obrdzku vlavo. Strom, ktory je na ob-
razku vlavo, dostaneme, ak dofl prvky mnoZiny A umiestiiujeme v poradi
uvedenom vyssie. Toto je niekedy potrebné, avSak z hladiska prehl'adava-
nia a rychleho pristupu nie idedlne. Pre rychly pristup k uloZenym ddtam
potrebujeme, aby mal prehl'addvaci bindrny strom ¢o najmensiu vysku.

Ak by sme prvky mnoZiny A neukladali do prehladédvacieho bindrneho
stromu v poradi uvedenom vysSie, tak by sme mohli dostat napriklad
prehladdvaci bindrny strom, ktory vidime na obrizku vpravo. Vyska
tohto stromu je len 3, ¢o je o 2 menej, nez vyska predoslého stromu.
Pritom skutoc¢ne ide o prehladédvaci bindrny strom podla definicie 11.1.2,
o ¢om sa l'ahko mdZeme presvedcit.

Teraz si opiSeme postup, ktorym sme zostrojili prvy prehladdvaci bindrny strom z prikladu 11.2.
¢ Prvy prvok mnoZiny A, CiZe 0, bude korefiom stromu.

o Dal3f prvok mnoZiny A je P. V abecede je 0 < P, preto P musi leZaf v pravom podstrome.
Vrchol 0 zatial nema pravého syna, takZe P bude je pravy syn.

o Dalf prvok mnoZiny A je N. V abecede je N < 0, preto N musi leZaf v avom podstrome.
KedZe vrchol 0 zatial nemd l'avého syna, bude N jeho Tavy syn.

o Dalsi prvok mnoZiny A je D. V abecede je D < 0, preto D musi leZaf v lavom podstrome. I'avy
podstrom vrcholu 0 je zatial len vrchol N a D < N, takZe D bude l'avy syn vrcholu N.

o Atd. ..

Tento postup si teraz zapiSeme ako pseudokdd algoritmu. V popise pseudokédu budeme pouZzivat
rovnaku funkciu prvy (P), akd sme pouZili aj v pseudokéde Kruskalovho algoritmu (¢ast 10.2.2,
strana 201). Téato funkcia ndm z postupnosti P vriti jej prvy prvok a zdroveil tento prvok z P
odstrani. Dalej budeme pouZivaf funkcie lavy.syn(v), resp. pravy.syn(v), ktoré ndm vritia
lavého, resp. pravého syna vrcholu v. Ked’Ze sa jednd o bindrny strom, tak syn vrcholu mdze byt
bud lavy alebo pravy. Preto ak priddvame do stromu dalSiu hranu s koncovymi vrcholmi u a
v, budeme rozliSovat medzi lavou hranou L (v,u) a pravou hranou P (v,u). Okrem toho, v zdpise
stotoZznime vrcholy grafu a prvky, ktoré zodpovedaji vrcholom. TakZe ak u a v budd dva rdzne
vrcholy stromu B, tak bud plati u < v, alebo plati v < u, podla toho, v akom vzdjomnom vzfahu
su prvky usporiadanej mnozZiny A, priradené tymto vrcholom. Napokon je v pseudokdde pouzita
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funkcia STOP (while), ktord ukonéi cyklus while, v ktorom sa nachddza. Pseudokdd algoritmu
na konstrukciu prehladdvacieho bindrneho stromu sa potom da zapisaf nasledovnym sp&sobom.

Konstrukcia prehl'adavacieho binarneho stromu

VSTuP:  Postupnost P neopakujicich sa prvkov usporiadanej mnoZiny A.

VYSTUP: Prehladdvaci bindrny strom B pre postupnost P.

INICIALIZACIA

r:=prvy(P); (koreii prehladédvacieho stromu )
Vi={r}
E:={}

VYTVARANIE PREHLADAVACIEHO BINARNEHO STROMU B

while { postupnost P je neprdzdna } do
u:=rprvy(P);
vi=r;
while {1 =1} do
if {u < v} then
F:=1; (névestie urcujice smer priddvanej hrany)
if { existuje lavy syn vrcholu v } then

‘ v:=1lavy.syn(v);

else
‘ STOP (while);
end
else
F :=P; (névestie urcujice smer priddvane;j hrany)

if { existuje pravy syn vrcholu v} then

‘ v:=pravy.syn(v);

else
‘ STOP (while);
end
end
end
Vi=VUu{u};
E:=EU{F(vu)};
end

Teraz si ukdZeme dva priklady kostrukcie prehl'addvacich bindrnych stromov pomocou uvedeného
algoritmu.
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u Priklad 11.3

Ak pre mnozinu A = {K,M,A,Z,U,B,C,N,V,0,L} pomocou
uvedeného algoritmu zostrojime prehladdvaci bindrny strom, pri¢om
prvky mnoZiny A budeme braf v uvedenom poradi, tak dostaneme
graf, ktory vidime na obrazku vlavo.

= Priklad 11.4

Ak pre mnozinu A = {D, 0, V,K, G, N, P, Z, B, C} pomocou uvede-
ného algoritmu zostrojime prehladdvaci bindrny strom, priCom prvky
mnoZiny A budeme braf v uvedenom poradi, tak dostaneme graf, ktory
vidime na obrdzku vpravo.

Prehladdvacie bindrne stromy sd uZito¢né pri lokalizacii dét, ¢iZe pri overovani, ¢i sa nejakd
poloZzka nachddza v danom stibore dat, a ak d4no, na ktorom mieste. Zoberme si napriklad prehla-
davaci bindrny strom z prikladu 11.4. Chceli by sme vediet, ¢i sa v mnoZine A nachidza aj pismeno
N. Postup overovania by bol nasledovny.

Zacneme od korena stromu, ktory obsahuje pismeno D. Vieme, Ze N > D, takZe ak m4 vrchol D
pravého syna, prejdeme nail. Je to vrchol 0. Plati N < 0, takZe ak ma vrchol 0 l'avého syna, tak nafi
prejdeme. To je vrchol K. Plati N > K, takZe ak md vrchol K pravého syna, prejdeme nail. Dostali
sme sa na vrchol N a hl'adanie skonilo.

Ako by prebiehalo hladanie, ak by sme chceli zistif, ¢i sa v mnoZine A nachiddza pismeno
R? Znovu za¢neme koretiom, vrcholom D. Vieme, Ze R > D, takZe ak m4 vrchol D pravého syna,
prejdeme naii. Je to vrchol 0. Plati R > 0, takZe ak ma vrchol 0 pravého syna, tak nai prejdeme. To
je vrchol V. Plati R <V, takZe ak m4 vrchol V l'avého syna, prejdeme nai. Je nim vrchol P a plati
R > P, takZe ak by mal vrchol P pravého syna, presli by sme nan. AvSak vrchol P nem4 pravého
syna, takZe hladanie skoncilo a vieme, Ze pismeno R sa v mnoZine A nevyskytuje.

V praxi nds bude zaujimat, kolko krokov v bindrnom strome musime spravit, aby sme dostali
odpoved na otdzku, ¢i sa nejaky prvok v sibore dit nachddza, alebo nenachddza. Potrebny pocet
krokov bude maximélny vtedy, ak musime v bindrnom strome prejst aZ na koniec jeho najhlbsej
vetvy. V strome z prikladu 11.4 by to boli otdzky na pismena G, N, P a Z, ktoré sa v mnoZine A
nachdzaju, alebo otdzky na pismen4, ktoré sa v mnozine A nenachddzajui a pri ich hladani musime
prejst, cez uvedené 4 pismend (napriklad pismeno R).

V aplikéaciach bude maximadlny ¢as potrebny na lokalizaciu datovej polozky zavisief od vysky
prehladdvacieho bindrneho stromu. Pri kazdom kroku postipime o 1 uroveii dalej od koreiia
loZku. V praxi sa preto na tcely organizicie a lokalizacie dat pouZivaji vyvdzené prehladédvacie
binarne stromy, pretoze v ich pripade je Cas potrebny na lokalizdciu dat minimdlny. Algoritmus
konStrukcie prehladdvacieho bindrneho stromu, uvedeny vysSie, vo v§eobecnosti neddva optimélne
prehladdvacie stromy. Existuje ale viacero spdsobov ako vysku prehladdvacieho stromu minima-
lizovaf a urCite sa s nimi Studenti aplikovanej informatiky stretnd na odbornych informatickych
predmetoch. Pod'me sa vSak teraz venovat odhadu, kolko najviac krokov je potrebnych na lokali-
zaciu dat v prehladavacom bindrnom strome s n vrcholmi.
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Majme prehladdvaci bindrny strom B, ktorého vyska je . Ako uz bolo spomenuté, v kazdom
kroku prehladavania, t.j. pri kazdom porovnani hl'adanej datovej polozky s aktudlnym vrcholom
stromu, postipime o 1 trovenn dalej od koreria. TakZze maximélny pocet krokov, ktoré mdzeme
spravif v bindrnom strome je (h+ 1), ¢iZze vyska stromu plus 1. Korefi stromu je trovei 0, preto ak
mad korefiovy strom vysku A, tak ma (h+ 1) drovni.

Lubovolny prehladdvaci binarny strom B s n vrcholmi vieme doplnif na tplny binarny strom
B* tym, Ze priddme hrany a vrcholy ku jeho povodnym vrcholom tak, aby vsetky jeho povodné
vrcholy mali 2 synov. Takto vznikne tplny bindrny strom B*, ktorého vniitorné vrcholy sui prave
vsetky vrcholy pdvodného bindrneho stromu B. TakZe strom B* ma n vnitornych vrcholov. Podla
vety 4.4.1 vieme, Ze tGplny bindrny strom s n vautornymi vrcholmi mad (n+ 1) koncovych vrcholov.
TakZe strom B* bude mat (n+ 1) koncovych vrcholov a jeho vyska je (h+ 1). Podla vety 4.4.2
potom vieme, Ze plati nerovnost log,(n+ 1) < (h+ 1). Plati preto nasledujtica veta.

Veta 11.1.1 — O optimdlnej lokalizacii v prehfaddvacom bindrnom strome. Pre pocet
krokov k, potrebnych na lokalizdciu ddtovej polozky v prehladdvacom bindrnom strome s n
vrcholmi, plati

k>log,(n+1).

Dokaz: vyplyva z viet 4.4.1, 4.4.2 a vySSieuvedeného.

D4 sa ukdzaf, Ze v pripade minimalizovanej vySky prehladdvacieho bindrneho stromu, pri vyvaZze-
nych bindrnych stromoch, plati

k= [logy(n+1)] ,

kde [a] oznaCuje horni celd Casf redlneho ¢isla a. Ak napriklad potrebujeme zorganizovaf
n = 2000000 poloZiek, tak ich vieme uloZif do prehladdvacieho bindrneho stromu tak, aby sme
TubovolInd polozku vedeli lokalizovaf na maximélne

k = [log,2000000] = [20.93...] =21

krokov, t. j. sta¢i ndm na to prehladavaci bindrny strom s vyskou 20.

Izomorfizmus stromov

V podkapitole 5.2 (strana 98) bol definovany izomorfizmus grafov vo vSeobecnosti. Pripomerime,
Ze podra definicie 5.2.1, st dva grafy G = (V,E) a G’ = (V',E') izomorfné, ak existuje bijekcia
@ : V — V', ktord zachovédva susednosf vrcholov a ndsobnost hrédn.

Stromy st grafy, t.j. izomorfizmus stromov sa definuje rovnako ako izomorfizmus grafov.
V Castiach 5.2.2 (strana 105) a 5.2.3 (strana 106) bol definovany izomorfizmus korefovych a
bindrnych stromov. Tieto kategérie stromov maji niektoré vlastnosti naviac!, a preto aj v definicii
izomorfizmu tychto kategorii stromov potrebujeme dopliiujice podmienky.

V podkapitole o izomorfizme bolo spomenuté, Ze zistif, ¢i dané dva grafy su, alebo nie su,
izomorfné, je vo v§eobecnosti fazky problém. Su vSak kategdrie grafov, pre ktoré problém zistenia
ich izomorfizmu je l'ahky. Napriklad stromy su takouto kategériou grafov a v nasledujicich ¢astiach
budd opisané algoritmy overovania izomorfizmu dvoch binarnych stromov, dvoch korefiovych
stromov a dvoch stromov vieobecne. Casovi zloZitost overovania izomorfizmu dvoch stromov je
pre vSetky typy stromov linedrna, resp. takmer linearna.

Koretiové stromy maji oproti stromom naviac koreii a binirne stromy maji oproti korefiovym stromom naviac
orientdciu hran a to, Ze kazdy vrchol moze maf najviac 2 synov.
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Algoritmus overovania izomorfizmu bindrnych stromov

Algoritmus overovania izomorfizmu dvoch binarnych stromov bude spocivat v tom, Ze kazdému
bindrnemu stromu jednoznacne priradime koéd. O tomto kdde ukdZeme, Ze jednoznacne urcuje
prislu$ny bindrny strom a naviac, Ze dva izomorfné bindrne stromy budd mat rovnaky kéd.

Vrcholy bindarneho stromu budeme oznacovat pismenami vy,...,v;,... Kazdému vrcholu bu-
deme pridelovaf znacku, ktord pre vrchol v; budeme oznacovat Z(v;). Ked'Ze ide o bindrny strom,
v ktorom kazdy vrchol méze mat l'avého a pravého syna, budeme pre vrchol v; oznacovat jeho
lavého syna v;;, a jeho pravého syna v;p.

Pseudokdd algoritmu vytvarania kodu bindrneho stromu, mame na strane 219 hore. Vytvaranie
kédu sa zacina tym, Ze kazdému koncovému vrcholu ddme znac¢ku 01. Potom postupujeme od kon-
covych vrcholov ku koreiiu a kazdému vnitornému vrcholu v; budeme davat znacku zostavend
zo znaciek jeho synov nasledovne

> Ak vrchol v; mé lavého aj pravého syna, tak jeho znacka bude 0+ Z(vip) +Z(vip) + 1.
> Ak vrchol v; mé len lavého syna, tak jeho znacka bude 0+ Z(v;)+ 1.
> Ak vrchol v; mé len pravého syna, tak jeho znacka bude 0+X-+Z(v;p) + 1.

V uvedenych zapisoch znamena symbol + ,,zrefazenie” dvoch znaciek. TakZze ak napriklad vrchol
v; ma oboch synov a jeho synovia si koncové vrcholy so znackami 01 a 01, tak znacka vrcholu v;
bude Z(v;) = 001011 . Podrobnejsie si postup ukdZeme na nasledujicich prikladoch.

Ako vidime z uvedeného algoritmu, znacka kazdého vrcholu bude pozostavat zo znakov
{0,1,X}. Dalej si viimnime, Ze znacky vrcholov st zostavované tak, Ze je dodrzana parita znakov
0 a 1. To znamend, Ze v znacke kazdého vrcholu je vzdy rovnako vela nil ako jednic¢iek. Napokon
si este v§imnime, e di7ka zna&iek narasta smerom od koncovych vrcholov ku koreiiu stromu. Ked
vSetkym vrcholom bindrneho stromu opisanym spésobom pridelime znacky, tak znacku koreiia
zoberieme ako kéd bindrneho stromu. Teraz to ilustrujeme na sIibenych prikladoch. Najskor uké-
Zeme zostavovanie kédu daného bindrneho stromu, potom dokdZeme, Ze takto vygenerovany kéd
je jednoznacny, Ze izomorfné stromy maji rovnaky kéd a nakoniec ukdZeme ako z kédu bindrneho
stromu mdzeme nakreslif pdvodny bindrny strom.

n Priklad 11.5 0001001011100111

Na obrédzku vpravo mdme bindrny strom. Pri zostavovani jeho kddu

zacneme tym, Ze najskor vSetkym jeho koncovym vrcholom ddme 0010010111 0011

znacky 01. Potom vSetkym vnuitornym vrcholom ddvame znacky ® 001011 ®
podla ich deti. Znacky jednotlivych vrcholoch mdme na obrazkua @ ) ®
vysledny kéd bindrneho stromu z obrazku, je 0001001011100111. ()] . ° 01

01 01

V predoslom priklade mali vSetky vnitorné vrcholy daného stromu lavych synov, a preto
vysledny kéd pozostdva len z nil a jedniCiek. Symbol X v kéde potrebujeme preto, lebo pri
bindrnych stromoch rozliSujeme medzi lavym a pravym synom vrcholu. Symbol X v kéde oznacuje
chybajiceho Tavého syna vrcholu. Takze tym vlastne dany binarny strom fiktivne ,,doplnime*
na uplny bindrny strom. Tam, kde pri vnitornom vrchole chyba lavy syn, ,,doplnime‘ namiesto
neho X. Na dalSom priklade predvedieme vytvdranie kédu pre bindrny strom, v ktorom chybaji
Tlavi synovia niektorych vnitornych vrcholov.
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Vytvaranie identifikacného kédu binarneho stromu

VSTUP:  Bindrny strom B s korefiom vy.

Vystup:  Kdéd Z(vp), jednoznacne uréujici dany bindrny strom.

INICIALIZACIA

Kazdému koncovému vrcholu v; prirad’ znacku Z(v;) = 01;

VYTVARANIE JEDNOZNACNEHO KODU BINARNEHO STROMU B
for { pre kaZdy vniitorny vrchol v;, ktorého vsetci synovia uZ maji znacky } do
if { ak v; md lavého aj pravého syna} then

‘ Z(vi) =0+Z(vi) +Z(vip) + 1;
end
if { ak vi md len lavého syna} then
| Z(v) =0+ Z(vir) + 1;
end
if { ak v; md len pravého syna} then
| Z(v) =0+ X+ Z(vip) + 1;
end

end

= Priklad 11.6 00X00101110X001111
(]

Vysledny kod binarneho stromu, ktory vidime na obrdzku vpravo,  ()x0010111 “0X00111
je 00X00101110X001111. Znacky jeho vrcholov st uvedené na ob- ) )

rdzku. Pridelovanie znaciek sa zacina od koncovych vrcholov 001011 0011
stromu.

Postup vytvéarania kédu ukdZeme este na dvoch d’al$ich bindrnych stromoch. Pdjde o dva ver-
tikdlne symetrické bindrne stromy, ktoré by ako stromy, aj ako koreniové stromy, boli izomorfné.
Ako bindrne stromy vSak izomorfné nie su, a preto budd maf r6zne kédy.

n Priklad 11.7
00X00x011111 0X00X0011111
@

® Vysledny kéd bindrneho stromu na obraz-
@ 0X00X01111 ku vravo je 00X00X011111 a vysledny kéd (0X001111 @

bindrneho stromu na obrdazku vpravo je
X0llle
VOx0 0X00X0011111. Ako vidime, tieto kédy st «VX00111
® 0X011 rozne, ¢o znamend, Ze dané bindrne stromy 0011 e
) nie su izomorfné. o
01 01 .

Z algoritmu vytvérania identifika¢ného kédu bindrneho stromu, ako aj z uvedenych prikladov
je zrejmé, Ze dva izomorfné binarne stromy musia mat rovnaké kédy. Vsetky vlastnosti, ktoré
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vyuZzivame pri zostavovani kédov vrcholov (koncové vrcholy a ich pocet, lavy a pravy syn vrcholu,
pocet Uurovni podstromu. .. ) sd invarianty binarnych stromov. Takze, ak dva binarne stromy sd
izomorfné, tak musia mat rovnaké kddy.

Opacnym smerom dokaZzeme spravnost algoritmu tak, Ze ukdZeme, ako sa z daného kédu da
jednoznacne zostrojif pévodny binarny strom. To znamena, Ze z jedného kédu nemdzZeme dostat
dva ro6zne (neizomorfné) bindrne stromy. Dokaz nebudeme robif cely, iba nacrtneme jeho mys-
lienku. Najkrat$i kéd, aky moéZeme dostat, je 01. Takyto kéd zodpoveda jednému izolovanému
vrcholu. Pri rekonstrukcii bindrneho stromu z kédu budeme postupovat od koreria nadol, po drov-
niach stromu. Zoberme si kéd l'ubovolného vrcholu, ozna¢me si tento vrchol v;. Tento kéd ma vZdy
tvar OK1, kde K je ,,zrefazenie* kdédov 'avého a pravého syna vrcholu v;. Pre kéd K, ¢iZe kéd vrcholu
v; bez lavej krajnej nuly a pravej krajnej jednotky, budeme rozliSovat 2 moZnosti. Kéd X sa bud
zac¢ina znakom X, alebo sa nim nezacina.

> Pokial sa K zacina znakom X, tak to znamend, Ze vrchol v; neméd lavého syna a K je kdd jeho
pravého syna.

> Ak sa K nezacina znakom X, tak vyuzZijeme skutocnost, Ze kéd kazdého vrcholu musi mat
rovnako vela znakov 0 ako znakov 1. TakZe zo zaciatku K vezmeme najkratSiu ¢ast, v ktorej
je rovnaky pocet nil ako jedniciek. Tato ¢ast bude kéd avého syna vrcholu v; a zvySok K,
bude kéd pravého syna vrcholu v;. Ak by ndm z X, po zobrati najkratsej ¢asti s rovnakym
poctom 0 ako 1 z jeho zaciatku, uz ni¢ nezvysilo, tak to znamen4, Ze vrchol v; nema pravého
syna.

Uvedeny postup rekonstrukcie stromu je deterministicky a jednoznac¢ny, ¢o znamend, Ze z jedného
kédu moZeme spitne dostaf len jeden binarny strom. Tento postup je vhodny na ukdzanie toho,
Ze stromy s rovnakym kédom st izomorfné. Ale na redlne nakreslenie pdvodného stromu je tento
postup prili§ fazkopadny. Na to si ukdZeme iny postup. Ak chceme z daného kédu spétne zostrojit
pdvodny bindrny strom, tak budeme postupovat nasledovne

1. Z kédu odstranime lavid krajnd nulu a pravi krajnu jednotku. Ak si napriklad zoberieme kéd
bindrneho stromu z prikladu 11.5, tak dostaneme 0001001011100111 — 00100101110011.

2. VSetky nuly v kéde nahradime Sipkou dole a vSetky jednotky nahradime $ipkou hore. Pre
lepsiu prehladnost si nuly a jednotky ocislujeme podla poradia a ak st v kéde znaky X, tak
tie ignorujeme, t.j. nepridelujeme im Ziadne ¢isla. K6d bindrneho stromu z prikladu 11.5

bude mat podobu
1. 2.0 3. |4 |5 |6.|7.]8 |9 ]10.|11.|12. ] 13. | 14.
o(oj1jo0jo0o|;1,0(1|1]1 0 0 1 1
S 2 2 O 2 2 O

3. Zostrojime vrchol, ktory bude korefiom stromu a, vychddzajic z neho, zacneme kreslit $ipky.
V bindrnom strome mo6Ze mat kazdy vrchol najviac dvoch synov a rozliSujeme ich na Favého
a pravého syna. TakZe ak sme v nejakom vrchole a nasleduje

> znak X, tak favého syna tohto vrcholu zablokujeme.

> $ipka dole a tento vrchol eSte nemd lavého syna a ani tento nie je blokovany znakom
X, tak nakreslime Sipku Sikmo dolava, dole a na konci $ipky zostrojime novy vrchol.

> $ipka dole a tento vrchol uzZ mé l'avého syna, alebo je tento blokovany znakom X, tak
nakreslime Sipku Sikmo doprava, dole a na konci Sipky zostrojime novy vrchol.

> $ipka hore, tak nakreslime $ipku iddcu Sikmo hore, po protismerne ididcej Sipke (orien-
tovanej smerom dole).
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> Ak sme uZ nakreslili vSetky Sipky, tak staci len spojif hranami zostrojené vrcholy.
Kazd4 dvojica protismerne idicich Sipok zodpoveda hrane.

Uvedeny postup si ilustrujeme najskor na priklade 11.5, ktorého kéd, aj s prepisanim na Sipky, uz
mame uvedeny vyssie.

= Priklad 11.8

Zadany je kéd bindrneho stromu 0001001011100111. Ta-
bulku s upravenym kédom, aj s jeho transkripciou pomocou
$ipok, mdme uvedenu pred tymto prikladom na predoslej
strane. Postup rekonstrukcie povodného bindrneho stromu,
ako aj zrekonStruovany bindrny strom, vidime na obrdzku
vlavo.

V dalSom texte si eSte ukdazeme rekonstrukciu bindrnych stromov z prikladov 11.6 a 11.7.
= Priklad 11.9

Zadany je kéd bindrneho stromu 00X00101110X001111. Upra-
veny kdd, s vynechanou lavou krajnou O a pravou krajnou 1
a jeho transkripciu pomocou §ipok, mdme zobrazeny v niZSie
uvedenej tabulke. Postup rekonstrukcie binarneho stromu vi-
dime na obrazku vlavo. VSimnime si, Ze po 1. a po 9. Sipke
sme zablokovali l'avého syna prislusného vrcholu znakom X,
takZe nasledujica Sipka dole musi st smerom doprava.

1| — |2 |3 |4 |5]6. |7 |8 ]9 |—|10 |11 |12 |13 |14
o|x|ojo|1|Oo|1 |1 1|O|X|O]O]|1/|1]1
S T 1 S O

= Priklad 11.10

Zadany kdd bindrneho stromu je 00X00X011111. Vynechanim l'avej krajnej O a pra-
vej krajnej 1 a ndslednou transkripciou na Sipky dostaneme

00X00X011111 — 0X00x01111
.| — 2. |3. | — |4 |5 |6.]7 |8.
o(X|O0]O|X |01 |1 |1]1
RN ERRE

Postup rekostrukcie binarneho stromu a vysledny strom, vidime na l'avom obrazku.
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Zadany kéd binarneho stromu je 0X00X0011111. Vynechanim l'avej krajnej O a pra- X

vej krajnej 1 a ndslednou transkripciou na $ipky dostaneme 1 8
0X00x0011111 — X00X001111 2 7
— 1|2 | —]3]4|5]6]|7]s X3 6
X[(0|O|X|O|O|1 | 1|11 4
LR I - 2 I I I I i)
Postup rekostrukcie bindrneho stromu a vysledny strom, vidime na obrazku vpravo. "

Algoritmus overovania izomorfizmu korenovych stromov

V predoslej ¢asti sme ukézali, ako sa overuje izomorfizmus bindrnych stromov. Teraz ukdZeme, ako
sa d4 uvedeny postup modifikovaf, aby sme pomocou neho mohli overif izomorfizmus korefiovych
stromov. Koreriové stromy sa od bindrnych liSia tym, Ze kaZzdy ich vnitorny vrchol moZe mat
aj viac nez 2 synov a na lavo-pravom poradi jeho synov nezdlezi. TakZe Styri korefiové stromy
na obrazku 11.4 si vSetky navzdjom izomorfné. Pri overovani izomorfizmu dvoch koreriovych
stromov pomocou ich identifikatného kédu musime preto synov a prislu§né podstromy kazdého
vrcholu usporiadat. Na druhej strane nebudeme pri zdpise kédu koretiového stromu potrebovat
znak X, pretoZe v koreflovom strome nerozliSujeme, ¢i syn nejakého vrcholu je Tavy, alebo pravy.
Algoritmus konstrukcie identifika¢ného kédu korenového stromu je uvedeny niZSie.

AP ONIAQ

Obr. 11.4: Styri izomorfné koretiové stromy

Vytvaranie identifikacného kédu korernového stromu

VsTupP:  Korenovy strom R s korefiom vy.

Vystup:  Koéd Z(vp), jednoznacne uréujici dany koreilovy strom.

INICIALIZACIA

Kazdému koncovému vrcholu v; prirad’ znacku Z(v;) = 01;

VYTVARANIE JEDNOZNACNEHO KODU KORENOVEHO STROMU R
for { pre kaZdy vniitorny vrchol vi} do
if {vrchol v; md k synov} then

‘ Usporiadaj synov vrcholu v; zlava-doprava tak, aby platilo Z(v;1) <... <Z(vi);
end

Zvi):=0+Z(vit)+...Z(vix) + 15
end

Ako vidime zo zdpisu algoritmu, najskor pridelime v§etkym koncovym vrcholom znacky 01, rov-
nako ako pri bindrnych stromoch. Potom postupujeme od koncovych vrcholov ku korefiu. Predtym,
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neZ pridelime znacku nejakému vrcholu, musia mat uz vSetci jeho synovia pridelené znacky a
vSetkych jeho synov musime linearne usporiadat zlava-doprava podla ich znaciek. Je potrebné si
preto uvedomit, Ze symbol < v zdpise algoritmu znamena nejaké linedrne usporiadanie® znaciek
vrcholov. MdZeme napriklad zvolif také linedrne usporiadanie, pri ktorom znacky usporiadame
podla poctu ich cifier a ak budd maf dve znacky rovnaky pocet cifier, tak ich usporiadame podla
velkosti, ako ¢isla. Napriklad 01 < 11 < 0011 < 001011 < ... Tymto usporiadanim synov vrcholu
je zabezpecené to, Ze dva izomorfné koreriové stromy budd maf rovnaky kéd. NemdZe totiZ nastat
pripad aky vidime na obrdzku 11.4, kde synov a prislusné podstromy nejakého vrcholu Tubovolne
preusporiadavame. Postup si ilustrujeme na priklade prvého koretiového stromu z obrdzku 11.4.

n Priklad 11.11 Ideme ndjst kéd Tavého krajného koretiového stromu z obrézku 11.4. Postup je
zndzorneny na obrdazku 11.5 a bude nasledovny.

1. V prvom kroku ddme koncovym vrcholom znacky 01.

2. V druhom kroku ideme na predposlednu Groveii stromu a pridelime zna¢ky dvom vnitornym
vrcholom.

3. V trefom kroku sme sa dostali ku koreiiu, ktory ma 3 synov so znackami 0011, 001011 a
01. Pri vySSieuvedenom linedrnom usporiadani, je ich poradie 01 < 0011 < 001011, takZe
zodpovedajicim spdsobom preusporiadame synov koretia a prislusné podstromy. Koreiiu
ndsledne pridelime znacku 00100110010111, ktord je zarovei identifikaénym kédom kore-
fového stromu.

01 <0011 < 001011  00100110010111

® @ ®
AN
o ® ® o/ ® ® ®
01 0011 001011 01 01 0011 0016011
@ @ @ @ @ ® e @ ®
01 01 01 01 01 01 01 01 01

Obr. 11.5: KonStrukcia kédu korenového stromu
[ ]

Z uvedeného postupu je zrejmé, Ze izomorfné korefiové stromy musia mat rovnaké identifi-
kacné koédy. Ak by sme chceli z identifikacného kédu spétne nakreslit korefiovy strom, tak postup
bude v podstate rovnaky ako pri rekonstrukcii bindrneho stromu z jeho kédu. Rozdiel bude len
v dvoch bodoch. Po prvé, kédy koreniovych stromov neobsahuji Ziaden znak X, a preto vSetky Casti
rekonS$truk¢éného algoritmu, ktoré sa tykaji znaku X, mo6Zeme vynechat. A po druhé, v korefiovych
stromoch sa synovia nerozliSujui na l'avého a pravého a vrchol méze mat aj viac neZ 2 synov. Preto,
ak z nejakého vrcholu mame nakreslif Sipku dole, tak tito Sipku nakreslime vpravo od posledne;j
Sipky, ktord uz vedie z tohto vrcholu dole. ZvySok algoritmu zostdva nezmeneny.

Algoritmus overovania izomorfizmu stromov

Korenové stromy sa od stromov liSia len tym, Ze majd jeden pevne vybrany vrchol, ktory sa nazyva
koreii. TakZe ak chceme stromom pridelovat kédy, na zdklade ktorych vieme povedat, ¢i dané dva
stromy su izomorfné, musime si vhodnym spésobom n4jst koreii tychto stromov.

V definicii 3.3.5 (strana 56) bol definovany pojem centrum grafu. Pripominame, Ze centrum
grafu je mnoZina tych vrcholov daného grafu, ktoré maji minimédlnu excentricitu. Vol'ne mdZeme

2Pozri definiciu 7.1.3 na strane 138.
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povedat, Ze centrum je tvorené vrcholmi, ktorych vzdialenost od vSetkych ostatnych vrcholov
grafu je najmensia mozna. St typy grafov, napriklad cykly, v ktorych je centrum tvorené celou ich
vrcholovou mnoZinou. Na druhej strane spektra sd stromy, ktorych centrum zahfila len minimalnu
Cast ich vrcholovej mnoZiny. Plati nasledujica veta.

Veta 11.2.1 — O centre stromu. Centrum stromu pozostdva bud’ z jedného vrcholu, alebo
z dvoch susednych vrcholov.

D&kaz: pre stromy s 1 alebo s 2 vrcholmi, tvrdenie trividlne plati. Vezmime si teraz strom 7T,
ktory ma viac nez 2 vrcholy. VeImi l'ahko sa nahliadne, Ze listy st tie vrcholy stromu, ku ktorym
ma kazdy vrchol stromu najvicSiu vzdialenost (pozri cvicenie 11.7). Z toho potom vyplyva,
Ze ak stromu T odstrdnime vSetky jeho pdvodné (len pdvodné, pretoZe odstrdnenim listu, moZze
vzniknif novy list) listy, tak excentricita kazdého zostavajiceho vrcholu sa zniZi prave o 1. Okrem
toho je zrejmé, Ze pokial m4 strom viac neZ 2 vrcholy, tak list nemdZe byt centrdlny vrchol. Preto
ak strom 7"’ dostaneme zo stromu 7 odstrdnenim vietkych povodnych listov stromu 7, tak plati
C(T) = C(T’). Inak povedané, centrum stromu sa po aplikdcii operacie odstranenia vSetkych
jeho pdvodnych listov zachovdva. Strom ma konecny pocet vrcholov, takze krok s odstrafiovanim
vSetkych jeho listov budeme opakovat dovtedy, kym vysledny graf bude mat viac neZ 2 vrcholy.
Po kone¢nom pocte krokov musime skoncit, pretoZe ndm bud zostane len jeden vrchol, alebo
nam zostand dva vrcholy spojené hranou. V oboch pripadoch ide o centrum pdvodného stromu
T. QED.

Veta 11.2.1 je sice velmi jednoduchd, avSak pre algoritmus zistovania izomorfizmu stromov
je kIicova. Vlastnost ,,byf centrom grafu® je totiz invariant (pozri cvienie 11.8). Dokaze sa to
velmi jednoducho pomocou toho, Ze aj vlastnost ,,vzdialenost Tubovolnych dvoch vrcholov grafu*
je invariant. Vd'aka vete 11.2.1 vieme kazdému stromu priradif jednoznacny identifikaény kéd
tak, Ze dva stromy budud izomorfné prive vtedy, ked ich identifika¢né kédy budid rovnaké. Postup
konstrukcie identifikacného kédu pre dany strom je nasledovny.

1. Pre dany strom 7' ndjdeme jeho centrum C(T').

2. Ak je centrum tvorené len jednym vrcholom, tak tento vrchol zoberieme ako koren a kéd
prislusného koretiového stromu bude kéd stromu 7'.

3. Ak je centrum tvorené dvoma susednymi vrcholmi {cj,c2}, tak zo stromu 7' odstranime
hranu (cy,c;). Vynechanim hrany (cj,c;) sa strom 7 rozpadne na dva komponenty 7; a T,
pri¢om ¢ patri do T} a ¢, patri do T». Ndjdeme kédy koretiovych stromov (77,c¢1) a (T3, ¢2).
Oznacme kddy tychto dvoch koretiovych stromov, v uvedenom poradi, ako K; a K,. Potom

+ ak K| < K, kde symbol < oznaduje lexikografické® usporiadanie, tak za korefi stromu
T zvolime vrchol ¢; a kéd stromu 7' bude kéd koreiiového stromu (7', ¢y ).

* ak K; < K, kde symbol < oznacuje lexikografické usporiadanie, tak za koren stromu
T zvolime vrchol ¢; a kéd stromu 7 bude kdd koretiového stromu (7', ¢7).

11.3 Hra NIM

Hra NIM* tdajne vznikla v Cine a v Eurépe pochadzajii prvé zmienky o nej zo 16. storo&ia. Tato
hra bola v rdznych regiénoch sveta a v rdéznych dobédch zndma pod rozliénymi menami. Nizov
NIM pochidza od amerického matematika Boutona z Harvardskej univerzity, ktory v roku 1901
vypracoval kompletni tedriu tejto hry. Hra NIM bola jedna z prvych pocitacovych hier. UZ v roku

3Lexikografické usporiadanie je linedrne usporiadanie.
‘https://en.wikipedia.org/wiki/Nim
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1940 postavili v New Yorku stroj Nimatron, na ktorom sa dala hraf hra NIM. V minulosti, v ¢asoch
pred prichodom PC, mobilov a smartfénov, bola hra NIM vel'mi popularna aj medzi mladezou. My
sa budeme zaoberat hrou NIM preto, lebo tidto hra ma vifaznd stratégiu a naviac sa tito vitazna
stratégia da opisaf pomocou grafov.

Pravidia hry NIM

Existuje mnozstvo variantov hry NIM. V zédsade vsak ide vzdy o to, Ze sa pridavaju, alebo odoberaji
nejaké objekty a ten hra¢, ktory dosiahne ur¢ené mnoZzstvo, alebo zoberie posledny objekt, prehrava,
alebo vyhrava — v zdvislosti od verzie hry. Hra NIM mozZe vyzerat napriklad takto

Hru NIM hrajii dvaja hrdci. Na zaciatku hry je na stole kopka 100 zdpaliek a hrdci
z nej striedavo odoberaji 1 az 10 zdpaliek. To znamend, Ze kaZdy hrdc¢ musi v kaZdom
fahu odobrat 7 kopky najmenej 1 zdpalku a najviac 10 zdpaliek. Hrdc, ktory zoberie
poslednii zdpalku, prehrdva.

Pozrieme sa teraz na vifaznu stratégiu hry NIM.

Hra NIM a grafy

Najskor si ukdZzeme, ako moéZeme hru NIM reprezentovat pomocou orientovanych grafov. Poctu
zapaliek v kopke priradime ¢isla 1 az 100 a kaZdému ¢islu bude zodpovedaf vrchol grafu. Dva
vrcholy grafu, ozna¢me si ich napriklad u, v, budii spojené orientovanou hranou prave vtedy, ak sa
v jednom fahu vieme dostat z poctu # na pocet v. V takom pripade pdjde orientovand hrana ($ipka)
z vrcholu u do vrcholu v. Napriklad z vrcholu 100 pdjdu Sipky do vrcholov 90, 91, 92, 93, 94, 95,
96, 97, 98 a 99. Predtym neZ budeme pokracovaf v popise vitaznej stratégie hry, zadefinujeme tri
nové pojmy a dokdzeme jednoduchu vetu (to vSetko pre neorientované grafy).

Definicia 11.3.1 — Stabilnd mnozina vrcholov. Nech G = (V,E) je graf. Potom S CV sa
nazyva stabilnd mnozina vrcholov grafu G, ak kazdy vrchol z V' \ S je susedny s aspoii jednym
vrcholom z S.

= Priklad 11.12 e
Napriklad v grafe na obrdzku vpravo mnozina S; = {a} je stabilnd a mnoZina f d
S2 = {f,c} nie je stabilna.
a
b c

a b

V grafe na obrazku vlavo mnoZina S| = {a,d} je stabilnd, mnoZina S, = {a,b}

takisto je stabilnd a mnoZina S3 = {a} nie je stabilna.
C d L]

Definicia 11.3.2 — Nezdvisld mnozina vrcholov. Nech G = (V,E) je graf. Potom N CV sa
nazyva nezavisla mnozina vrcholov grafu G, ak Ziadne dva vrcholy z mnoZiny N nie st susedné.

Pomocou predchadzajicich dvoch pojmov méZeme definovat pojem jadro grafu.

Definicia 11.3.3 — Jadro grafu. Nech G = (V, E) je graf. Potom J C V sa nazyva jadro grafu
G, ak je mnoZina J stabilnd a zaroven nezdvisla.
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= Priklad 11.13 V pripade prvého grafu (hviezda) z prikladu 11.12 mnozina S; = {a} je jadrom
tohto grafu.

V pripade druhého grafu (cyklus) z prikladu 11.12 mnozina S; = {a,d} je jadrom daného grafu
ale mnozina S, = {a, b} nie je jadrom daného grafu, pretoZe nie je nezdvisla. "

O jadre grafu plati nasledujiica veta.

Veta 11.3.1 — O existencii jadra. Kazdy konecny suvisly graf bez sluc¢iek ma jadro.

Do&kaz: spravime popisom algoritmu konStrukcie jadra grafu. Budeme pouZivaf nasledovné
oznacenie. Ak G = (V,E) je dany graf a M C V, tak zdpisom o(M) budeme oznacovaf mnoZinu
vietkych vrcholov grafu G, ktoré susedia s niektorym vrcholom z mnoZiny M, t.j. o(M) C V.
Algoritmus konstrukcie jadra daného grafu G = (V,E) je nasledovny:

1. Zoberme si l'ubovolny v; € V a polozme J = {v; }.

2. Ak o(J) =V \J, tak J je jadro grafu G a algoritmus skon¢f.

3. Zvol'me si Tubovolny v; € V' \ o(J), polozme J := JU{v;} a ideme na krok 2.

KedZe dany graf je kone¢ny, po kone¢nom pocte krokov dostaneme jadro grafu G.

V pripade orientovanych grafov musime upravit definiciu stabilnej mnoZiny. Ak z vrcholu u
ide orientovand hrana (Sipka) do vrcholu v, tak budeme hovorit, Ze vrchol v je dosiahnutelny z u.
Stabilnd mnozina vrcholov v orientovanom grafe bude takd mnozina S C V, pre ktort z kazdého
vrcholu z mnoZiny V \ S je dosiahnutelny aspoii jeden vrchol z S. Definicie nezdvislej mnoZiny a
jadra potom aj pre orientované grafy zostdvaju rovnaké ako pre neorientované grafy. Vyrok ,, Ziadne
dva vrcholy z mnoZiny N nie su susedné znamend, Ze Ziadny vrchol z N nie je dosiahnutelny
zo Ziadneho vrcholu z N.

Vitazna stratégia hry NIM

Skidmajme hru NIM, s pravidlami uvedenymi v Casti 11.3.1. Je zrejmé, Ze prehrdva ten hrac, ktory
je na fahu v momente, ked na stole zostala uz len 1 zdpalka. Ako mdZe jeho stiper dosiahnut
tento stav? Vyhravajici hrd¢ musi maf v momente pred svojim poslednym fahom na stole 2 az
11 z4paliek. To su vSetky pocty zdpaliek, z ktorych sa odobratim 1 az 10 zdpaliek vie dostat
na konec¢ny pocet 1. Pri grafovej reprezentacii hry NIM opisanej v ¢asti 11.3.2 to znamena, Ze
vrchol 1 je dosiahnutelny z vrcholov 2 az 11. Ak by sme v tejto tvahe postupovali dalej, tak
dostaneme vrcholy orientovaného grafu, po ktorych sa hrd¢ musi pohybovat, ak chce hru vyhrat.

Hra NIM, s pravidlami uvedenymi v Casti 11.3.1, ma preto vyhravajicu stratégiu pre 2. hraca.
Tomuto hricovi staci, ak bude v kazdom fahu odoberat z kopky tolko zdpaliek, aby skoncil
vo vrcholoch grafu, ktoré st v nasledujicom zozname zobrazené Ciernou farbou.

100, 99, .. ., 90, 89, 88, ..., 79,78, 77, . ........, 24,23,22, ..., 13,12, 11, ..., 2,1

Mnozina vrcholov J = {1,12,23,34,45,56,67,78,89,100} tvori jadro orientovaného grafu hry
NIM. Tieto vrcholy su nezdvislé a z kaZdého vrcholu hry NIM nepatriaceho do J, vieme dosiahnut
niektory vrchol mnoZiny J. Preto ak 2. hra¢ skonci svoj fah v niektorom vrchole mnoZiny J, tak
1. hra¢ sa nemdze dostat do iného vrcholu mnoZiny J, ale po jeho tahu sa 2. hra¢ vzdy vie dostat
do nasledujiceho vrcholu mnoziny J. Pre hru s pravidlami uvedenymi v Casti 11.3.1 spociva vitazna
stratégia pre 2. hrdca v pohybovani sa po vrcholoch takého jadra grafu hry, ktoré obsahuje vrchol
1. A to je prdve mnoZina J uvedena vyssie.

Vsetky varianty hry NIM sa dajui reprezentovat pomocou orientovanych grafov a ich vitazna
stratégia vZdy stvisi s jadrom grafu hry. Hra NIM pritom nie je jedind hra s grafovou reprezenticiou.
My sme tito hru pouZili len ako jednoduchi ukazku takejto kategérie hier na ilustraciu mozZnosti
aplikécif teérie grafov.
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11.4 Cyvicenia

Cvicenie 11.1 Zostrojte binarny prehladdvaci strom pre mnoZinu € pri uvedenom poradi jej
prvkov

(@ Q={G, VM, Z,L, A,LLK,F, N, R} c© Q={M,G,S,R,V,C,[,B,O, T}

(b)) Q={K,V,C,T,S,M, [, B,N, G, A} d Q={H, Y, TALSRKOEX}

Cvicenie 11.2 Je nasledovné tvrdenie pravdivé? Svoju odpoved riadne zddvodnite.

Nech B je bindrny strom. Ak pre kazdy jeho vrchol v je ddtovd polozka vioZend do v
vdcSia, neZ ddtovd poloZka vloZend v lavom synovi vrcholu v a zdroveri mensia, neZ
ddtovd polozka vloZend v pravom synovi vrcholu v, tak B je prehladdvact bindrny
strom. .

Cvicenie 11.3 Pre vSetky bindrne stromy z cvicenia 5.20 (strana 118) zostavte ich kédy a
pomocou nich overte, ¢i su tieto bindrne stromy izomorfné. =

Cvicenie 11.4 Pre vsetky koreniové stromy z cvicenia 5.19 (strana 118) zostavte ich kédy a
pomocou nich overte, ¢i su tieto koretiové stromy izomorfné. m

Cvicenie 11.5 Pre vSetky stromy z cvicenia 5.18 (strana 117) zostavte ich kédy a pomocou
nich overte, ¢i st tieto stromy izomorfné. n

rovnaky kéd skonstruovany postupom opisanym v Casti 11.2.3. u
Cvicenie 11.7 Dokazte, Ze ak G je strom, tak jeho vrchol s maximélnou excentricitou je list. =

Cvicenie 11.8 Dokézte, Ze vlastnost ,,byf centrom grafu® je invariant. Inak povedané, ak mame
dva izomorfné grafy G a G/, tak C(G) sa izomorfizmom mus{ zobrazit na C(G). ]

Cvicenie 11.9 V Pythone alebo v C napiSte program, ktory pre dané dva bindrne stromy néjde
ich identifika¢né kédy a pomocou nich overi, ¢i si izomorfné. -

Cvicenie 11.10 V Pythone alebo v C napiSte program, ktory pre dané dva koretiové stromy
ndjde ich identifikacné kédy a pomocou nich overi, ¢i st izomorfné. u

Cvicenie 11.11 V Pythone alebo v C napiSte program, ktory pre dané dva stromy ndjde ich
identifika¢né kédy a pomocou nich overi, ¢i si izomorfné. =

Cvicenie 11.12 Pre ktorého hraca by existovala a ako by vyzerala vifazna stratégia hry NIM

I Cvicenie 11.6 Dokazte, ze dva stromy (bez privlastkov) st izomorfné prave vtedy, ak maji
I (podla pravidiel z Casti 11.3.1), ak by na zaciatku hry bolo na stole 150 zépaliek? n
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Cvicenie 11.13 N4jdite nejaké stabilné a nejaké nezavislé mnoZiny vrcholov nasledujicich
grafov tak, aby tieto mnoZiny boli/neboli jadra danych grafov

%

A K

AN

I Cvicenie 11.14 Dokazte, Ze kazdy kone¢ny graf bez sluciek mé jadro. u

Prvy hrdc povie ¢islo od 1 do 10 a potom k tomuto Cislu hrdci striedavo v kaZdom
tahu pripocitavaju c¢islo od 1 do 10. Hru vyhrdva hrdc, ktory ako prvy dosiahne
Cislo 100.

Ma této hra vifaznu stratégiu? Ak 4no, pre ktorého hraca a ako vyzer4 tito stratégia? =

Cvicenie 11.16 ZovSeobecnite vitazni stratégiu hry z cvicenia 11.15, ak hraci v kaZzdom tahu

s N

pripocitavaju ¢islo od 1 po n, kde n € N a vyhréva ten hrac, ktory ako prvy dosiahne hodnotu

| Cvicenie 11.15 Dvaja hraci hraji nasledovni hru
‘ x, kde x € N. n

Cvicenie 11.17 Dokézte, Ze kazda nezdvisld mnoZina vrcholov daného grafu G je obsiahnutd
v nejakom jeho jadre. =

hrat hru NIM s pravidlami uvedenymi v Casti 11.3.1. Pritom
> pociatocny pocet zdpaliek v kopke bude X, kde X > 1 je prirodzené ¢islo,

> hraci budd v kazdom fahu hry odoberat z kopky 1 az N zdpaliek, kde N > 1 je prirodzené
Cislo,

> ludsky hrac si pred zaciatkom hry moze zvolit, ¢i chce hraf ako 1., alebo ako 2. hrac,

> program bude hraf ,,inteligentne*, ¢iZe bude sa snaZzif hru vyhrat.

Cvicenie 11.19 V Pythone alebo v C napiSte program, ktory bude proti ludskému siperovi

‘ Cvicenie 11.18 V Pythone alebo v C napisSte program, ktory bude proti ludskému siperovi
hraf hru opisand v cviceni 11.15 a zovSeobecnend v cviceni 11.16. Pritom
> hraci budd v kazdom fahu hry pripocitavat ¢islo 1 az n, kde n € N,
> vyhrdva ten hraé, ktory ako prvy dosiahne ¢islo x, kde x € N,
> Tudsky hrac si pred zaciatkom hry moZze zvolit, ¢i chce hraf ako 1., alebo ako 2. hrac,

> program bude hraf ,,inteligentne*, ¢iZe bude sa snazif hru vyhrat.
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Priiferov kéd : 256825

12.1

(12. Dijkstrov algoritmus, Priiferov kéd

V tejto kapitole sa budeme zaoberaf dvoma rdznymi problémami. Prvym je hladanie najlacnejsSej
cesty Dijkstrovym algoritmom a druhym je Priiferov kéd (Cast 12.3).

Hladanie najlacnejsej cesty Dijkstrovym algoritmom

V kapitole 10 boli definované ohodnotené grafy a popisané dva algoritmy hladania miniméalnej
kostry ohodnoteného grafu. Problém hladania minimélnej kostry daného grafu sa v aplikdciach
vyskytuje pomerne Casto, ale ani zdaleka to nie je jediny problém stvisiaci s ohodnotenymi grafmi.
Inym castym problémom je napriklad hladanie najlacnejSej cesty medzi dvoma danymi vrcholmi,
alebo najlacnejsej cesty z daného vrcholu do vSetkych ostatnych vrcholov.

UZ v priklade 10.1 sme hladali ,,najkrat$iu*, alebo lepSie povedané najlacnejsiu, cestu medzi
dvoma vrcholmi. Teraz formdlne definujeme pojmy hodnota sledu a najlacnejsia cesta.

Definicia 12.1.1 — Hodnota sledu. Hodnotou sledu v ohodnotenom grafe, nazyvame stcet
ohodnoteni vSetkych hran daného sledu.

p ) Spomefime si, Ze podla definicie 3.3.3 je kaZdd cesta zédroveri fah a kazdy fah je zédrovefi sled,
takZe predosla definicia sa rovnako tyka aj fahov a ciest. V prevaznej viacSine praktickych
aplikdcii nas budud zaujimaf prave cesty.

= Priklad 12.1 a 3 b 4 c

Hodnota sledu s = (a,b,c, f,d,e) v grafe, ktory vidime na obrazku 1 a 5)

vpravo, je 3+4+5+4+2=18.
e S

1 3
g

Ked budeme hladat sled s najmenSou hodnotou medzi dvoma danymi vrcholmi grafu G, tak
vzdy pdjde o taky ohodnoteny graf, ktorého vsetky ohodnotenia st kladné Cisla. Pri zapornych
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ohodnoteniach hrdn mdze byt cena najlacnejSieho sledu zdola neohranicend, a preto zdporné
ohodnotenia hran nebudeme pripustat. Takze vo vSetkych tdlohach, v ktorych pdjde o hladanie
sledu s najmenSou hodnotou, budeme uvazovat len grafy s kladnymi ohodnoteniami.

Okrem toho, ak hladdme sled s najmensou hodnotou, tak vzdy pdjde o cestu. Kazda cesta je
zaroven sled, v ktorom sa neopakuji hrany ani vrcholy. Trividlne sa d4 dokdzaf tvrdenie, Ze ak ma
sled medzi vrcholmi u a v v ohodnotenom grafe grafe G najmensiu moznd hodnotu, tak potom sa
v flom Ziadne hrany ani vrcholy neopakujd. Pozri cvicenie 12.1.

Definicia 12.1.2 — Najlacnejsia cesta. Cesta z vrcholu u do vrcholu v, ktord ma najmensiu
hodnotu, sa nazyva najlacnejsia cesta z u do v.

p) V tlohdch, v ktorych ohodnotenia hran grafov budd zodpovedat vzdialenostiam alebo diz-
kam, napriklad grafy dopravnej siete, budeme niekedy hovorif o najkratsej ceste, pripadne
najmensej vzdialenosti medzi vrcholmi, tak ako sme to robili v priklade 10.1. Inak budeme
vzdy hovorif o najlacnejSej ceste a ceste s najmensou hodnotou medzi dvoma vrcholmi.

m Priklad 12.2 V grafe z prikladu 12.1 m4 cesta s najmensou hodnotou (najkratSia cesta) z vrcholu
a do vrcholu ¢ hodnotu (dizku) 4 a je to cesta (a,d,c). n

Uloha n4jdenia najlacnejiej cesty medzi danymi dvoma vrcholmi v ohodnotenom grafe sa
vel'mi Casto vyskytuje v roznych aplikaciach. Existuje algoritmus, ktory v ohodnotenom grafe nijde
najlacnejSiu cestu medzi dvoma jeho vrcholmi. Jeho autorom je holandsky matematik Edsger W.
Dijkstra. Existuje viacero modifikacii Dijkstrovho algoritmu. Popis Dijkstrovho algoritmu ndjdeme
napriklad v [15], [7], alebo [18] a samozrejme ndjdeme ho aj na webe, napriklad vo Wikipedii'.
Vo svojej zdkladnej verzii Dijkstrov algoritmus néjde, pre dany ohodnoteny graf G a v iom pevne
uréeny vrchol v, dizky najlacnejiich ciest od vrcholu v ku vietkym ostatnym vrcholom v grafe G.
My tu uvedieme drobnd modifikdciu Dijkstrovho algoritmu, ktord nam okrem diZok najlacnejsich
ciest od vrcholu v umoZni tieto cesty aj jednoducho skonStruovat.

Popis Dijkstrovho algorimu

Pri hladani najlacnejSej cesty sa sta¢i zaoberaf obyCajnymi grafmi, pretoZe slucky sa v najlacnejSich
cestach urcite vyskytovat nebudd (pozri cvicenie 12.2). Preto ak by dany graf obsahoval slucky,
modzeme ich vynechat. A ak by dany graf obsahoval nasobné hrany medzi dvoma vrcholmi, tak
staci braf do dvahy len hranu s najmenSou hodnotou a vsetky ostatné hrany medzi tymito dvoma
vrcholmi méZeme vynechat.

Majme teda ohodnoteny obycajny graf G = (V, E), v ktorom st vietky ohodnotenia hran kladné
apevne dany vrchol v v tomto grafe. Dijkstrov algoritmus ndm urc¢i najlacnejsiu cestu medzi kazdym
vrcholom grafu G a vrcholom v. Algoritmus bude kazdému vrcholu u € V priradovaf znacky. Tieto
znacky budd najskor dotasné a potom trvalé. V oboch pripadoch bude mat znacka tvar (L(u),P(u)).
Hodnota L(u) predstavuje pri doCasnej znacke momentalne odhadovanti ,,najmensiu‘ hodnotu cesty
medzi vrcholom u a vrcholom v. V pripade trvalej znacky je to hodnota najlacnejsej cesty medzi
vrcholom u a vrcholom v. Kym ma niektory vrchol len docasnud znacku, tak tato sa mdze eSte menit.
Akonéhle je niektorému vrcholu priradend trvald znacka, tito sa uz menif nebude. MnoZina P(u)
v znacke vrcholu sa v pévodnom Dijkstrovom algoritme nevyskytuje. Je to prave td modifikécia,
ktord ndm po skonceni algoritmu umoZni skonStruovaf najlacnejSie cesty od kazdého vrcholu
grafu G do vrcholu v. MnoZina P(«) bude v trvalej znacke obsahovat vietkych susedov vrcholu u
na cestdch s najmensou hodnotou vedicich z vrcholu u# do vrcholu v.

"https://en.wikipedia.org/wiki/Dijkstra’s_algorithm
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p) V popise Dijkstrovho algoritmu budeme pouZivaf tieto oznacenia

> G = (V,E) — ohodnoteny obyc&ajny graf, ktorého vSetky ohodnotenia hréan sd kladné,
> V —mnoZina vSetkych vrcholov grafu G,

> w(h) — ohodnotenie hrany & v grafe G,

> A — mnozZina ,,aktivnych* vrcholov grafu G, CiZe tych, ktoré eSte nemaju trvald znacku.

Dijkstrov algoritmus

VsTtup:  Ohodnoteny obycajny graf graf G = (V,E) a vrchol v € V.
VYSTUP:  Pre kazdé u € V trvald znacka (L(u),P(u)).

INICIALIZACIA
A=V,
for { kazdé u €V } do
L(u) := oo
P(u) :={u};

end
L(v):=0;
P(v) :={v};

PRIDEI’OVANIE ZNACIEK VRCHOLOM
while { existuje x € A; L(x) <o} do
O0:=min{L(u); uc A};

N:={uecA; L(u)=95};
A:=A\N;
for { pre kazdii hranu h = {u,x}, kdeu e Nax € A} do
if {L(x)=L(u)+w(h)} then
| P(x) :=P(x)U{u};
end
if {L(x) > L(u)+w(h)} then
L(x) := L(u) +w(h);
P(x) := {u};

end

end
end

V pseudokdde Dijkstrovho algoritmu uvedenom vysSie je podmienka ukoncenia algoritmu
pre kazdé x € A : L(x) = oo. Znamend to, ze bud A = 0, alebo st vSetky vrcholy mnoziny A nedo-
siahnuteIné z vrcholu v. V pripade suvislého grafu G moZe nastat len pripad A = 0. Po skonceni
Dijkstrovho algoritmu md kaZdy vrchol grafu G znacku (L(u),P(u)), kde L(u) je hodnota najlac-
nejsej cesty medzi vrcholmi u a v a mnozina P(u) obsahuje zoznam vsetkych susedov vrcholu u,
na cestach s najmenSou hodnotou vedicich z vrcholu u do vrcholu v. Uvedeny algoritmus sa da
trividlne modifikovat aj pre orientované ohodnotené grafy.



232 Kapitola 12. Dijkstrov algoritmus, Priiferov koéd

Dokaz spravnosti Dijkstrovho algoritmu sa robi matematickou indukciou a mdéZeme ho ndjst
napriklad v knihe [15]. Slovny popis Dijkstrovho algoritmu je nasledovny:

1. Prvym krokom algoritmu je inicializécia.
* MnoZina A bude obsahovaf vSetky vrcholy grafu G = (V,E).
* Pre kazdy vrchol u € V bude P(u) = {u}.
* Pre kazdy vrchol u € V, u # v bude L(u) = oo.
* Pre vrchol v bude L(v) = 0.

2. Podmienka ukonéenia algoritmu je pre kaZdé x € A : L(x) = oo.
Cize ak existuje x € A : L(x) < oo, algoritmus pokracuje.
3. Druhym krokom algoritmu je volba mnoZiny N a Gprava mnoZiny A.
* Spomedzi vrcholov x € A ndjdeme minimélnu hodnotu L(x) a ozna¢ime ju 6.
* Do mnoziny N ddme vSetky vrcholy x € A, pre ktoré L(x) = 6.
* Z mnoZiny A vyhodime vrcholy patriace do mnoZiny N.

4. Dal§im krokom algoritmu je tprava doasnych a pridelovanie trvalych znaciek vrcholom.

* Néjdeme vSetky hrany & = {u,x}, ktorych koncovy vrchol u patri do mnoZiny N a
koncovy vrchol x patri do mnoZiny A. Budeme upravovat znacky vrcholov x.

* Ak plati L(x) = L(u) +w(h), znamend to, Ze z vrcholu x sa cez vrchol u dostaneme
do vrcholu v cestou rovnakej hodnoty, ako ma doteraz najlacnejSia ndjdend cesta. TakZe
hodnotu L(x) menif netreba. Ale do mnoziny P(x) pridime vrchol u ako po¢iatocny
vrchol alternativnej najlacnejSej cesty do vrcholu v.

Ak plati L(x) > L(u) +w(h), tak z vrcholu x do vrcholu v sa vieme dostat cez vrchol u
lacnejSou cestou, nez sme nasli doteraz. Preto zmenime hodnoty L(x) aj P(x).

* Névrat na test podmienky ukoncenia algoritmu (2. bod).

Pouzitie Dijkstrovho algoritmu si teraz ilustrujeme na niekolkych prikladoch.

= Priklad 12.3

V ohodnotenom grafe, ktory je na obrdzku vpravo, najdite hodnoty
najlacnejSich ciest z vrcholu a do vSetkych ostatnych vrcholov a
vSetky najlacnejSie cesty z vrcholu a do vrcholu d.

Priebeh Dijkstrovho algoritmu budeme zapisovat do tabulky. Pokial sa v niektorom kroku znacka
vrcholu nebude menif, tak do prislusného policka zapiSeme —. Trvalé znacky vrcholov budd
oznacené modrou farbou a vrcholmi, ktoré uZ maji pridelend trvald znacku, sa nemusime viac
zaoberat.

a b c d e f g
L | (0.{a}) | (o, {b}) | (oo fc}) | (0{d}) | (oo fe}) | (o {S}) | (= {g})
(0.{a}) | (1,{a}) — — — (2,{a}) | (1,{a})
(I{a}) | (4.{b}) — — | @Aab}) | (1,{a})
— — (3,{s}) [ (2.{ab})
(4,{b,e}) | (5.{e}) [ B.AF})
(4.{bef) | (5.{c.e})
(5,{c,e})

Hodnoty najlacnejsich ciest z vrcholu a do vSetkych ostatnych vrcholov grafu od¢itame z trvalych
znacCiek vrcholov. Napriklad najlacnejSia cesta do vrcholu ¢ md hodnotu 4 a najlacnejSia cesta

e A A Il el
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do vrcholu e ma hodnotu 3. Ak chceme néjst najlacnejSie cesty medzi vrcholom a a vrcholom
d, tak za¢neme vo vrchole d, z jeho znacky od¢itame predposledny vrchol na najlacnejsej ceste,
ideme do tohto vrcholu a opif z jeho znacky od¢itame d'al§i vrchol cesty atd’. TakZe najlacnejSie
cesty medzi vrcholmi a a d st

b+a
a
TN e f+
d <+ bi<a
a
e+ f+
L b+a
Z obrézku vidime, Ze existuje 5 najlacnejsich ciest z vrcholu a do vrcholu d. St to cesty (a,b,c,d),
(a,f,e,c,d), (a,b,f,e,c,d), (a,f,ed)a(a,b,f,ed). Vietkych pif ciest ma hodnotu 5. "
n Priklad 12.4 q
V ohodnotenom grafe, ktory je na obrazku
vpravo, ndjdite hodnoty najlacnejsich ciest z vr- 1 2
cholu a do vsetkych ostatnych vrcholov a najlac-
nejsie cesty z vrcholu a do vrcholu d.
Postupovat budeme rovnako ako v predoslom priklade. f L e ? 3 h
a b c d e f g h i

L | (0{a}) | (oo {b}) | (o fc}) | (ofd}) | (oo fe}) | (o {f}) | (o fg}) | (eo{h}) | (. {i})

2. | O0da}) | (2,{a}) — — — (4.{a}) — — —

3 2.{a}) | (5.{p}) - (3.{p}) — - — -

4. (4.{e}) | (7.{e}) | Bi{b}) | (4.{a,e}) — — —

5 (4de}) | (6.{c}) (“4{ae}) | — — —

6 (67 {C}) — — —

Algoritmus v 6. kroku skoncil, pretoZe v aktivnej mnoZine zostali uz len vrcholy x so znackou
L(x) = oo. To znamend, Ze tieto vrcholy su z vrcholu a nedosiahnutelné. NajlacnejSia cesta z vrcholu
a do vrcholu d je len jedna. Je tocestad <—c<—e<+b<+a. "

= Priklad 12.5

V ohodnotenom grafe, ktory je na obrazku vpravo, najdite hodnoty
najlacnej$ich ciest z vrcholu a do vSetkych ostatnych vrcholov a
najlacnejsie cesty z vrcholu a do vrcholu d.

Postupovat budeme rovnako ako v predoslych prikladoch.

a b c d e f g
L | (0,{a}) | (e, {b}) | (oo {c}) | (oo {d}) | (oo {e}) | (0 {f}) | (e {g})
2. 1 (0da}) | B.{a}) | — — 1 Bda)) | BHap) | —
3. Gufa)) | Gfe}) | — [ BAa)) | Gdah) | (4.{/})
4. — | (5.{¢}) 4.{/})
5. (5.{e}) | (5.{g})

Najlacnejsia cesta z vrcholu a do vrcholu d je len jedna. Je to cestad < g < f < aamadizku 5. m
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Problém obchodného cestujiceho

Problém obchodného cestujiceho je podobny problému hamiltonovského cyklu. Je to v podstate
problém néjdenia najlacnejSieho hamiltonovského cyklu v ohodnotenom grafe. Rovnako ako prob-
1ém existencie hamiltonovského cyklu v danom grafe, vznikol aj problém obchodného cestujiceho
uz v 19. storo¢f a stvisi s Ciste praktickym problémom. Mame niekol'ko miest, medzi nimi su cesty.
Tieto cesty st roznej dizky a kvality a obchodny cestujiici mé prejst vietkymi mestami. Aby Setril
¢as a ndklady na cestu, chce prejst kaZdym mestom préve raz.

Situdciu si mdZeme opif modelovat grafom. Mestdm budid zodpovedat vrcholy grafu a cestdm
budi zodpovedat hrany grafu. Dizka ciest, asové naro¢nost ciest, alebo cestovné naklady zodpove-
dajice jednotlivym cestdm budu vyjadrené ohodnotenim hran grafu. Tym sa problém obchodného
cestujiceho transformuje na problém hladania najlacnejSieho hamiltonovského cyklu v ohodnote-
nom grafe. Ulohou je n4jst najlacnejsi, v zmysle dizky, dopravnych nakladov, ¢asu, alebo d’al3ich
kritérii vyjadrenych ohodnotenim hran, hamiltonovsky cyklus.

Ked'ze uz samotny problém existencie hamiltonovského cyklu v neohodnotenom grafe je NP-
uplny, je taky aj problém obchodného cestujiceho. To znamend, Ze vo v§eobecnosti neexistuje jeho
efektivne riesenie. Existuje vSak viacero heuristik, pomocou ktorych sa tento problém da riesit. Pri
malom pocte miest, hrdn a vhodnych ohodnoteniach, je rieSenie pomerne jednoduché. UkdZeme si
to na priklade.

= Priklad 12.6 a 9 b
Problém obchodného cestujiiceho budeme riesif na grafe z obrazku 11

vpravo. Cyklus ¢ = (a, b, ¢,d) je hamiltonovsky cyklus v danom grafe

ajeho hodnota je 10. Akykol'vek cyklus obsahujici hrany {a, c}, alebo 2 3

{b,d}, ktoré maji dizku 11, by mal vécSiu hodnotu. Vidime teda, Ze
cyklus dizky 10 je najlacnejsi moZny. Preto bude cyklus ¢ rieSenim
problému obchodného cestujiceho v danom grafe. d

Pruferov kéd

Priiferov kdd je efektivny sposob kdédovania ocislovanych stromov. Pod ocislovanym stromom
rozumieme strom, ktorého vrcholy st oznaené &islami®. Napriklad oéislované stromy 77 a T»
na nasledovnom obrdzku

1 2
ne o om
4 3 4 3

su rozne, aj ked’ ako grafy su izomorfné. OcCislovany strom si méZeme predstavit ako korefiovy
strom, ktorého koreii je vZdy vrchol 1. Stromy 77 a 7> sa potom daji nakreslif aj tak, ako to vidime
na obrdzku 12.1 (strana 235). Pri takejto interpreticii méZu maf aj dva izomorfné grafy tplne
odli$nud podobu, ako to vidno z uvedeného prikladu.

Pomocou Priiferovho kédu vieme kaZzdy ocislovany strom na n vrcholoch, jednoznacne re-
prezentovaf postupnostou (pi, pa, ..., pu—2), ¢iZe ako usporiadand (n — 2)-ticu. Uvedieme si pse-
udokédy dvoch algoritmov. Pomocou prvého algoritmu budeme z daného ocislovaného stromu

ZNiekedy sa namiesto &isel pouZivaji aj pismend, alebo akékolvek iné symboly s danym linearnym usporiadanim.
V anglickej terminoldgii sa o¢islovany strom oznacuje ako ,,labeled tree“ a v slovenskej terminoldgii sa obCas pouZiva
aj pojem ,,oznaceny strom*.
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w N =

T, T 1 /N2

4 3

Obr. 12.1: Oc¢islované stromy

vytvarat Priiferov kéd a pomocou druhého algoritmu budeme z daného Priiferovho kédu rekonstru-
ovat povodny strom. V definicii 4.2.3 (strana 77) bol definovany pojem [list (stromu). V pseudokéde
algoritmu na konstrukciu Priiferovho kddu budeme pouZzivaf funkciu sused (i), ktord ndm pre list
so znackou i vrati znacku jeho suseda. KedZe list je vrchol stromu, ktorého stupeni je 1, je tito
funkcia dobre definovand. Okrem toho budeme pouzivaf aj operaciu |4, ktord nam pridd jeden
prvok na koniec uz vytvorenej postupnosti. Napriklad:

(2,6,1,3,4)[H7=(2,6,1,3,4,7).

Konstrukcia Priiferovho kédu z daného ocislovaného stromu je velmi jednoduchd. V kazdom
kroku algoritmu nijdeme v strome list s najmensou znackou, do kédu priddme znacku jeho suseda
a tento list potom z pévodného stromu odstrdnime aj s hranou, ktord s nim inciduje. Toto opakujeme
dovtedy, kym nam z pdvodného stromu nezostane len cesta dizky 1, t. j. len jedna hrana. Pseudokéd
algoritmu vytvdrania Priiferovho kédu z ocislovaného stromu vyzera takto

Priiferov kod z oc¢islovaného stromu

Vstup:  O¢&islovany strom 7 = (V,E), kde V ={1,...,n}.
VYSTup: Postupnost P = (py,...,ps—2), kde kazdé p; € {1,...,n}.

INICIALIZACIA
P:=();

VYTVARANIE PRUFEROVHO KODU STROMU T
while { [P| < (n—2)} do
i :=min {x; x je list aktudlneho stromu T };
P := P4 sused (i);
MODIFIKACIA STROMU T
V=V \{i};
E:=FE\{i,sused(i)};

end
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Tvorbu Priiferovho kédu z o¢islovaného stromu si ilustrujeme na prikladoch.

n Priklad 12.7 Ndjdite Priiferov kéd o¢islovaného stromu 7 z obrazku 12.1 (strana 235).

RieSenie: Strom 77 méa 4 vrcholy, takZe bude mat dvojciferny Priiferov kéd. Postup jeho tvorby je
zobrazeny na nasledovnom obrdzku

— o o & P=()

2 3 4
o—o—o I =(2)

3 4
o—eo I =1(2,3)

List s najmenSou znackou je 1, takZe prvou &islicou kédu bude znacka jeho suseda, ¢o je 2. Potom
vrchol 1, aj so s nim incidujicou hranou, odstrdnime a pokracujeme dalej. V druhom kroku je list
s najmensou znackou 2, takZe druha Cislica kédu bude znacka jeho suseda, ¢o je 3. Vrchol 2, aj
so s nim incidujicou hranou, odstrdnime a kedZe ndm zostala uZ len jedna hrana, skoncili sme.
Priiferov kéd grafu Ty z obrdzku 12.1 je P = (2,3). "

n Priklad 12.8 Ngjdite Priiferov kéd o¢islovaného stromu 75 z obrazku 12.1 (strana 235).

RieSenie: Strom 7, mé 4 vrcholy, takZe bude mat dvojciferny Priiferov kéd. Postup jeho tvorby je
zobrazeny na nasledovnom obrazku

P e o 5 P=0()

1 4 3
o—o—o I =(1)

4 3
e—o P =1(1,4)

List s najmenSou znackou je 2, takZe prvou ¢islicou kédu bude znacka jeho suseda, ¢o je 1. Potom
vrchol 2 aj so s nim incidujicou hranou odstranime a pokracujeme d’alej. V druhom kroku je list
s najmensou znackou 1, takZe druhd cislica kédu bude znacka jeho suseda, ¢o je 4. Vrchol 1, aj
so s nim incidujicou hranou, odstrdnime, a kedZe ndm zostala uZ len jedna hrana, skoncili sme.
Priiferov kéd grafu 7, z obrazku 12.1 je P = (1,4). .

Na predoslych dvoch prikladov sme videli, Ze dva r6zne ocislované stromy, aj ked’ st izomorfné,
maju rdézne Priiferové kédy. Tvorbu Priiferovho kédu si ilustrujeme este na jednom priklade.
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= Priklad 12.9 Nijdite Priiferov k6d oéislovaného stromu 7 z nasledujiceho obrazku

RieSenie: Dany strom mé 9 vrcholov, a preto jeho Priiferov kéd bude usporiadand sedmica. Postup
rieSenia mame zobrazeny na nasledovnej sérii obrazkov. Séria sa zacina stromom, ktory uz ma
odstrdneny vrchol 2 a s nim incidujicu hranu. Listy stromu 7" budeme postupne odstratfiovat v poradi

4
= (5)

aviR=2

-~J

9
(5,9,7,7)

:597

5\
9
9 P=(59771
= (5,9,7,7,1,5)

5977

Obr. 12.2: Postup konsStrukcie Priiferovho kédu stromu z prikladu 12.9

2,3,4,6,7,1,8. Samozrejme nie vSetky uvedené vrcholy su listy pdvodného stromu 7. Vrcholy 7
a 1 sa stand listami aZ po odstrdneni niektorych vrcholov pévodného stromu. Vysledny Priiferov
kéd oéislovaného stromu 7 je usporiadand sedmica P = (5,9,7,7,1,5,5). .
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Dalej si ukdzeme, ako z (n — 2) &iselného Priiferovho kédu zrekonitruujeme pévodny n vrcholovy
ocislovany strom. Najskor si musime uvedomif dva fakty

1. Ak je Priiferov kod usporiadand (n — 2)-tica, tak pdvodny strom md n vrcholov so znackami
{1,...,n}.

2. Pre vSetky i € {1,...,n}, ktoré sa nenachddzaji v Priiferovom kéde, je i znacka listu pdvod-
ného stromu.

Pri rekonStrukcii o¢islovaného stromu z Priiferovho kédu budeme postupovat presne opacnym
spdsobom, ako pri vytvarani Priiferovho kédu z ocislovaného stromu. Cely postup si najskor ilus-
trujeme na prikladoch a az potom si zapiSeme pseudokdd rekonStrukéného algoritmu. Budeme
rekonStruovat o¢islované stromy z prikladov 12.7, 12.8 a 12.9. Podrobny popis postupu rekonstruk-
cie uvedieme v texte prikladov.

m Priklad 12.10 Zrekonstruujte o¢islovany strom, ktorého Priiferov kéd je P = (2,3).

RieSenie: Priiferov kdd je usporiadand dvojica, takZze pdvodny strom ma 4 vrcholy so znackami
{1,2,3,4}. Pri rekonstrukcii povodného ocislovaného stromu budeme pouZivaf pomocni mno-
Zinu M. Tdto mnoZinu budeme zapisovat ako usporiadant k-ticu a jej prvky budeme pisaf vZdy
v lexikografickom usporiadani. Na za¢iatku bude mnoZina M obsahovat® vietky listy pdvodného
stromu, ¢ize M = (1,...,n)\ P, kde P = (p1,...,pn—2) je Priiferov kéd. Okrem toho budeme
pracovat s mnoZzinou L, do ktorej budeme postupne pridavat , listy*, ktoré sme uz spojili hranou
so s nimi susediacimi vrcholmi. Uvodzovky st v predoslej vete pouZité preto, lebo nie vietky
vrcholy z mnoziny L budd listami pdvodného ocislovaného stromu. Pozri pozndmku v rieSeni
prikladu 12.9. Na zaciatku bude mnoZina L prdzdna. Postup rekonStrukcie budeme pisaf po jed-
notlivych krokoch. VZdy si uvedieme aktudlny stav mnoZin P, M a L a nésledne obrdzok aktudlne
zrekonStruovaného stromu.
> 0. krok

P=(2,3) L=() M=(1,2,3,4)\(2,3) = (1,4)

List, ktory bude spojeny s vrcholom so znackou 2, ¢o je prvé ¢islo v Priiferovom kéde, musi

byt list pévodného stromu, ktory mal najmensiu zna¢ku. CiZe prvy vrchol z mnoZiny M.

V d’alSom kroku teda spojime hranou vrcholy 1 a 2, vrchol 1 priddime do mnoZiny L, vrchol 2

vyhodime z Priiferovho kédu P a novi mnoZinu M dostaneme ako M = (1,2,3,4)\ (PUL).

List, ktory budeme spdjat s d’al§im vrcholom z Priiferovho kédu, musi byt vrchol s najmenSou

znackou, ktora sa nenachadza v aktudlnom Priiferovom kode, ani medzi ,,listami‘, ktoré sme

uz spojili s ich susedom.

> 1. krok 1 2
P=(3) L=(1) M=(1,234)\(B)u(1))=(24) o—o

z w7

S vrcholom 3, ¢o je momentalne prvé ¢islo v Priiferovom kéde, bude spojeny vrchol so znac-
kou 2, pretoZe je to najmensSia znacka, ktord sa nenachddza ani v aktudlnom Priiferovom
kdde, ani medzi uz pouzitymi listami.

> 2. krok 1 2 3
P=() L=(12) M=(1,234)\(00(1,2)=(3,4) o—o—o
Teraz uZ mame Priiferov kod prazdny. Je ale zrejmé, Ze z pdvodného stromu ndm este chyba
jedna hrana, ¢o je hrana, ktora zostala po skonceni tvorby Priiferovho kédu. Jeden vrchol
tejto hrany musi byt posledné &islo, ktoré sa nachddzalo v Priiferovom kéde, ¢iZe 3. A druhy

vrchol tejto hrany je vrchol z mnoziny M, ktory ma najmensiu znacku rdéznu od 3. Takze
bude to vrchol 4.

3Nasledujiici zpis pouZiva symbol od&itania mnozin, ale M aj P st usporiadané mnoziny. Tejto drobnej nezrovnalosti
sme si vedomi. Pri od¢itani budeme s M a P pracovat ako s mnoZinami.
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> 3. krok
V poslednom kroku uz len spojime vrchol, ktory bol ako po- 1 2 3 4
sledny v Priiferovom kéde, s najmensim, od neho réznym vr- @ O O )

cholom v poslednej mnoZine M.

Na predoslom priklade sme videli, Ze v poslednom kroku rekonStrukcie stromu priddvame
hranu, ktord ndm ako poslednd zostala pri tvorbe Priiferovho kédu. Jednym vrcholom tejto hrany
musi byt posledny vrchol, uvedeny v Priiferovom kéde. V dalSich prikladoch preto budeme zapiso-
vat mnoZzinu P tak, Ze jej posledny prvok zopakujeme dvakrat, ¢o ndm zjednoti popis rekonstrukc-
ného algoritmu pre vSetky kroky, vratane toho posledného. Cize Priiferov kéd P budeme zapisovat
takto P = (p1,..., Pn—2,Pn—2). Okrem toho pre vicSiu prehladnost uz nebudeme pisaf ako sme
dostali aktudlnu mnozinu M, ¢ize M = (1,...,n)\ (PUL), ale len jej vysledni podobu.

n Priklad 12.11 Zrekonstruujte o¢islovany strom, ktorého Priiferov kéd je P = (1,4).

RieSenie: Priiferov kdd je usporiadand dvojica, takZze pdvodny strom ma 4 vrcholy so znackami
{1,2,3,4}. Postup rieSenia bude rovnaky ako v predo§lom priklade a opif ho budeme zapisovat
po krokoch.

> 0. krok
P=(1,4,4) L=() M= (2,3)
V dalSom kroku spojime vrcholy 2 a 1.

> 1. krok 9 1
P=(4,4) L=(2) M=(1,3) o——0
V dalSom kroku spojime vrcholy 1 a 4.

> 2. krok

2 1 4
P=4) L=(2,1) M=(3) o—o—o
V dalSom kroku spojime vrcholy 3 a 4.

> 3. krok 4

Po pridani poslednej hrany, spojenim vrcholov 3 a4, sme dostali 2 1 3
@ @ @ @

pdvodny ocislovany strom.

n Priklad 12.12 Zrekonstruujte o¢islovany strom, ktorého Priiferov kéd je P = (5,9,7,7,1,5,5).

RieSenie: Priiferov kdd je usporiadand sedmica, takZe pdvodny strom ma 9 vrcholov so zna¢kami
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Na zaciatku rekonstrukcie budeme maf mnozinu P = (5,9,7,7,1,5,5,5),
mnoZina L bude prazdna a aktudlnu mnoZinu M dostaneme vzdy ako M = (1,...,9)\ (PUL).
V kazdom kroku spojime a, prvy vrchol mnoziny M, s vrcholom b, prvym vrcholom mnoZiny P.
Potom vrchol a priddme do mnoZiny L, vrchol b vyhodime z mnoZiny P a uréime si novi mnoZinu
M. Jednotlivé kroky budu vyzeraf takto

> 0. krok
P=(5,9,7,7,1,5,5,5) L=() M=(2,3,4,6,8)
V dalSom kroku spojime vrcholy 2 a 5.
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> 1. krok 9
P=(9,7,7,1,555) L=(2) M=(3,4,6,8) 5F&—@
V dalSom kroku spojime vrcholy 3 a 9.

> 2. krok
P=(7,7,1,5,5,5) L=(2,3) M=(4,6,8,9) 5F&—@

/ 3
V dalSom kroku spojime vrcholy 4 a 7. 9
> 3. krok
P=(7,1,555) L=(2,3,4) M=(6,8,9) 5 &—@
3
4
V dalSom kroku spojime vrcholy 6 a 7. 9

> 4. krok

P=(1,555) L=(2,3,46) M=(7,8,9) 5—@

V dalSom kroku spojime vrcholy 7 a 1.
> 5. krok 1

P=(555) L=(23,4,6,7) M=(1,89) HO&—@

V d’al§om kroku spojime vrcholy 1 a 5.
> 6. krok 1

P=(55) L=(2,3,4671) M=(89) 5)

V dalSom kroku spojime vrcholy 8 a 5.
> 7. krok 1

P=(5) L=(2,3,4,6718) M=(9) 5)
V dalSom, uz poslednom, kroku spojime vrcholy 9 a 5, ¢im dostaneme povodny ocislovany

strom. V poslednom kroku, ked uZ mnoZina P je prdzdna, nepotrebujeme ani urcovat novd
mnozinu M.
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> 8. krok

P:() L:(273a4a67771>879) M:(S)

Pri popise pseudokédu konStrukcie oc¢islovaného stromu z Priiferovho kédu budeme pouZzivat

funkciu prvy (P ), ktord ndm z usporiadanej k-tice P vrati jej prvy prvok a zdrovei tento prvok z P
odstrani. Rovnaku funkciu sme pouZzivali aj v pseudokédoch Kruskalovho algoritmu (strana 202)
a algoritmu na konStrukciu prehl'addvacieho bindrneho stromu (strana 215).
Korektnost algoritmov konstrukcie o¢islovaného stromu z Priiferovho kédu a naopak, sa dokazuje
lahko. Treba ukdzat dve veci. Po prvé treba dokdzaf, Ze uvedenym algoritmom vZdy vytvorime
oc¢islovany strom a po druhé treba dokdzaf, Ze zo zrekonStruovaného stromu spitne dostaneme
povodny Priiferov kéd. Dokaz korektnosti je uvedeny napriklad v knihe [15] v Casti 7.4.

Ocislovany strom z Priiferovho kédu

Vstup:  Postupnost P = (py,...,pn—2), kde kazdé p; € {1,...,n}.
VYstup:  O¢islovany strom T = (V,E), kde V ={1,...,n}.

INICIALIZACIA
Vi.={l,...,n};
E:={}
P:=(p1,--sPn-2,Pn-2);
L:={}
M:=V\(PUL);

REKONSTRUKCIA OCISLOVANEHO STROMU T'
while { |[P| >0} do

i::min{x; xEM};

Jj=prvy(P);

E:=FEU{i,j}

L:=LU/{i};

M:=V\(PUL);
end

Ako sme mali moznost vidief z uvedenych prikladov, konstrukcia Priiferovho kédu z ocis-
lovaného stromu, rovnako ako rekonStrukcia ocislovaného stromu z Priiferovho kddu, je velmi
jednoducha. Priiferov kéd je pritom vel'mi efektivny sposob reprezenticie stromov. Autorom tohto
kédu je nemecky matematik Heinz Priifer, ktory tento kéd navrhol v roku 1918 v stvislosti s do-
kazom Cayleyho® vety. Znenie Cayleyho vety je nasledovné.

4 Arthur Cayley bol slavny britsky matematik z 19. storo&ia, zaoberajici sa diskrétnou matematikou, predovietkym
algebrou a teériou grafov.



242 Kapitola 12. Dijkstrov algoritmus, Priiferov koéd

Veta 12.3.1 — Cayleyoho veta. Pocet r6znych kostier o¢islovaného kompletného grafu na n
vrcholoch je n"~2. Alebo inak sformulované:

Pocet roznych korefiovych stromov s vrcholmi V = {1,...,n} a korefiom 1 je n" 2.

Dokaz Cayleyho vety je s pouZitim Priiferovho kédu trividlny. Prenechdvame ho ako cvicenie 12.8.

12.4 Cyvicenia

Cvicenie 12.1 Majme ohodnoteny graf G, ktorého vsSetky ohodnotnia hran st kladné. Nech s
je najlacnejsi sled medzi vrcholmi u# a v v tomto grafe. DokaZte potom, Ze sled s je cesta, t.j.
neopakuji sa v iom ani hrany, ani vrcholy. =

Cvicenie 12.2 Dokézte, Ze najlacnejsi sled medzi dvoma vrcholmi daného grafu s kladnymi
ohodnoteniami hrdan neobsahuje slucky. =

Cvicenie 12.3

(a) N4jdite hodnoty najlacnejsich ciest od vrcholu d
ku vSetkym ostatnym vrcholom grafu.

(b) N4jdite vSetky najlacnejsie cesty z vrcholu d do vr-
cholu a.

Cvicenie 12.4

(a) N4jdite hodnoty najlacnejSich ciest od vrcholu d ku vset- 9
kym ostatnym vrcholom grafu.

(b) N4jdite vSetky najlacnejSie cesty z vrcholu a do vrcholu g.

Cvicenie 12.5

b 1 ¢ 2 d

(a) N4jdite hodnoty najlacnejsich ciest od vrcholu a ku vset-
kym ostatnym vrcholom grafu.

(b) Néjdite vSetky najlacnejSie cesty z vrcholu a do vrcholu d.

e 1 f1lg .

I Cvicenie 12.6 Naprogramujte Dijkstrov algorimus v Pythone alebo v C. n
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Cvicenie 12.7

(a) N4jdite hodnoty najlacnejsich ciest od vrcholu a ku vSet-
kym ostatnym vrcholom grafu.

(b) N4jdite vSetky najlacnejSie cesty z vrcholu a do vrcholov
dah.

Cvicenie 12.8 Dokazte Cayleyho vetu (strana 242).
Navod: pouzite Priiferov kod. u

(b) (©

Cvicenie 12.10 Pre nasledujiice Priiferové kédy zrekonstruujte povodné ocislované stromy
) (353,353 3) (d) (4,4,4,2,2,2,3) (® (1,1,1,2,2,3)
(b) (1,2,3,4,5) (e) (5,4,3,2,1) (h) (3,2,1,4,2,4)

‘ Cvicenie 12.9 Najdite Priiferov kéd pre nasledujice ocislované stromy
| (©) (2,2,3,3,5) ® (1,2,2,3,3,3) i) (5,3,2,4,2,5,2)

Cvicenie 12.11 Vrcholy cesty dizky 4 ocislujte &islami z mnoziny {1,...,5} tak, aby jej
Priiferov kéd obsahoval ¢o najmenej roznych cifier. u

Cvicenie 12.12 V Priiferovom kdéde nejakého stromu, ktory je usporiadanou piticou ¢isel, sa
jedno cislo opakovalo trikrat a druhé dvakrat. Kolko ma tento strom vrcholov, a aké su ich
stupne? Uved'te priklad takého stromu. =

Cvicenie 12.13 N4jdite graf, v ktorom ma kazdy vrchol stupeti aspon 2 a ktory ma kostru
ziskanud prehladdvanim do Sirky izomorfnu

(a) s cestou dfiky n,

(b) s hviezdou na n vrcholoch (graf K (,_) ).

(c) so stromom, ktorého Priiferov kéd je (3,3,3,1,4,4,2),
(d) so stromom, ktorého Priiferov kéd je (2,1,3,1,4).
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Cvicenie 12.14 N4jdite graf, v ktorom ma kazdy vrchol stupeti aspon 2 a ktory ma kostru
ziskant prehlad4vanim do hibky izomorfnu

(a) s cestou dfiky n,

(b) s hviezdou na n vrcholoch — graf Kj (,,_),

(c) so stromom, ktorého Priiferov kdd je (3,3,3,1,4,4,2),
(d) so stromom, ktorého Priiferov kéd je (2,1,3,1,4).

Cvicenie 12.15 N4jdite graf, ktorého kazda kostra ziskana prehladavanim do Sirky, je izo-
morfnd so stromom, ktorého Priiferov kéd je (2,2,1,3,3,1,4,4). u

Cvicenie 12.16 V Pythone alebo v C naprogramujte vytvorenie Priiferoveho kédu ku zada-
nému oc¢islovanému stromu. u

Cvicenie 12.17 V Pythone alebo v C naprogramujte rekonstrukciu o¢islovaného stromu zo za-
daného Priiferoveho kédu. Strom mdZete zapisaf napriklad pomocou matice susednosti. u
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