DISKRETNA MATEMATIKA A LOGIKA — PRIKLADY

PPN

Znakom (x) st oznafené priklady, ktoré sa mozu javit ako ,fazgie” tesne po
prislusnej prednagke. Mali by ste viak byt schopni ich zvladnut s istym ¢asovym
odstupom, po diskusii s kolegami alebo s prednasajicim/cvic¢iacim a podobune.

(1)

2. RELACIE

Nech M je mnozina vSetkych Studentov tohto predmetu. Nech p je relacia
na mnozine M definovana takto:

Tpy <= x a y majd aspon jedno pismeno v mene spolo¢né.

Zistite, ¢i p je reflexivna, symetricka, antisymetrické, tranzitivna.

Nech P je mnozina vSetkych priamok v rovine. Zistite, & kolmost priamok
(L) je reflexivna, symetricka, antisymetricka, tranzitivna relacia.

Nech P je mnoZina v8etkych priamok v rovine. Zistite, ¢i rovnobeZnost
priamok (||) je reflexivna, symetricka, antisymetrické, tranzitivna relécia.
Nech ~q je reldcia na R dana predpisom

a~gbi=a-beQ.

Zistite, &i ~q je reflexivna, symetrick, antisymetricka, tranzitivna relacia.
Aké vlastnosti Q ste pouZili? Najdite nejakt intt mnozinu A C R ako Q pre
ktora dostaneme rovnaké vlastnosti (R,S,T) analogicky definovanej relacie
~4.
Nech 2V je mnozina vietkych podmnozin N. Uvazujme takéto relacie ©;
na 2N:
) A©1 B prave vtedy, ked AN B =0,
) A©5 B préve vtedy, ked AN B # 0,
(c) A©3B prave vtedy, ked AU B je nekoneéné.
(d) A©4B prave vtedy, ked AN B je kone¢na.

)

f) AOgB prave vtedy, ked (A\ B) U (B \ A) obsahuje iba parne ¢isla.
O kazdej z tychto relacii dokazte alebo vyvratte kazda z vlastnosti reflexiv-
nost, symetrickost, antisymetrickost, tranzitivita.

Dokazte, ze relacia p na nejakej mnozine A je symetrickd prave vtedy, ked
p = p~ !, pricom

pt=A{(y,z): (z,9) € p}.

Dokazte, Ze reldcia p na nejakej mnozine A je reflexivna prave vtedy, ked
id4 C p, pricom !

ida = {(z,z) : x € A}

IToto a aj predoglé cvicenie je ,Jahko vidno”, samozrejme, ale ide o to, aby ste si ten dokaz ¢o
najporiadnejsie napisali.
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(8) (x) Nech A je mnozina. Kedze () je podmnozina A x A, {) je relacia na A.
Zistite, ¢i 0 je reflexivna, symetricka, antisymetricka, tranzitivna relacia na
A.

(9) (%) Nech A, B st nejaké dve rozne mnoziny, nech © je podmnoZinou A x A
aj B x B. Potom O je zrejme zaroven reldciou na A aj na B. Ktoré z
nasledujucich tvrdeni su za tychto prepokladov pravdivé a ktoré nie?

(a) Ak O je reflexivna relacia na A, potom © je reflexivna relacia na B.
(b) Ak O je symetricka relacia na A, potom O je symetricka reldcia na B.
(¢) Ak O je tranzitivna relacia na A, potom © je tranzitivna relacia na B.
(10) Pre kazdy riadok tabulky zostrojte reldciu s danymi vlastnostami na mno-
vine A = {1,2,3,4}.

reflexivna | symetricka | tranzitivna
ano ano ano
ano nie ano
ano ano nie
nie ano ano
nie nie ano
nie nie nie

3. EXVIVALENCIE A ROZKLADY
(1) Nech ~ je relacia na R dand predpisom
x ~y <= sin(z) = sin(y).

Dokaizte, ze ~ je ekvivalencia a napiste dve rozne triedy ekvivalencie ~.
(2) Nech O je fixny bod v rovine. Nech ~ je relacia ekvivalencie na vetkych
bodoch v rovine dana predpisom

A ~ B :<= 1usecky AO a BO su rovnako dlhé.

Nagrtnite triedu ekvivalencie nejakého bodu C # O.
(3) (¥) Nech A = R? Definujme na A ? relaciu ~ takto:

X ~y < existuje a € R, a # 0 také, ze x = ay

Dokazte, ze ~ je ekvivalencia. Ako vyzera prislusny rozklad R?? Nakreslite
ho.

(4) Nech A ={1,2,3,4,5,6}. Uvazujme rozklad {{1, 2,3}, {4,5}, {6}}. Najdite
ekvivalenciu prislichajicu tomuto rozkladu.

(5) Najdite vsetky ekvivalencie na mnozine {1, 2, 3}.

(6) (x) Kolko je vsetkych ekvivalencii na n-prvkovej mnoZzine?

(7) Nech M, je mnozina vietkych redlnych regularnych stvorcovych matic nxn.
Definujme na M, relaciu (nazyvana podobnost) matic takto:

A~ B :<= existuje regularna matica P taka, 7e A = PBP~!

Dokazte, Ze ~ je ekvivalencia. ®

(8) Dokaite, 7e ~C (0,00) x (0,00) dana predpisom
a2
an~b<— = 0)

2Uvedomte si, ze ~C R? x R2, teda ~ je relacia na mnozine dvojic reilnych &isel.
3Pomécka: (PQ)~!=Q P!
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je ekvivalencia. Charakterizujte prvky patriace do [v/2].. N4jdite tri prvky
patriace do [7]~.



