
DISKRÉTNA MATEMATIKA A LOGIKA � PRÍKLADY

Znakom (∗) sú ozna£ené príklady, ktoré sa môºu javi´ ako �´aº²ie� tesne po
príslu²nej predná²ke. Mali by ste v²ak by´ schopní ich zvládnu´ s istým £asovým
odstupom, po diskusii s kolegami alebo s predná²ajúcim/cvi£iacim a podobne.

2. Relácie

(1) Nech M je mnoºina v²etkých ²tudentov tohto predmetu. Nech ρ je relácia
na mnoºine M de�novaná takto:

xρy :⇐⇒ x a y majú aspo¬ jedno písmeno v mene spolo£né.

Zistite, £i ρ je re�exívna, symetrická, antisymetrická, tranzitívna.
(2) Nech P je mnoºina v²etkých priamok v rovine. Zistite, £i kolmos´ priamok

(⊥) je re�exívna, symetrická, antisymetrická, tranzitívna relácia.
(3) Nech P je mnoºina v²etkých priamok v rovine. Zistite, £i rovnobeºnos´

priamok (‖) je re�exívna, symetrická, antisymetrická, tranzitívna relácia.
(4) Nech ∼Q je relácia na R daná predpisom

a ∼Q b :⇐⇒ a− b ∈ Q.

Zistite, £i ∼Q je re�exívna, symetrická, antisymetrická, tranzitívna relácia.
Aké vlastnosti Q ste pouºili? Nájdite nejakú inú mnoºinu A ⊆ R ako Q pre
ktorú dostaneme rovnaké vlastnosti (R,S,T) analogicky de�novanej relácie
∼A.

(5) Nech 2N je mnoºina v²etkých podmnoºín N . Uvaºujme takéto relácie Θi

na 2N:
(a) AΘ1B práve vtedy, ke¤ A ∩B = ∅,
(b) AΘ2B práve vtedy, ke¤ A ∩B 6= ∅,
(c) AΘ3B práve vtedy, ke¤ A ∪B je nekone£ná.
(d) AΘ4B práve vtedy, ke¤ A ∩B je kone£ná.
(e) AΘ5B práve vtedy, ke¤ (A \B) ∪ (B \A) je kone£ná.
(f) AΘ6B práve vtedy, ke¤ (A \B) ∪ (B \A) obsahuje iba párne £ísla.
O kaºdej z týchto relácií dokáºte alebo vyvrá´te kaºdú z vlastností re�exív-
nos´, symetrickos´, antisymetrickos´, tranzitivita.

(6) Dokáºte, ºe relácia ρ na nejakej mnoºine A je symetrická práve vtedy, ke¤
ρ = ρ−1, pri£om

ρ−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ ρ}.

(7) Dokáºte, ºe relácia ρ na nejakej mnoºine A je re�exívna práve vtedy, ke¤
idA ⊆ ρ, pri£om 1

idA = {(x, x) : x ∈ A}.

1Toto a aj predo²lé cvi£enie je �©ahko vidno�, samozrejme, ale ide o to, aby ste si ten dôkaz £o

najporiadnej²ie napísali.
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(8) (∗) Nech A je mnoºina. Ke¤ºe ∅ je podmnoºina A × A, ∅ je relácia na A.
Zistite, £i ∅ je re�exívna, symetrická, antisymetrická, tranzitívna relácia na
A.

(9) (∗) Nech A, B sú nejaké dve rôzne mnoºiny, nech Θ je podmnoºinou A×A
aj B × B. Potom Θ je zrejme zárove¬ reláciou na A aj na B. Ktoré z
nasledujúcich tvrdení sú za týchto prepokladov pravdivé a ktoré nie?
(a) Ak Θ je re�exívna relácia na A, potom Θ je re�exívna relácia na B.
(b) Ak Θ je symetrická relácia na A, potom Θ je symetrická relácia na B.
(c) Ak Θ je tranzitívna relácia na A, potom Θ je tranzitívna relácia na B.

(10) Pre kaºdý riadok tabu©ky zostrojte reláciu s danými vlastnos´ami na mno-
ºine A = {1, 2, 3, 4}.

re�exívna symetrická tranzitívna
áno áno áno
áno nie áno
áno áno nie
nie áno áno
nie nie áno
nie nie nie

3. Ekvivalencie a rozklady

(1) Nech ∼ je relácia na R daná predpisom

x ∼ y :⇐⇒ sin(x) = sin(y).

Dokáºte, ºe ∼ je ekvivalencia a napí²te dve rôzne triedy ekvivalencie ∼.
(2) Nech O je �xný bod v rovine. Nech ∼ je relácia ekvivalencie na v²etkých

bodoch v rovine daná predpisom

A ∼ B :⇐⇒ úse£ky AO a BO sú rovnako dlhé.

Na£rtnite triedu ekvivalencie nejakého bodu C 6= O.
(3) (∗) Nech A = R2 De�nujme na A 2 reláciu ∼ takto:

x ∼ y :⇐⇒ existuje α ∈ R, α 6= 0 také, ºe x = αy

Dokáºte, ºe ∼ je ekvivalencia. Ako vyzerá príslu²ný rozklad R2? Nakreslite
ho.

(4) Nech A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Uvaºujme rozklad {{1, 2, 3}, {4, 5}, {6}}. Nájdite
ekvivalenciu prislúchajúcu tomuto rozkladu.

(5) Nájdite v²etky ekvivalencie na mnoºine {1, 2, 3}.
(6) (∗) Ko©ko je v²etkých ekvivalencií na n-prvkovej mnoºine?
(7) Nech Mn je mnoºina v²etkých reálnych regulárnych ²tvorcových matíc n×n.

De�nujme na Mn reláciu (nazývanú podobnos´) matíc takto:

A ∼ B :⇐⇒ existuje regulárna matica P taká, ºe A = PBP−1

Dokáºte, ºe ∼ je ekvivalencia. 3

(8) Dokáºte, ºe ∼⊆ (0,∞)× (0,∞) daná predpisom

a ∼ b :⇐⇒ a2

b2
∈ Q

2Uvedomte si, ºe ∼⊆ R2 × R2, teda ∼ je relácia na mnoºine dvojíc reálnych £ísel.
3Pomôcka: (PQ)−1 = Q−1P−1
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je ekvivalencia. Charakterizujte prvky patriace do [
√

2]∼. Nájdite tri prvky
patriace do [π]∼.


